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Die Arbeit beruht auf der Bernsteinschen Methode der analytischen Fortsetzung der distri-
butionwertigen Funktion P2 (P ein Polynom) bezuglich des komplexen Exponenten A. Für 
einen hmogenen elliptjschen partiellen Differentialoperator P(ie/2z) wird die Faitbarkeit und 
die -Gultigkeit der Relation T2 * To = T2+, inder ,,Faltungsgruppe" T2}, weiche P1 via Fou-
rier-Transformation entspricht, durch eine. Bedingung an die Indizes A, z charakterisiert. Dies 
veraligemeinert die bekanntenFaltungseigenschaften der.Rieszschen Kerne B2 , die die Fal-
tungsgruppe des Laplace-Operators darstellen. In einem zweitenAbschnitt wird der. Bern- -' 
steinsehe Fortsetzungsprozel3 für das Polynom P der Form X1m + + z m konstruktiv durch 

r	gefuhrt,und Cs wird seine Bedeutung fur die Berechnung von Fundamentallosungen der Poten- 
Zen des zugehorigen Differentialope 5rators P(ie/2r) am Beispiel a14 +	illutriert. 

• Pa6ora ocHonaua isa meToge BepHwTelHa aua3mTM qecKoro npoornieiiiia HcTpn6yTH8H0-
3HaMH0l 4yH1(IwH'P2 (P - siuoroeH) oTHodHTeJlhuo Rosln3lexcnoro napaepa A. Jlius 

•	- qHopoHoro 3juwuTla qecHoro )H44epeis1uaanbHoro OnepaTopa C qacTHMMH H0H3B0J11bMI 
P(ia/2) xapaITepHayeTcH 1303MOnHOcTb CBepmIBaHHH. If 0CT0131I0CTb OTHOWCHHg 

• T2.. T* B rpyune ceproi" {T2}, CooTBeTCTByioIuel P2 qepe3 TpaHC40pMaEwlO 
1ypbe, nocpecTBoM yC.TIOBMH Ha iiHeHCh!A it y. 3TO 06o6[UaçT H313ecTHbIe CaoMcTna CBTHM 
nep Pucca B2 , npecTaBJrniouHx rpynny csepTox onepaopa Jlaniaca. Bo nropol qacTn 

•	npouecc npoAojiweHHFi BepH[uTelHa HOB0HTCH H0HCTIfTHBH0 JJ1H noiIMHoMa P na 
• x1m + ••.+ xm If IfilJHocTpHpyeTCn ero aHaq eHHe AJIF1 BbI q IiCjIeHun 4yIIgaMeHTaJ1bHbIx - 

• S peweHIff CTCneij eA COOTBeTCTByIOI1eI'OH4epeHlIiaJ1bHoro onepITopa P(ia/2) sia lipH- 
epe	+	

.	 -	

S 

This work relie?n Bernstein's method of analytic continuation of the distribution-valued.- 
.function 2 (P .a polynomial) with respect to the complex exponent 2. In the case of a homo- 
geneous, elliptic partial differential operator P(iø/2it), the convolvability and the validity of 
the rehtionT2 *T, = T,4 in the "coiivolution group" IT,), which corresponds to P 1 through 
Fourier transform, is characterized by a condition on the indices 1, z. In this way, we generalize 

• the known convolution properties of the elliptic Riesz kernels B 1 , which represent the convolu-
tion group of the Laplacean operator. In a second part, Bernstein's process of analytic con-
tinuation is carried out in a constructive manner in the special case of the polynomial'P being 
of the form x1m + + x5m . The importance of this process for the computatiQn of fundamental 
solutions of the powers of the corresponding differential operator P(ia/2s) is illustrated in 
working out the example 014

+	.	 S	 - 

1.Einleitung	 '	 -	•,	- 

• Diese Arbeit entstand aus dem Bestreben, zwei Verfah 'ren für partielle Differential-
operatoren zweitèr Ordnung (mit konstanten Koeffizienten) auf Differentialoperato- 
ren höherer Ordnung zu veraligemeinern. Zum einen war dies die Verwendung der 
sogenannten Rieszschen Kerne mi Zusammenhang 5 mit den Operatoren 
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(vgl. [12, 14, 221), zum andereneine Methode zur sukzessiven Gewinnung von Funda- 
mentallosungen der Potenzen eines Operators zweiter Ordnung durch Multiplikation 
mit Polynomen (vgl. [23, p. 2891, [20, p. 149]).  

Der vorbeieitende Abschnitt 3 enthält einige grundlegende Sätze iiber quasihomo- 
•	gene. Distributionen. AnschlieBend erläbtere ich die Bernsteinsche Methode der - 

meromorphen Fortsetzung von P buglich). in C, wobei P ein reellesPolynom ist 
(siehe etwa [1]). Für homogene, elliptisehe Differentialoperatoren wird eine Charak-
terisierung der Faltungseigenschaften. derjenigen J)istributionen, welehe den Riesz-
schen Kernen entsprechen, bewiésen (Satze 6, 7). Weiteres wird- eine expliite 'Re- 
kursionsformél zur Berechnung von Fundamentallosungen der Operatoren 

•	em	em!.	'.. 
• .n=2,3,...;	lEN, 

abgeleitet (Sätze 5, 8). 'Dabei 'ergibt sich auch -das Bernstein-Sato-Polyiorn von 

•	Gedankt sei an dieser Stelle Herrn Prof. J.,Horvâth, der 1985 eine Veraligemeine-
• rung der :M. Rieszschçn Methode sorschlug und mit seinem Hinweis auf den Zu- 

sammenhang dieser Frage, mit den Resultaten von I. N.'Bernstein den AnstoB zur 
vorliegendenArbeit gab 

•	2. Bezeichnungen .	 •	 . .	 .	 . - 

IN bézeichnet die Menge der naturlichen Zahkn, 0 eingéschlossen, ,.Q, IR, C vie 
iiblich die Mengen der ganzen, rationalen, reellen bzw. komplexen Zahien. Der 
Buchstabe n bleibt für-die Dimension des Raumes' IR" reserviert. Per euklidisehe 
Abstand dines Pu'nktes x E 1R" vom Ursprung *ird mit lxi oder r bezeichnet. Das. 
euklidische innere Produkt im IR" w— ird durch einen Mu1tiplikationpun,ktangezeigt. 

' Wir schreiben S,,. 1 = {x E IR": I xl = 1} für die Oberflüehe'der Einheitskugel. 
• . .

	 Es' wird die übliehe Multiindexschreibivejse verwendet; für & E IN". und x E IR" ist 

	

••beispielsweise x" = x"' ... x,,"' und j = x 1	' ix,,. Weiters schreiben	für 
• . aIa (1 ^ f ;5 n) und für e1" ... Y bezeichnet die Heaviside-Funktion: 

Y(x) = 0 für x 0 und Y(x).'= 1 für x >0. Die Signum-Funktion —'1 ± 2Y(x) 
wird durch sign (x) abgekurt. Für den naturlichen Logarithmus einer kómplexen 

• Zahi z wird log z geschrieben. Welcher Zweig des Logarithmus . zu nehmen ist, wird, 
dabei jeweils angegeben. Re z und Tm z bezeichnen den Real- bzw. Imaginarteil 
ciner komplexen Zahi z, gr P den Grad ,eine's Polynoms P. • 

Alle Räume der Distributionentheorie werden wie in [23] bezeichnet. Verwendet. 
werdeñ.insbesondere '; ', 2, und ', d. h.die Raumealler Distributionenrder 
Distributionen mit kompakten Trager sowie der integrierbaren bzw. der temperier-
ten Distributionen. Die Anwendung einer Distribution T auf' eine Testfunktion 
vird in der Form (q, T) geschrieben;5 bezeichnet das Dirac-MaB'im Ursprung, d. h. 
(, 5)	q(0). Die Fourier-Transformation	:' -* Jr' wird wie in. [23, Ch. VII] 

- definiért, d. h. alsp '()=f e12. (x) dx für E L' Die am Ursprung gespiegelte 
• Distribution zu einèr Distribution T svird ]mif T bezeichnet. Die Faitbarkeit zweier 

Distributionen S und T, sowie ihr Faltungsprodukt werden wie in [13] verstanden 
Wenn z i- T èine distributionswertige, meromorphe Funktion ist, soschreiber wir 

•	Res Tz bzw. Res T und PfT bzw. Pf T für die Koeffizienten der Glieder (z - .)_1 

•uid (z - ).)0 der Laurent-Reihe-von T urn A (hierbeisteht Reslur ,,Residuum" und 
P1 für ,,partié finie"). Eine zusammenfassende Darstellung der Eigenschaften vektor-

- wertiger, meromorher Funktionen wird in.[12] gegeben..	. • •
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Quaihomogene Distributionen  

Im folgenden gebe ich eine kurze Zusammenfassung der von mir verwendeten Sätze • fiber quasihomogeneDistributiqnen. Dieser.Begriffw.ird in [15] eingefiihrt und naher 
untersucht. Ausfuhrliche Darstellungen für den hauptsachlich benatigteri Spezial-
fall der homogenen Distributionen finden sich weiters in [7, 8, 161,- [9, Ch.111, 3.], 
[11, 3.2 und 7.1]. Tch verLichte daher. auf Beweise.  

•	In diesem Abschnitt l seien, a 1 > 0, ..., a > 0 vorgegeben; a: =  (a 1 , ..., 
•	al := a 1 ±	± a,c± 0	(C±a,...,c±On) EIR"fürc >0,xoy:=(x1y1,...,xy)E IR" 

• .

	

	für x, y IR". Eine Distribution T E 2)'(IR")bzw. 2)'(IR" \ 0) heil3t q'uasihomogen 
vo,n Grad 2 E (C (zvm.Modul a), wer!i n T(c" ox) =cT für c> 0 gilt. Falls a 1 =a2 

•	= ... = a,, = 1 ist, nénnt man T homogen vorn Grad  
sei positiv, quasihomogen. vorh Grad 1 und unendlich oft differenzierbar .jii. 

- &"\O, Q:= {xElR":e(x) ;511, P:= Q = ix  IR":0(x) —1), j: I+1" sei die 
• - kanonische Einbettung. Als Leraysche Di//ereutial/çrm auf; P bezeichnet man die 

(n - 1)-Form	.	.	.	 . . 
1*(axdx A A dx,, — a2x2dx 1 A dx3 A A dx,, +  

do sei das. zugehorige (positive) MB auf I'. Wnn do . &s* OberfiächenmâB und 
•

	

	= Vo/l V den nach au6en gerichteten Normaleneinheitsvektor auf der F1che 1'
bezeichnen, so giltda =(ao x) vdo = do/lVel. Wenn wir do als Distribution in IR" 

auffassen ((92'dc) =	'(x) da(x)) so gilt da = 7	wobei y = Y(i — 
•	ist.	 F	 11( - 

Wir setze 2)(P) := °°(P)2Y(P) bezeichne den Dualraum. Mir konnenLi(fl 
:	vermöge der Einbettung  

L'(P) c- .2) (F) / .- ( -*	f(x) p(x) da(x))  

als Teilmenge von .YY(P) auffassén. Für I € L'(f') und 2 E C mit Re A > —Jdi ist 
•	/	: xi- I((x)° ox) e(x) eine lokalintegrable Funktion in IR", die quasihornogen 

vm Grad A ist. Allgemeiner, wenn F € 2)'(l') und A E-C ist; so definieren ,wir cine	- - 
Distribution F	E f"(1R") durch  

(q, F o) = f +IoHl(q,(ta o x) P1(x)) dt 

.	.	-	.	+f +IQI-1(((jG ox) — L'a!' 3(0) t a x"), F(x)) dt 

+ Pf ( a '-'(0) (x", F)2 + jai 1±	a)' 
•	. wobeidië Summn über die a EN" mit a• a < —Jai , — c zuerstrecken sind undc 

mit c < Re). beliebid gwahlt werden kann. DaB sich damit fill. integ&able . - 
• FunktionenF upd Re A> — t at wieder das urspriingliche eigiht, ist eineFolge der. 

Isomorphie von Maf3räumen	•	 •	 .	 •	 S	 • • 

(IR", dx)	(1', do) x ((0,00), e 1 9 1 - Id),	x	x)"o x, e(x)), 
•	.	•'ox	(X, 0)	-	•	 •	 -	•	• 

(d h f /(x) dx = f l01_ld	/(" ox) da(x)) 
•	 1R"	 0	 F	•	-	 .	 - 

• und der Art der Einbettung von P(r) in 2)'(F).	 • •• •	
l	• 

-	 U	
/
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Sa tz.  I: Die im s/olgenden de/inierten. Abbilduivjen AA und B1 sind. Isornorphismen 
von. Vektorräumen.	 - 

a) 1 sei eine beliebige kom.plexe ZahI;  

A 2 : 2'(f) --{T EJY(IR"\0):'T qucLsihomogen vom Grad 1}, 
A 2 (F):= .F ol lnro	 .. 

•	 b) Die komplexeZahl2 sel nicht von der Form — l al — a - ix, a E N"; 

B2 : .Z)'(I') ,—>- IT E 2)'(IR"): T quasihornogem vorn Grad l},	B2 (F) : F 

c)Esseil=—aJ—pundp=a a/urezmaE Nn; / 
BA : {FE 2Y(F):Varnita . a =p, (X", F) =0} ED Ec&'â:cn EC 

• :,	'a.•n=p	 J 

— {T € '(R"): T quasihornogen voin. Grad l}, 

•	 B1(F, T0) : = F	+ T0. 

Sat2: ) sei FE 2'(F). Die Funktion (E 2'(R'1 ):	F. ist in C \{ — IaI 
• — a a: a E N'1} analytiech. Sie hat hôchstens eiu/ache Pole in den Punklen 2 0 	— al
—a . cc, aEN'1 .Dort gilt

o 

Res F	=	 (x F) c916 und P1 F	==F e2 

lo=—tal—a.n  
S	

• •'	 ç	

'	 S 

\ 13emerkung: Tm homogenen Fall, d. h. für a 1 = a2 = = a,,	1, können wir 
die Formel für die Residuen kilrLer so schreiben:	S - 

(1)" 

1=—n—k	= k	((x	, 11(x)) ô	A. € N 

Folgerung zu Satz 2: Irn Spezialfall F = 1- ergibt sich	- 

-Res LqA =	 (- 1) I

 f
xn dx 

•	 l,=—o—o.	 Q 

•	'Satz 3: Es eel 'a 1 =a2 =••• =a,, = 1, FE 2'(P),2 € C, q€ (R'1). 
a)Fiir-1—nNgilt	1	:-

(q, Y(F . )) = I'(l + n) ((), (2nix. )_2_n F(x)).	- 

b) Wenm hinjgen —1 — n k E N let, sôgilt 

,(F	(1) ((),(2ix. )k(	
± 1)	•	- S. 

•	— log (271 ix . fl)), F()). 

Bemerkung: Wie üblich wird (z) := r'(z)/r(z) definiert; weiters wird fur 
x == 0 die Distribution (27vix . E)-" E .7Y(1R'1 ) durch	- 

(), (2vix -	) = ( f99W do(s),. (2tit)\	•	. 
/	 S 

•	
0 

/	 '	 •	 •
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definiert; do ist.dabei das euklidische OberflächenmaB auf der Hyperebene x. 
: (2iit) = / ItI E !Z'(IR,') mit /E Z'(S 0 )	C2, /( 1) = (2) e 212 , f(-1) = 1(1).

(Aus Satz- 2 folgt, daB (2;zW) 1 für alle) € Canalytischist.) 

- FoYgerung zu.Satz3: Es geltea 1 =a2 =	= a,, =1, E IR"\O. 
a) Für T2T n N, R 2 < I — n gilt	 S 

() () = 
—iF(i + n)f (2ix -	dx 

b) Wertm hzngegen —, — = iL E IN zst, so gilt unler der Vorausseizung o= 

k) () 

— J	
i)k12 

n	kf (2x	((L + 1) — log 12,rx i) dx fur k € N gerade, 

(1)''1 n

	

	A.	27x jL dx	 far A. € N ungerade k 2-f 

	

Beispiel Es seien 211 1 m2	,m € {2 4 6	}, P = X1m + + xm Wir 
setzen c = ni 1 ..,. m,	p1k, ag = c/n 1 für i = 1, ..., n. P ist ana1rtisch in 

	

S	 S	 / 

C \ 	(1 + M)/?n: a j € {O, 2,	da das Integral in der Folgerung zu Satz 2 

für ein ungerades x i aus SymmetriegrUnden verschvindet. Es sei 2 0 eine Poistelle 
•	von P. Dánn ist	-	 S	

S 

Res P = Res o = --- Res g4= —20 Z -- M 6, - C	 S	 S 

\sobei E Summation uber diejenigen oc E (2N)' bedeute weiche die Bedingung 
• — 

(1 + ')/m 1 = 20 èfü1len und Ma = 2 tif xadx, V = {x: x 1	O,.., x,,	0, 

-P(x) l}. Ma wird in [4, Nr. 676, Beispiel 12] berechnet: Eineandere Mogliclikeit 
der 4uswertung von Ma ergdbe sich durch Einfuhrung vonGKugelkoordinaten. nach 
der Transformation y1 = x 1 miI2 Man erhalt 

	

M = — 2
	pfri + 1	

r( + l\/r(_2) 
S	

ma...	 \ rn1 /.	\ Mn /, -	 S	

S 

iind daraus	
5 -	

5 

S	
5	 + 1' j frn+ 1	 - 

S	 2	•\1/	\ 	

/ 	

S 

Res (X1m +	+ X mn)). =
	ri	 aô. 

	

in 1 -.•	 S 

Man vergleiche [14, p 178, (6)] fur den Spezialfall in1 = m2 = = rn, = 2 
• Anhang4: Das in diesem Abschnitt behandelte Konzept der Quasihornogenitiit nach P. R: 

Krée ist vom gewahlten Koordinatensystem abhangig Eine koordinateninvariante Definition 
ware die folgende: IR, sci die Menge der positiven reellen Zahien, als topologische Gruppe be. 

•

	

	trachtet, Gl bezeichne die Gruppe der invertierbaren, linearen AbbildLi 'ngen von IR" in sich,	•. 
h:lR -+ GI,, sei cm stetiger Gruppenhomomorphismus,5 2 € C. Eino Diitribution T E.2)'(IR") 
bzw. T IE 2Y(IR" \ 0) heilje quasihoniogen vom Grad 2 (bezuglich h),wenn T(h(c)x) = OT für 
c> 0 gilt. Nach [28, Ch. IX] ist h(c)= CA, wobei A= h'(l): lRf -# R" linear jot. Wenn wir A S	diagonalisierbar und mit positiven Eigenw6rten voraussetzen, kommen wir durchgeeignete	S 

•	-•	 -•-••	 S
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Koordinaerwahl zum oben behandelten Fall zurück: 
UAU' = (ô 17a)',	U E GI 	a > 0,,	i = 1	a 

= h(c) =	= U- 1 cUA U = T(ca o !I) c2T 

im (nicht notwendig orthogonalen) Koordinatensystem y = Ux. 
Es werde etwa P(x1 , x2 )	( 2x1 - x)2 + X26 im JR 2 betrachtt. Sei.y1 = 2x 1	x21 Yi = 

U
 = (

2'_ '),a = (3,1), A = (3 _1\, h (C3 (ec3)/2\ A = 6. Nach dem obigen 
O	1	 \0	1/	 0	c 

•

	

	Beispiel hat Pm éinfache Pole in p	—(2 + k)/3, k E N. Dies präzisiert das.Ergebnis von Bei-



spiel 1 in [29] 

4. tbér das.Bernstein-Sato-PolynOni cines reellen Polyiioins und die Faltungsgrnppen 
des zugehorigen Differentialoperators	 - 

P sei ein reelles Polynofri. 1m Gebiet G: =  x: P(x) 0} verde dine Fstlegung von 
log P ab stetige Funktion getroffen. Dies bedeutet, daB für jede Zusammenhangs- 
komponente U von 0 em m E 2Z fiiert wird, so daB log P = log IPI + irY(—P) 
+ 2-rim in U gilt } ur Re) > 0 ist dann P"(x) = e° ° eine lokalintegrable Funk 
tion. 'Die Abbildung {2 E E: Re).,> O} °'(lR'):2 i- .' P ist analtisch : (Es läBt, 
sich ohrie.Miihe dieAb1eitung nach'. angeben.) Eine von 1. N. Bernstein gefundeie 
Methode der analytischen Fortsetziing dieser Abbildung beruht -auf der Eistènz 
reeller Polynome9(2, x 1 , ..., x,, 01, ...	) und b(A), so daB formal - 

P11 	..	0	
(Y 

•0 0 0 

gilt (vgl. [1, Ch. 1,. 5.7 und 5.8]). P I wird dabei als Syribol betrachtet, fur das die 
Beziehungeri PP = J)A+1 und = )P',P gelten Aus der formakrn Giiltigkeit 
der Gleichung (*) fólgt ihre Gultigkeit im klassischen Sinn im Gehiet 0, da'dort Ps_ 
behebig oft differeniierbar ist Weiters gilt (*) im klassischen Sinn auch in ganz 
1R' für Re 2 > gr Q, da P'1 ' dann (gr Q)-mal stetig differenzierhar ist. Aus dem 
Prinzip der analytisehen Fortsetzung könnei wir daher folgern, daB (*) im distribu- 
tionellen Sinn für Re 2 > 0 gilt.  

DaB bei kornplexwertigen Polynomén Schwierigkeiten entstehen,zeigt'das folgende Beispiel. 
'Es sei P= x1 + ix2 im 1R2,Q = — ' a2. Formal gilt Q() p2+1 = () + 1) P2, distributionell, 
hingegen Q() P2+ ' (A + 1) P1 + 2 sin ((2 +1) z) Y(—x1 ) fx 1 I A +i ® ; Hierbei wurde 
--r < IM log P r angenommen 

"Es ' ,sei nun wieder P em reelles Polynom, Q und b so daB (*) gilt Fur,i E C mit 
Rei > —h. A. E N definieren wir

1,xe)PA+k1, 
• • ',	•	•	 b(.).)	b(2+1)	b() H- k - 1 )	..-	. 

Aufgrund der Eindeutigkeit der analytisehen Fortsetung hargt P' nich't von der 
speziellen Wahl von Q b und k ab Das normierte Polynom b kleinstmoghchen Grades 
für das eine Gleichung'( * ) gilt, ist übrigens eindeutig und heiBt Bernstein-Sato-Poly-
nom von,P. Das Polynom Q hingegen läBt sich im ailgemeinen nicht cindeutig fest-
lege,n.	'	 S	 •	,. 

•

	

	Die in 2. meromorphe, dièt'ributionswertige Funktion T2 = CTP nenne ich Fal-
tungsgruppe ties DifferentialOperators P(ia/2r). Offenbar

,
 hangtTa ebenso wie PAvon 

der Festlegung von log P ab. Man' beachte weiters, daB im allgenieineji T2 , T nicht .. 
• für .beliebig 2, z faltbar sind, Die Benennuiig . Faltungsgrupe, ist also nicht wörtlich 

-	 ..•	•	.	•	•	' 

	

•0•	 0•'
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.zu verstehen; sie erscheint mir jedoch in Anbetracht der folgenden .Beisie1ë sowie 
von Satz 'i.gerechtfertigt. Eine Charakterisierurig_der Menge der()., ti), fur weiche 

-. . T, 'J'. faitbar sind und T 4 * T,.	gilt,/fur weitere Polynomklassen, halte ich 
für ein ineressantes, offenes Problem.  

Die. grundlegenden Eigenschaften von PA und T4 sind im folgenden Satz zusam-
rnengefaBt	 .	 .	 .	.	.. 

Satz 4: Es seien. P,,PA, T2 , Q und b wie oben. Damn gilt im distributionellen Sinn 
a) P P2 = P, Pf(Q(2, x, e)Pk+ ') = Pf (b().) P1 für alle A € C; 
b) P(ia/2t) T2 = TA+1 , Pf (Q(2, i3/27, 2ix) T2+1 ) = Pf (6(A) Ta) fur alleA (C ; " 
c)

 
es existieren A, ...,A E 	mit A <0, b(2) . = 0 fiAr .=1, ...,k, so daf3 die 

Menge der Pole von T 1 bzw P2 die Gestalt {), -'l: 1 :E^-, j	iC 1€ ]N} hat, 
d) T_, zt eine Fundamentallosung von P(ie/2n)' fur l '€ IN 

'Beweis: a), b) ergeben sich durch analytische Fortsetzung, d) folgt aiisb). Zu' 
c): Wenn 2 ein Polvon P2 ist, so ist auch 2 --' I cin Pol, da P . P2.. = P 1 ist. Es sei 
nun ).0 ein Pol von P2,'und P2 sei anaiytiseh in- A + 1. Dann , muB wegen a)..auch. 

•

	

	bCA) A in Ao analytisch sein, und foiglich gilt b(20)= 0. Wenn wit für b das Bern-
stein-Sato-Polynom von P nehrnen, so 1st nach M. Kashiwara A <0 . und A € Q 
(vgl. [1; Ch. 6, Li]). Darau§ ergiht sich die Aussage c) I	. .	. 

Bern e r k ii ng: T_ 1 hei fIt Bernsteiiwclie , . Fundamentallosung von P(ia/2i) (vl. 
[1,'Ch. 7, 1.3]).  

Beispie 1.: Es sei.P(x) =.4m2r2, log  werde rell gewahit; dann gilt Q(a)P2+.. 
= b(2) P2 für Q() = 2-4 7-2A und b = (A ± 1) (A ± n/2). Weitersist P(ia/2m) = —/1 
ittid Ti =	Pf ('t ) 

fl) 
= R_ 22, wobei 11 1 vie in [14 3'p. 1801 die' 

elliptisehenKerne von Marcel Riesz bezeichnet, vgl. auch [9, p. 192] i'nd[22,'p.- 16]. . 
Alle iibrigen Faltungsgruppen unterseheiden sich von T 2 nur ,diirch einen multipli-
kativen Faktor der Form e21im1, m € Z. Tine hinreichende und notwendige Be'dih- 
gung fur die }altbarkeit von T2 it T sowie em Beweis von T 1 * T,4 =	(fur
faltbre %Tl , T,) wurden zuerst' in[21, Satz '6 und -Sat,z.9] gegeben. Die Sätze.'6 und. 
7 dieser Arbeitsind Veraligemeinerungen hiervon.  

Die Pole von PI und T 1 liegen.bei A = —n/2, —ñ/2 1, :.. Für ungerades n ist 
es daher in der zweiten 'Gleiching von Satz 4/b) für A = —1 15: —2, 1 E N, nicht 
notig, den partie finie Pf zu 'nehmen, d. h.  

	

Q(—1, i/2t, 27tix) T_j+1 = b(—l) T. 1 ,	T_,'=  .2(1 - 1)(21 - n) 

Bemerkung: Die letzte Gleihurig des obigen Beispiéls besagt, dalI sichT..' 1 aus 
T durch Multiplikation mit Polynomen rekursiv berechnen lift.. Rekursionsformeh 

	

diese Art für homoene Differentialoperatoren zweiter Ordnung wurden in , [20, p.	.' 
149] angegeben. Die ,zweite Formel in Satz 4/b) kann, abgesehen vom partie finie Pf,  
als Verallgemeinerung dieser Rekursionsformein a.uf Operatoren beliebiger Ordnung 
aufgefaflt - werden. (In Satz 5 wird gezeigt, daB es für quasihomogene Operatoren 
mit positivem Spektrum (irn Sinn von [17]) moglich ist, die partie-finie-Bildung zu 
unt'erlasse'n.) Im aligemeinen treten nun neben Multiplikationen mit Polynomen 
allerdings auch Differentiationen auf. Da sich eine Fundarnentallosung eines Produk— 

tes von Diffeientialoper'atoren von der Form fj (P1 (a) + a 1P2 (a)) a 1 € C, in vielen 

S	 ' 

	

S	 ., 

	

-	 -	 S
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Fallen di.rch eine Summe von sogenannten Pa rmeterintcgra1en über den Para-
meter . 2 einer geeignet gewalilten Fundamentallosung des iteierten Operators 
(P 1 (a) + ).P(a))- .darstellen lä8t (vgl. [25]), sind Rekursionsformein der oben .be-

- schriebenen Art von Bedeutung.  

• Beispiel : Nun sei P(x) = 4712(_x12 + x2 2 + + x 2 ), und unächst werde 
log P duróh urn log P(xj + it, x21 .....x) definiert, wobei .unter dem Limes-Zeichen 

's\O	.	 .	.	S 

jener Zweig des Logarithmus genommen verde, dessen Imaginarteil im- Intervall 
( —a, x) liegt. Das ergibt Im (log F) = —c- Y(—P) sign (x1 ) iz. Es gilt . 

	

Q() P' =b(i) P1	mit	Q = ( a1 + 22 + + an), 

\ 
/	 .	.	.	'I	2A'	—21—n J)f 1 I_2	a 2 •'	a2	T2 —Pf 1 '	 + k/	2	 —	\_I+nf2p(_;)p(1.;_n/2) 

S	 •S•	 =	_2 2,•	 - 

wobei Z;. die hy'perbolischen Rieszschen Kerne bezeichnet und	.	. 

S±(X)=Y(X12_ X22..;_ Xn2 ) I/Xj2_ X22_..._ Xn2 .. 

ist (vgl [22] [23,.p. 49 und P..2631, [12 p 48-54]) T2 , T sind fur alle ).,,u faitbar, 
•	. und es ist 'J' *j". = T2,,. Weiters sind P2 und'J'2 in 'ganz C analytisch. Satz 4/b) 

liefert	. 

	

T = X12—X22—	77 	I E N 1 2, l r= n/2 

Bei Wahl voh log P : = )im log P(x 1 - it;	••• x) erhilt man	= _2i: Ein •	 . 	 .	 -. •	. weitere mogliche Festlegung des Logarithmus ware log P:= log Ii + iY(—P): 
Dann stimmt P2 mit (P + j0) 2 in [9, p. 274],iiberein, und es gilt .	 .• - - 

= _ i242 -- n 1 21+n/ .T'() + n/2) (P - iO)1_tuI2 

'Satz 5: P sei ei'n qua.sihomogenes Polyn,omm voni Grad-c > 0 zum Modula =(a1, 
•	an5 mit P(x) > 0 für x E .IR n \ 0; b set das zugehörige Berstein-Sato-Po1ynom."Dann 

•	gilt:	
S 

a) F2, T sind in- C \ ('—(l al +• a)/c: a E N) analytisch. und haben em/ache 
Pole in 2 = —(al + a - a)/c für a E (21N)'; - 

•	b) es exi.stiert ein Polynom Q = Q(2, x ) der Gestalt Q02, x, a) = L'a()., x) 
a-c 

wobei, a()., x) reelle Polynome in 2 und x und quasihomogene in x vom Grad a• a -- c 
.sind, so dap Pf (QP2+ ') = Pf ((;) P2) für 2. € (E gilt;  

c) für a € (2N) n mit a . a < c ist b ( — ( I aj +'a a)/c) = 0;	- - 
•	d) für 1 € N, I > 2, b(—l) + 0 ist b(—l) Q(—1, ia/2, 2i'x), T1_g ems Fundamental. - 

lOsung , voi P(ia/2n)"und unterscheidet sich von T_, höchstens urn ein qua-sihomognes 
•	Polynoni'voni Grad ci -- IaI	' 

Beweis: a) folgt aus Satz 2. Zu b): Q02, x, ) = _Pa.()., x) a;' seizunächst einbe-
- .' • - liebiges reelies Polynom mit QpA+1 = bP& Da PA aul3erhalb der Pole quasihomogen - 

/	,.	.	'	•	•
-	 S
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/	 V 

V	 / 

'corn Grad c A it, gilt dies auch für. QP'. Daher können wir Q in der spéziellen 
Gestalt des Satzeswählen. c) - ergibt sich aus a) thit HiIfevon Satz 4/c5. Zu d): Nach 
Satz 2 ist T2 in A = -1, 1 E IN, entiveder analytisch oder besitzt dort einen einfachen 
Pol, dessen Residuum ein quasihomogenes Polyiom R_ 1 vom Grad ci - lal ist. Wenn 
wir im ersten Fall .R_ 1 = 0 setzen, so ergibt dieGleiehungPf (Q(2,ia12'v, 2nix) T2+1) 
= Pf @T1 ) far 2	—1, 1 2 die Beziehung	

V	

V	 V	 V 

 2, 1 ix R_ + ±	(-1, --,2jtix' T_+1 
V	

e.	 2V	,	 /	- 
b'(—i) R 1 ±.b(—l) T_,. 

Falls b(-7-1) =j 0,ist,erhalten wir somit T_1 
=	 " b(-1)	ia/2r, 2iix) T., +1 + 8, 

wobei .S cin quasihomogenes Polynom vom'Grad ci - . I aj ist •	
V 

Die folgenden zwei Sätze rechtfertigen in gewissem Sinn den Namen Faltungs-
gruppe fur die distributionswertige Funktion T2 

Satz 6 ; Psei eimhomwgenesPotynonivorn Grad mrnilP(x) >0/ür V x =0;A,u E C. 
Das Polynom. P lasse sich nichi ais Polenz eines anderen Pot ynoms ausdnicken. Damn 

• sind aquivalent:	 V 

i) T 2 , T sind falibar;	-	 - 
V	 SV	

V	
-	 V 

Bewéis:(ii)	i): Dá T A E 6' far ' ;. E N ist,, können wir unsauf die Voraussetzung
Re (2 + 1u)> —n/rn beschränken. Es gelte zunächst A, z + —(m + k)/m far k = 0; V 

2, 4, ... Dann sind T A und T, hoSogen vom Grad —n -- qn). bzw. —, n my Ihre 
Charakteristiken sind nach [26; Lemma, p. 481] unendlich oft diffeEenzierbar. Daher 

'folgt die Faitbarkeit aus [14, Corollary, . 1891. Wenn hiñgegen A = ----(n + k)/m, 
k  (0,2,4,. ... }, \ ilndRe(2 +t) > —n/mgilt, so istReu >0 und T,homogen mit 

• 'o.Charakteristik. 1Weiters ist dañn (1 ± r2)_(+m/2 "1 E ' + L' (=	auf-



- grund der expliziten 1)arstellung von T 1 in der Folgerung zu Satz 3: Daraus ergibt 
.sich die Faltbarkeit von T1 und T,. nach [14, Th. 3, I. 1851.  

i) = ii): Da sich P nach Voraussetiung nicht als Potenz cities anderen Polynoms 
V schreihii lift, ist PI nur far AVE N im TJrsprung beliebigoft differenzierbar und liegt 

T A nurfür A E N in '. Im folgenden seien ;.,-,u E C\N und T 1 , TF. faltharvorausge-
setzt. Weitrs geltezunachst A, + —(n + k)/m für k = 0,2,4,... DannVsind, vie 

•	schon: oben ,verwendet, T und T homogen mit °-Charakteristik. AuBerhalb de	V 

	

Ursprungs sind T1 , T. sogar nach [11, Theorem 8.4. 18, (84. 23)] ani1ytisch, da dás	V 

Entsprechende auch für P, P gilt. Nach [26 Satz 10, p. 482] folgt aus der Faltbar- V 

'keit von T2 und T, daB entweder dec Realteil der Summe der Homdgenitatsgrade 
•

	

	kid tier áis —n.ist oder daB das Produkt der Charakteristiken von T A , T, verchwindet.
Aufgrund der An.alytizitöt ist letzteres ausgesehlosen und folgt also Re (2/-f- u) 

V	

0 
V	 0	 0	 V	 - 

Als nächstes werde der' 	A	—(n + k)/m, k E (0, 2,4 ... },:und u + —(n + 1)/
'rn, 1 = 0, 2, 4,...; betrachtet.. Far c > 0 ist nach der Folgerung zu Satz 3 

• .
	T(c)	ckTA() = _(_i)k/2	log cf (2x. )k dx 

P(x)i  

Wenn TA,. T. faltbar sind, so auch T 4 (cx) und T,(cx)	 und flglich auch
'J' P und . Da P homogen ist, läl3t sich dieser Fall daher Nvie oben weiterbehandèln. - 

(Wégen P1(e) + 0 far + 0 liel3e sich hier auch [21, Lemma 2 kombiniert.rnit Satz 4, 
O 

p.'29) anwenden.)  
0	 V	

V	

,	 \_	 0	 -
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Als letztes wollen wir annehmen, daB 2. = -(ii. ± k)/m, 1a = -(n5 + 1)/rn, k, 1 
:	E {O, 2, 4, ..} gi1t. In diesem Fall ist zu zeigen, daB T 2 und T nicht.faltbar sind. 

Nabh der explizitenDarstellung in der Folgerung zu Satz 3 1t TA() = (_l)kI211k. 

•	x (/i(/LD— log (II)/2(/I)) mit./ E	(S_ 1 ), i =1,2, und 

/2(W)	

k f (2mx . ) k dx> 0 'für w E S. 
•	

P(z)i'	 '• 

Für genugend grol3es 11 und	> R 5 halT2 daher das Vorzeichen von 
Uncles gilt ITj()I >'I lk Ehenso ist, wenn R groB genug gewahit %%lrd, T()1 > II' 

• fürI > B. Wgreri "A, T, faitbar, so auh (II - R) I'J'i()I und '(II - B) I1')l- 
iDiese positiven MaBe wären nach [3, p. 631 sogar als MaBe faitbar, was a'ufgrund der 
obigen Abchat7Ip1gen offenbar nicht moglich ist Damit ist der Satz bewiesen I 

Satz 7: P set ein homogenes Polynoin mit P(x) >- 0 für x E JR" \ 0, und T2 , T,. seiem 
'-	falthar. Damn gilt T 1 * Tb,. =	 •	 •.	 . 

Beweis Wcnn P = Qk ist k -> 2 und Q ein positives homogenes Polynom, so 
sind die FaltungsgruppenTA von P und S A von Q durch die Beziehung T 1 = 
verkniipft. Wir können dahér ohne Einsehrankung der Aligemeinheit annehmen, daB 
sich P nicht als Poten, eines Polynoms ausdrucken laBt Wenn i E N oder u E N 
ist so folgt die Aussage des Satzes schon aus Satz 4/b) und d) Als nachstes sverde 
),,u E C mit Re (2 +,a)-> —n/rn und 2,'u	-(n +'k)Im, k =0,2,4, ..., vorus-



gesetzt. Dann sind T 1 , T, homogenund daher °'-faltbar nach [26, Satz 8; p. 479]. 
1)er Austauschsatz [10, Theorem;' p. 1511 ergibt T 2 * T, = Y(,T-'T 1 . YT) • 

= T(PA Pa ), wbbei das Produkt im Sum von [10] zu verstehen ist AuBerhaib des 
TJrsprungs ist offenbar PA PA.. =	und somit T 2 * T, =TA + P, ohei P1 
ein'Polynom ist. Da TA * T, und	beide homogen vom Grad —m - 7p2 +,u) sind
und Re (—n - rn(2 + it)) <0 ist folgt P 1 = 0 

SchlieBlich ist noth der Fall 2. = —(n + k)/ m, k € {0, 2, 4,. .}u E(C, Re (2+ z) 
S	

•	 •> ---n/rn,d. h. Rey. >k/m'zuhehandeln. Urn T 2 ' Tals Grenzwert von T, * 'I',. 
= T,+,çv —>2, darLustellen, beniitzen wir die Tatsache, daB die .Abbildung 

-'1 L ={SE2) (1±r)d/2 SE L ,)	 5l SF-*T,*S 
für a	—n —rn Rey x6hldefiniei rt. und stetig ist (vgl. [21,'Sat 2, p.'25]. Hiebei 
wird die Topologie auf 2j a durch die Bijéktioii £i'L -* Jj.: S	(1 + r2)012 5'
von lL1 ubertragen Nach Satz 2 gilt T2 '= lim (T,.- R/(v - ))), vobei B = Res T 
cin hómogenes Polyn'om vom •rad k ist. Dieser Grenzwert gilt. nicht nur in .,', 

• • sondern auch in 2,,,, daT, tine in {v: Rev> a/m} meromorphe Funktion mit 
Wertenin	ist. Daherfolgt • 

0	 • •	 0 • 

1 2 * T, =Jim T, *T— R*T) = Ti^_hmR* T, 
• S	 -	 •	..	

•	V T 2.	 -A v -- A	
•	0 

Hieraus ist zu sehen, daB 1? * '1' = 0 gilt. Dies lieBe sich auch daraus ableiten, daB-
R*T,4 nach [26, Satz 1, p. 4681 ein Polynom ist und anderersits homogen vom 
Grad k .- my ist Damit ist der Satz beiesen I 

5. tber das Bernstein .Satb-Polynorn von x 1 tm	± X8m	•	
• : - - 

• In [18, Th. (5.4), p. 115] zeigte B.MALGRANGE, daB das Bernstem-Sato-Polynom 
eines analytischen Keim s / bei z0 E C" dureh die Monodromie von / bestimmt wird, 
wen,n z0 em isolierter singularer Punkt von f ist, A. h., wenn Vf(z) +0. für z bei • ,
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z0, z =fr z0 , mit f(z) = 1(z0) = 0 ist. Ein Programm zur Berechnung dieser Moio-
dromie vird in [2, 3.5, p. 46] angegeben. Speziell für P = x1 m + + x,," rgibt sich 
daraus, daB das in Satz 8 angegebene b) mit dem Bernstein-Sato-Polynom von P 

- . iibereinstiiiiint (vgl. [2, Beispiel, p. 10, P. 49]). Ein Poinom, das Q(2,r;) in Satz 8 
entspricht, wurde meines Wissens bisher. nbch nicht angegeben.	. 

•	Satz 8: Essei n 2,mE N,m2, P(x) = x 1tm + +x m,2EC,b(2) =(2+1) 
n(m—I) I 
.11 ( 

± -)	
..	:	 :	 .. 7=fl	c	 •1 

-	1 n

	 (7)7-2 	(I . + 

	

 =-	 E   k=i	fl='(fl.... _,) J=m—i' m1 \jm±Ipn—I  	m 

-'	 >< (i'	k+k) 

H?erbe	4. 

	

wzrd x,, = x	, = , fur z - 1, , n qesetzt Unter dzesen Voraw9setzungen 
gilt formal QP- 1 =-b(2) PA. Wenn weiters PA E Y' wie in Abschnitt 4 definiert ist,so 

S	gilt Pf(QP21 )	Pf (b(2) PA) im disfribulionellen Sinn.	 0 

Beweis Es gelte zunachst A > 0 Mit den' Bezeichnungen 

1(2--1) ... (2jI + 1) 

	

( x 1 ,	—II)	-( * =	 ______________ . 

	

1	 \X /	-	x 1 !.•. x_0 
für E N" liefert die Multinomialformel im Gebiet G = {x E'IR": I Xm +	J- x_1 

• <x m} die konvergente Reihendarstellung-	0	

: 

	

=( n-,) 

( 2 )	•.	

•0	

.:	

•	-	.	
0 

Zur Abkürzung sei ferner definiert für fl E N 1 : afl (),) = 0, falls em f3 ^ m - 1 ist, 
und ansonsten	.	•	

0	 -' 

1	7+I#I-2	fl(m—I)	,	•• 

	

ap(1) =mmfl1? fin—i'	 )()=m++n_i ( 
+)) 

Durch glied .weises Differenzieren aer entsprechenden Reihe für P' -erhält man inG 
• im klassischen Sinn:	 .	0 

QpA+i = m'() + iy; (*) Xm	
1 
)^' afl(?)fl	(mx^ &.+ i9s) 

wobei	:=	für i= 1, ..., n ist. Wenn wir (2) =(1+ 1) b(2) setzen, so ist 
die Gültigkeitvon QP' ='bP2 für 2>0 und x  G wegen	'+ + an* = 2 aul 
den Bevieis der Poly nomidentitat	0	 - 

	

& (i'x)	
k	

1)Ea(i'	
1	

/?) 

züruckgefuhrt.' Dies ist Inhalt des nachfolgenden Lemmas. Aus der GUltigkeit von - 
• -	QP' = bPA in G für 2'> 0 können wir auf die formale Gultigkeit dieser Gleichun	- 

•	• . schlieI3en. Dies impliziert nach Abchnitt 4, daB Pf (QPA+1) = Pf (b(A):PA) im distri- 
butionellen Sinn gilt I'	..	.	 0	 •	•	 •	 ¼ 

	

S	 •	0•	

•	 •
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Bemerkung Urn das Poly-nom Qin Satz 8 deduktiv zu bestimmen hat man den Ansatz 

Q = ' am Z a(k, A) 11. a4kzIk	V 

	

00m-2	 V 

zu machen und gr 2 (k, 2) ^5 (n — 1) (rn — 2) - fl vorauszusetzei. Durch Verwondung von 
(mxk + rn — 1) = 0 für. xk = -1/rn, —2/rn, ..., (1 — rn)/rn 'ergeben sich dann aus der rn-11	

V 

obigen Polynomidentität die angeebeneri Ausdrucke für ap. Aufgrund . der Symmetric von 
P sind die ap von k 9nabhängig. Tm Fall n = 2 führt ouch der Ansatz 
•	-	 m-2	 -	 V 

•	Q = ' c,(2) (x1ia1mfi + x2ia2m+i)	 V	 V 

	

V	 V	 - 

zum Ziel. Man erhält	 V 

•	 c-(2) — —	(2m - 2)!	I)f	m2 + rn--  
 2m2m-3m!(rn + j	j! 	- j —2 

Da13 Q nichteindcutig bestirnmtwerden kann, zeigt schon die Eulersche Gleichung	 V 

/I -n	 \	\ 
Pill Ex — rn2)P2 '= 0• 
•  

V	 fl•	 Vi	

V 

Lemma: Es sei n>2, xE1R', A:=L'xk,lEN, l 1,N:=rm(t— 1 )'± 1. 
•	Dann gilt	 ic=i	V	

V 

- I	V

	 (.N 

A+ ñl •\	-	 V 

•	 V 

(2 ± ni \ -	(x +l\ 
V	

- iI)	i	—' (x + 19i 
N /	1 / J- ) 1+	 V 

V	
V	 V	

OL— \N — 1 —	 V	

V 

llierbei sei wiederx + -= x1 für i =n.
V	 - 

Beweis a)+(_l)Y(t ±nl) ist der Koeffizient von t' in der Taylorreihe von 

/(t):=(1 ±1)T	urn t=O. Wegen (1 •+ t)	= 17(1± t)"-1folgt	V 

-	 '	 7fl1	 V 

V /A+ nl \	,	(Xm+'m\ 
'I	 V1	 T	I	 11 V	 / y€X".I y N mi \	Yin	/	 S	 V 

V	

b) Card bezeiçhne- die Machtigkèit einer endlichen Menge,die disjunkte VeE- 

ethigung von Mengen. Für v E 1N, Iyj= N, ist (N) =	N!	die Añzahl der 
V V

	

Anordnuhgen der N Variaben	 Y	Yi 

XI, X27 ..., X2 , .. ., X,  
V.	

V •Yi	Va	 Yn	 .	V 

•	Daher gilt	
V	

-	 V	

- V •	
N! (A + nl) =	(N) [VJ 

ii (Xm + I) =	• fi (x.+ g(, i)), 
V 

•	 N	vI=N	Y m=i j=i	•	 nEll..... p)N 1=1	•	 V 

sobeig(c,i)= Card {j:lji,cEj=cE;}ist.	
V	 V	 ••	

V 

c) Es gilt {1,	, n)-' = U	1 	k :!^ n, .l --E^ c	N), wobei 

Bk., =(o E {1,..:,n}N: Card {i: 1	i <c,o =m} ;51.— 1 ••	 - 

V 

	

ftir m=1,...,nund Card {l:1ic,x1	k}	
V 

V	
'	 - 	

' : 	

V	

V
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ist. a liegt also in Bk.C;iénn die Zabik als erste unter den Zahien m = 1, ..., n zum 
'.l-tn mal in der Reihe x,, ...,	vorkommt und dies beim Index i c• passiert. Für

• xEBkgilt  
C	 n	

•	
•	 ..	 -	 .	 .	 S 

Ii (x ±g(x,i))=/i TJ(xm +i) 
•	m=1 ji	 . 

• wobei ym C(x):= max {g(x,i): 1	i :5,c,x=m}, ma{...}: =OimFalle{...} =0, o	.	 )•	 .	S 

JJ (x,, +1 : = 1 ist. Fur E Bk .0 erfüllen die Zahien ym C offenbar die folgendenBe-
j=1	 •	 .	 fl 

• dingungen:	= 1, y	1 -- 1 für m rr k und, E ymC c. Setzeii. wir, zur- Ab- 
M=I	 • 

kurzung y^=C für i = 1, ..., n und fir : = y^x), so gilt für E Bk.0 die Be-
ziehung •	 ..	

.5	 •	 S 

/[ (x + g(x ) z)) = it 
(
Xk ± 1) ' , (xr+ ± fir)

17

d) Fur a E Bk., gilt weiters 
-	N.	 n	yN() 

H(x+g(cx,i)) =11 . 11 (Xm±1), -	 m=1 y=y,,,9)+I	 '.	 . 

wóbei' m N ãhnlich-wie ymC definiert wird. Es sei	:= {(c,	 E BkC } -und 
x' E B; dann ist	 .	 5	 . S	 • 

N	 IN -. c \ n 
•.	 11	+ g(x, 0)E	(	•	 I H ' . H	(Xm + 1) 

•	 "EBk,	. s=c+i	 '1-i'll..... j,) \	1	/ mi )Y,.'(')+1 =';iic	•	 '	 kI=N-c,.	 .	• •, 

C	
=(N_c)I() 

Die letzte Gleichung , erhalt man ähnlich wie in 'a)' aus der .Taylorschen Reihenent.-
wicklung von (1 + t)__c_n = 17( 1 + t) °Vm ( )-i 

•	e) Aus dern bisherigen ergibt sich:	 •	- S • 

S	
• •

n	 N	c.	 N 
- E ^' Z ' 17	±.g(x, M. H (x, + g(, i))  

k=i c=	1=1	 s=C+i •	 - S	 • 

- S	 =	
(N - c)! ( + lii) 

E . ñ (x ±', i)) S N. . k i c=1	 N - C	1=1	 •	 S 

1!	ixk±i\ .	 ).+nl •'\	• L (N 1 fl i	,	j	......	 -	-.	u). 
LV . k—i \	/ Oi,1—i	 - -	 S 

S	
• /1+fi.— 1\ fIfi!\ -' ,/xr+k±fi,\ 

•	
•	X	 1pj.Hfir.	

fir	i-' 

Der Faktor (tt I	1) (1) gibt dabei die Anzahl derjenigen	€ B,	an, 
• für die fl,...,	mit einein vorgegebeneri Multiindéx .übereinstiinmen; Auè der. 

letzten Formel folgt u ,mitte1bar die Aussage des Lemmas: I	•
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Bemerkung: AlsVorstufe des Lemmas könnte man die foljende ähnliche, wenn audi 
einfacher zu beweisende Ideñtität betrachten: .....	.	.	 '	:. 

k=1/=(5,...,6)	

(1 + flu_i) .nxkffl!.. 

These Gliichung kann leicht auf den Fall verschiedener l, ..., l, verallgemeinert werden: Mit 

..s N=1+(i-l)gilt   ,.

AN	

N 

k Xk

	
+	— 1)	

I 

I	.	 . 

Aber eine Veraligemeinerung des Lemmas und damit von Satz 8 auf P = x1m, + ....+	ist 
mir noch nicht gelungen.' Einen Schritt in these Richtung stèllt Beispiel 2 unten dar. 

Beispiel 1: Zur Abkurzung 1 wird bier x = x 1 , y'rr = ,ay.\-02'. gesetz't. 
Es sei P = 167r4 (x4 + y4), log  werdereellgewahlt. P'und T2 sind nach Abschnit3 
in 2 analytisch, 'abgeehen von einfachen Poleñ j A = —(1+ j)/2, j E IN, mit den' 

- .	Residuen  
1	. f2\ 

B 
(2i + 1 2/ - 2j + 1\ 2i . 2j-2i	 . 

-. 4(2t)2i2 (2/)!	2i)	'4	'	- ) 
X) Y 

bzw.1	 .	'.	 ..	..	 .	¼ 

.(-1)	 f2j(2i + 1 2/— 2j,+ 1 \X21 2j-2(	- 
l6, 2(2j)!_o \2i/	 .	4	.. /	

y	.	 .. 

Satz 8ergibt QI 1 bP mit  

)	 + 3(2), +3) 0.%y ± (2),+ 3) (42* 5)	 - 
b(1) = (2+1/2) (2+3/4) (1 + 1)2(2+5/4) ( 2 + 3/2).	-.	. 

Eine Fupdarnenta1l6su,ig E von P(ia127t) =	± a 4, dern Operator der ortho-
tropen, drillsveichen Platte, ist bekännt (vgl. etwa [20, p. 1611 bder [25, p 44]): 

1_ {(x2±y2)log(+)±2jxy 
log. x2 +V2xY±y2 

•	.	.16j/2i	.	.	•.	.	;x2}f2xy	y2 +\ 

.	±'2(x _y2 ) . arctan.}	 . 

E istbis auf ein Polynom in f' eindeatig bestimmt. Da E uid T beide zugeordnet 
• . homogen vom Grad 2 sind (im Sinn von [9; Ch. I, 41]), unterscheiden sie sich höchstens 

durch eli'i Polynom' zweiten Grades. Mit Satz 5/d) erhält man-aus B durch Differen-
tiation und Multiplikation mit Polynomen eine Fundamentallosung F des Operators 
(4 

± 30 ). Es ergibt sich  

- F =b(-2)-' Q(-2, ia12, i 11/2r, 2:iix, 2Itiy) B 

:(x + 5x4y2 + 5x2 + y6) log (x4 + ) ± 42xy(4) 
29 j/2 15	'	. 

'	
x2 -u- ]/2x + 2	/	.	.	. an- —	xlog -_- " y ±2(x2—y2)(x4--4x2y2+y4)arctj±16(x4y2+x2y4) 
X2 • 2xy±y2 .	 .
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•

	

	Bemerkung: Abgesehen-vom letzten Term, einem.Polynom sechsten Grades, ist F em
Spezialfalider in [6, p.71] für den Operator (a4 + 2(1 - 2)2,2 + a4)2, 0 < e < 1, ange-

- gebenen Fundamentallosuiig. Ganz aligemein läBt sich eine Fundamentallosung E des homo- 
-	I	 - 

_genen Operators in der EbenejJ(a + aa)mi (rn, E N,m	1,m = Em,,m 2,o E C\IR 
paarweise verschieden) explizit angeben:	 S 

-	
.	 1	' sign	 ) (Im a .	 . d"i-	I . —	

. m 	
' log 	l(a,z_y)mr2H(a _ak)_mk 

2rnl —2)!	(rn, - 1)!	.	dami-1	.	k=i 
k4sj 

wobei -	1m log (y - aix) < z gesetzt wird. Man vergleiche zum. Fall i =in  = 
•	= m1 = 1 [25, Satz 4, P. 40]; den allgemeinen Fall erhält man daraus durch Grenzubèrgang. 

•	Für reelle a7 ist ebenfalls'ein Grenzubergang vorzunehmen, vgl. [25, Bemerkung 4, p. 42]. Der 
• historische TJrsprung dieser Formel dürfte wohl [24] scm. Alsderzeit beste Formulierung im 

elliptischen Fall erscheint mir [6, Satz (4.1), p. 14].	.	. 

un 1R 3 gilt b(-2) = 0 für P(x) = x 1 tm + x2m -f- x3 m , m € N,. m 3. 

Daher lälit sich Satz 5 nicht.zur Herleitung einer Fundamentallosung -von' (a1m + e + 93m) 
aus der für in = 3, 4 in [27, 5] berechneten Fundarnentallosung von L9 1 M + a2m + 8m verwen-
den.	 - 

Beispiel 2: Es sei P(x) = 16x 14 + 4 2 (x22 + x35), undlogP werde reell ange-
nóm'men. NaOh Abschnitt 3 sind P und T1 anatytisch mit Aàsnahme von einfachen 
Polen .in den Punkten 2 = — 5/4 —j/2, 1 € N. Nach Satz 5/c) verschwindet das 
Bernstein-Sato-Polynom b(2) daher in 2 = —5/4 und in 2 = —7/4. Wenn man Q 
in der Gestalt von Satz ' 5/b) voraussetzt, so ist 0 = Q . 1 = QR°= b(-1) P und 
foiglich b(—'1)	0. Aufgrund dieser tYb.erlegungen setzen wir b(2) in der Form 

-	_•7  
•	fl (). ± j/4) an. Für Q wird, inspiriert durch den Beweis von Satz 8, der folgende 

	

S	 • 

Ansatz gewahlt:  

Q ='a(2) a1 + (22 (a 2 + 2 ) (c2 + C1a1X1 + c0e12x12)" 

wobefa € C und c, Polynome in 2 vom Grad i sind (i = 0, 1, 2). Wie im Beweis von 
Satz 8 wird die Gültigkeit von	= bPA auf die Polynomidentitat	,. 

a (1 +--) = a 4' (4x
i -f- 3) + 2 [(2x2 ± 1) + (2x31_ 1)]	(4x1+ )) 

2 =X I -f- x2 + x31 zuruckgefiihit. Dies ergib -. .	. . ..	 - . -• 

a =2, co = 2 6 , c 1 = 2-(2 + 7/4), c2 =2_2(2 + 7/4) (1 + 3/2), 

• - •	,Q()., x,.e) = 2- 8{(2) 4 + 4(2)_2.(22 '+ 3 )[(41 + 7) (42 + 6) 

+ (41 ± 7) 9 1x, + a12x12]}.  
•

	

	Die Bernsteinsche Fundamentall6sungT_ 1 = YP von P(ie/2ii) =	-	-
kann durch partielle Fourier-Transformation berechnet weren.' Wenn Y und cr2.3 

•	c(ie Fourier-Transformation nach den Variablen d j bzw. x2 und x3 bezeichnen, so gilt 

T— , .= T1 Y23 (16n4x 14 + 4r2 (x22 ± x32))_1 = c9 i ((2t)'' Ko(4t2x 12 }/x22 ± x32)) 

 

T. IxiI 
.	14(u) (1114 (u) •+_ I_114(u)) 

•	 S	

-	 •	 S 

•

	

	wobei u = xj2/(8/x22 + x32) ist. Hierbei wurden [9, p. 288, (4)] uñd [19, p. 90] 
• • verwendet. K und I bezeichnen, wie üblich, modifizierteBessel-Funktjone. Nach 

28 Analysis Bd. 8, Heft 5 (1980)	 - 5	 -	 •	 -	 S •
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Satz 4 erhält'man T_k, k € N, k 2, ausT_ 1 durch Anweridung von b(?.)- 1 Q02, i/ 
2v, 2rix) fur ) = — 2, —3,	Es ergibt sich beispielsweise 

	

T_2 
= 1	

(-2 -- 2ix T_1 
2n	•. 

= [x14 - 4(x22 + x32)(2 + x 1 31 + x1	)] T_1, 

• 0 S	 -'	-'U2	 . 
•	- . .	.	=	{K114(u) [1314 (7) + I_314 (u)] -. K314 (u) [1 114 (u) ± 1...114(u)]} 

S	 -	 I 

	

•	 4u3	 •	 S 

	

XI 2al2T_I. =	
lxii 

{ K 114 (u) [1 114(u) + I_ 114 (u)} - K214 (u) [ 1314(u) -F- I_314(u)]} 

und endlich

	

= lx i i	x32 [(4u2 - 1) K 114 (u) + uK314 (u)] (1,14 (u) + 1-114(u)) 

- [4it2K314 (u) + uK 114 (u)] (1314(u) + I_314(u))} 

Bemerkung Aus der Polynomgleichung des obigen Beispiels lassen sich b und Q fur das 
Polynom P(x) = x 14 + x22	± x42 ,	2, ableiten:'  

•	••_	.-	2n1./	•\	 S 

b(A)	(A + 1) H (A +;--)	 • :'	 ; 
=2n-1 \	• i:	 . 

x ) = 2-1a14 + 4(a22"s+	+ a 2 ) [(4A + 2n + 1) (4A.+ 2n) 

+ (4A + 2n +4) 01z1 + a12x12]} 

..SLITERATUR  

[1] BJORK J E Rings of differential operators Amsterdam North Holland Publ Comp" 
•	1979.	 •	.	.	-	 .	 - 

• [2] BRIESKORN E.: Di?Monodromie der isolierten Singularitäten von Hyperflachen. Man. 
Math 2(1970), 103-161.  

[3] DIEROLF, P. Zwei Räuine regulärer; temperierter Distributionen. Habilitationsschrift. 
Munchen: Ludwig-Maximilians-Universitat 1978. 

[4] FICHTENHOLZ, G. M.: Differentialz und Inte'gralrechnung ITT. Elfte Auflage. Berlin: Dt. 
Verlag Wiss. 1987..	•	..	 .	.	. 

• .	[5] FREDHOLM, I.: \Sur l'integral foiidamentale d'une equation différentielle elliptique a 
•	

5	 coefficients constints. 'Rend. Circ. Mat. Palermo 25 (1908), 346-351. 
[6] G.LLER;M.: Fundamentallosungen von homogenen Differentialoperatoren. Dissertatibr. 

	

•	Innsbruck : Leopold-Franzens-Universitat 1985.	 . 
-	[7] GARDINO, L.: Tranformation de Fourier des distributions homOgenes. Bull. Soc. Math. 

- - Fr. 89 (1961), 381-428.	 •;	 . 
[8].GEL'FAND,-I. M., und Z. YA. SHAPIRo: Homogene Funktionen und ihre Anwendungen 

(in russisch). Uspekhi Mat: Nauk 10 (1955) 3, 3-70. Engl. t)bers.: Amer. Math.. Soc.' 
TransL (2) 8 (1958), 21-85.  

•	/	[9] GEL'FAND, I.-M., and G. E. Sov: Geieralized functions. Vol. I. New York: Academic 
Press 1964.	•	. • ,	-• S	 .	 . 

[10] HIRATA, Y., and H. OOATA: On the exchange formula for distributions. J. Sci. Hiroshima-, 
-•	'."	• Univ. Ser. A 22 (1958); . 147-152.	• 	

1.
	 --

[11] HORM'ANDER, - L.: The -analysis of linear partial operators. Vol. I. Berlin: Springer-Verlag 
-	1983. 

•	 -	 . -	 S	 • 

-	 -	 .•	 S



	

•	Bernstein-Sato-Polynome ...	423 

[12] H0Rv1TH, 3.: Distribhciones definidas por prol 'ongacion a'nal1tia. Rev. Colob. Mat. 8 
(1974), 47-95.	S 

[13] HoRvArH, J.: Sur la convolution desdistributions. Bull. Sci. Math. 98 (1974), 183-192., 
[14] H0RVATH,J.: Composition of hypersiñgular integral operators. AppI. Anal. 7 (1978), 

-	171-190.,  
115] KREE, P. R: Distributions quasihomogènes et ' intégralçs singulières; Bull. 'Soc. Math... 

Fr., MénI. 20 (1969), 1-47.  
[16] LEMOINE, C.: 'Fourier transforms of homogeneous distributions. Ann. Scuola Norm: Sup. 

Pisa (3) 26(1972), 117-149.	 .. 
[17] LouaIvAAR, I. S., und C. G. SrMADER: tYber 'nichtelliptische lineare partielle Differen-

• .	tialopératoren mit knstanten Koeffizienten. Ann. Acad. Sci. Fennicae Ser. -A I 513 
(1972), 1-22.  

[18] MALGRANOE, B.: Le polynome de Bernstein d'fine singularité isolée. Lect. Notes Matli. 
459 (1975), 98-119.  

[19] OBERHETTINGER, F.: Tabellen zur Fourier-Transformation (Grundlehren der math. 
Wigs. 90). Berlin: Springer-Verlag 1957:  

• [20] ORTNER, N.': RegularisierteFaltung von Distributionen. ZAMP 31 (1980), 133-173. 
[21] ORTNER, N.: Faltung hypersingulärerIntegraloperatoren. Math. Ann. 248 (1980), 19-46. 
[22] RIESZ, M.: L'intégrale de Riemain-Liouville et le probléme de Cauchy. Acta Math: 81 

(1949), 1-223.	-	.	 •	 •	 0 

[23] SCHWARTZ, L.: Théorie des distributions: Nouvelle edition. Paris: Hermann 1966: 
[24] SOMIGLIANA, C.: Sui sistemi simmetrici di'equazioni a derivate parziali. Ann. Mat. Pura. 

•	AppI. (2) 22 (1894)1-.143-156.  
[25] WiGNER, P.: Para meterintegration zur- Bcreehnung von Fundamentallosungen." Di gs. - 

Math. 230 (1984)"1-50.	• 
[26] WAONER,P. :'Zur Faltung voaDistributionen..Math. Ann. 276 (1987), 467-485.'	. 

: [27] ZEIION, N.: Sur leg int6gralci fondathentales, des equations a caractéristiue réelle do la 
Physique'Mathérnatique. Ark. Mat. Astr.Iys. 9 (1913), 18, 1-70.'	 .

[28].YosIDA, K.: Functional Analysis (Grundlehren 'der math. Wiss. 123). 5th ed., Berlin: 
• .	Springer-Verlag 1978.'	 0	

- •	

' 0 [29] FEDORJUK,M. V.: Nichthornogene verallgemeinertc.Funktionen von zwei Variablen (in 
O	

' russisch): Mat. Sb. (N. S) 49 (1959), 431---446. Engi. t)bers: Amer. Math. Soc. Transl. 
2)34 1 223-240.	-	

•	

0	 , •	

0 • 

Manuskripteingang 11 03 1988 in revidierter Fassung 17 08 1988 

VRFASSER 
-	Dr. PETER WAGNER	•	•'	,	"	 S	 ' . 

Institut fur Mathematik und Geometrie der Universitat 

	

Technikerstr. 13	- ,	 •	
0	

-	 0 

0 A-6o20Innsbruck


