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Identifikation von Interferenzschichtsystemen	 .. :. 

H. KAISER und H.-C. KAISER	 . 

Wesentliche Met.hoden der Identifikation gechichteter Medien werden tintersystemt.heoreti- 
schen Gesichtspunkten zusammengefaBt und einheitlich begrundet. Neue Ergebnisse betreffen 
funktionentheoret . isehe Eigenschaft.en der Transferkoeffizienten und eine geschlossene Dar-
stellung der Synthse optimaler Achromasiesysteme. Leitlinie für die Identifikation der beim 
Einfall elektromagnetischer Wellen als lineare thertra .gungssvsteme fungierenden geschich-
teten Medien ist die Abgrenzung zwcier Arbeitsstufen: Die erste zielt auf die Bestimmung der 
frequenzabhangigen Systemfunktion, die zweite auf die davon ausgehende Strukturaufklä-
rung. Das Konzept wird am Beispiel der Identifikation des homogenen Halbraumes und eines 
Stapels homogener Schichten gleicher optischer Dicke durchgefuhrt und mit Bezug auf die 
verfugbaren Mel3werte bzw. Vorgaben methodologisch kominentiert. 
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A unified approach to methods and tendencies in the identification of layered media within 
the framework of systems theory is given. New results concerning the holornorphic propeities 
of transfer coefficients and their characterization by differential equations come to bear. A 
complete universal method for the synthesis of optimal achromatic systems has been developed. 
- With regard to the reflection or transmission of electromagnetic waves stritified media 
act as linear transfer systems. The guiding principle in their identification has been to operate 
in the following £wo steps: the first objective in miid is to determine the system function 
depending on the frequency; based upon this characteristic of the system one then explores 
its internal structure. These conceptions have been carried out for a homogeneous halfspace 
and a stack of homogeneous layers of equal optical thickness. The methods are discussed with 
regard to the significance of measurements as well as prescribed values. 

1. Mathematische Modellierung von Interferenzsehichtsystcrnen 

Wir untersuchen (lie Ausbreitung harmonischer elektromagnetischer Wellen in ge-
schichteten Medien [1, 23, 26, 35, 37, 43, 54] und legen dabei ein kartesisches Koordi-
natensysteni zuGrunde, in clem die z-Aehse die Raurnrichtung der Schichtung be-
stimmt; I, j, k seien die Achseneinheitsvektoren (vgl. Abb. 1). Die zeitfreienAnteile 
harmonischer Felder 

E(r, t) = (r) e1t	und	H(r, t) = I(r) e1 °' t	 (1.1) 
34*



Abb. 1 
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genügen den Maxwellschen Gleichungen 

rot IN ikP = 0	und	rot P, + iku = 0;	 (1.2) 

E und H bedeuten den elektrischen bzw. magnetischen Vektor,r =xi + yj f- zk den 
Ort8vektor, t die Zeit, u und 9 = e - 4ia/w die magneiische Permeabititdt bzw. 
komplexe DielektrizitoJskonstante, Ic = oj/c und c die Wellenzahl bzw. Lichgeschwin-
djgkeit im Vakuum. Bei der Substitution 

geht das System der Gleichungen (1.2) in sich uber. Daraus folgt, daB jede daraus 
ableitbare Aussage Ober harmonische Felder wieder in eine soiche tibergeht, wenn 
man sie der Invarianztransformation (1.3) unterwirft. Das ist der Inhalt des Duali-
tdt8prinzip8 der Maxwellschen Theorie.

Beztiglich des Koordinatensystems St führt man in geschichteten Medien die dualen 
Begriffe des TE- und TM-Feldes (transverse electric wave und transverse magnetic 
wave) em. In soichen schwingt der elektrische bzw. magnetische Vektor in x-Rich- 
tung; die von Null verschiedenen Komponenten der Feldvektoren erweisen sich als 
von x unabhangig. Umgekehrt läBt sich in einem geschichteten Medium jedes von x 
unabhangige Feld eindeutig in einen TE- und TM-A nteil zerlegen; d a m i t zusam-
menhangendeGroBen werden In it s bzw. p ausgezeichnet. Beim Einfall einer 
ebenen harmonischen Welle 

(r) = A exp(—ikNr . s),	H(r) = A exp (—ikNr . s)'), 

- Ns 	A.s==A.s==O,	ss= 1 
.a. 

(N = - komplexer Brechungsindex des Mediums) wirci die durch deren Fort-
pflanzungsvektor s und die z-Achse der Schichtung bestimmte Ein/allsebene mit der 
(y, z)-Ebene von S identifiziett, so daB 

S = sinj + cos00k	 (1.5) 

ist, wobei	den Einfallswinkel bedeutet. Die Zerlegung von (1.4) in den TE- und 

1 ).Auch für komplexe Vektoren A, B sei A . B,= AB + AB+
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TM-Anteil liefert 

= E8i,+ E1,	 IN =:H. 1 + H,,i, 

E8 = A 8 exp (—ikNr.	H8 = Y A 8 exp (—ikNr . 8),
(1.6) 

E =A P exp (—ikNr .$), H	A,, exp(— ikNr. 
IU  

A 8 = A,	A,, 88A -. sA 3 ,	1 = s8j - sk. 

Abb. 1 veranschaWicht die Standardsituation der Schichtenoptik: Zwischen den 
Ebenen z = 0 und z = h von ft befindet sich em (lurch eiri Brechzahlprofil N = N(z) 
charakterisiertes Stratum, das in den Halbräumen z <Ound z> h von zwei homo-
genen Medien mit den Brechzahlen N = N0 bzw. N = N,, begrenzt wird. Auf Grund 
der Maxwellschen Theorieexistiert em harmonisches elektromagnetisches Feld, das 
im Halbraum z <0 Superposition einer einfallenden und reflektierten ebenen Welle 
istund durch ein Feld in 0 :!^- z ^ h mit einer in den Haibraum z > h transmittierten 
ebenen Welle gekoppelt ist. Dabei sind die Tangentialkomponenten von E und IL an 
den Trennebenen stetig. Die Fortpflanzungsrichtungen der reflektierten und tranz-
mittierten Welle sincl durch die Einheitsvektoren 

s, = sin t 0j - cos i 0k	bzw.	s, = sin li,,j + cos l9gk	 (1.7)

gegeben, wobei 1k,, durch das Snelliu8sche Brechungsgesetz 

No sin	= N,, sin 09
(1.8) 

bestimmt ist..Auf Grund von (1.5) unci (1.7) sind die Felder in z <0 und z > h von 
x unabhängig und lassen sich sonut in TE- und TM-Anteile zerlegen, die durch em 

TE- bzw. TM-Feld in der Schicht gekoppelt sind. Nach ABELES [1] wird dieser Zu-
sammenhang durch je eine charakteristische (2 X 2)-Matrix M 8' bzw. M'P' vermit-
telt, deren Elemente vom Brechzahlprofil der Schicht in 0 z h, der Frequenz 
(ler einfallenden Welie und vom Einfallswinkel 0o abhängen und aus gewohnlichen 
Differentialgleichungen bestimint werden, die sich (lurch Separation der Gleichungen. 
(1.2) ergeben. Auf these Weise berechnet man M(8) und M( P) zunächst fiber den Ste-
tigkeitsintervallen des Brechzahlprofils. Wenn dieses Spriinge enthält, findet man 
M 8 ) und M(P) für das Gesamtsystem durch Multiplikation der Teilmatrizen in der 
der Lichtausbreitung entsprechenden Reihenfolge. Die Matrizen M(8 ) und M' sind 
zueinander dual. Für reellen Einfallswinkel und dielektrische Medien sirid bei Ab-
wesenheit von Totaireflexion die Elemente in der Hauptdiagonalen reell, in der 
Nebendiagonalen rein imaginär. 

Für die Tangentialkompónenten der TE- bzw. TM-Felder bei z = 0 und z = h gilt 

(Ex)	M' (Ex)	und (_Hz) = M (
P)(_Hx) 

H,I z=0	 H,, z11	 E,, z=o	E,, z=h 

Mit den durch (1.6) definierten Senkrecht- und Parallelkomponenten von E, Er, E1 
- der elektrischen Vektoren der einfallenden, reflektierten bzw. tranamittierten 
Welle - werden die folgenden Tran8/erkoe//izienten gebildet: Diese haben eine 
fundamentale systemtheoretische Bedeutung und gestatten es,die mit der Identifi-
kation geschichteter Medien zusammenhangenden Probleme übersichtlich zu formu-
lieren und bei ihrer Losung Arbeitsatufen abzugrenzen.

(1.9)'
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Re/lexion8/coef/izienten: 

Erslz=o
und 

E3I0
r	= E,Iz0	

(1.10) pIz=O 
Tran,smision8koe/fizienten .	.' 

ta =	I?	 und 
'3 =	.	.	 .	(1.11) Z0 '-'p z=O --	--

-, Kardsche Tran8mission$koe//jzienten (2. Art.)	.  
=	 t8 und	d	= J/Yg(1)/Yo (8) tp.	 (1.12)

Hierin bedeuten	 . 

Y(8) = Cos 0 Ufl(l y() = L cos , ( 1.13) 

wobei der untere Index auf das zu betrachtende Medium hinweist. Die in (1.10) und 
(1.12) definierten Senkrecht- und Parallel-Koeffizienten sind dual bezuglich der 
Invarianztransformatjon (1.3). Es sëi 

M =  

	

(M21"	f::)	
(1.14)

die charakteristische Matrix des geschichteten Mediums in 0 z h für ein TE-oder - 
TM-Feld. Dann lassen sich der Reflexionskoeffizient r und der Kardsche Transmis-
siônskoeffizient 1 gemài3 

	

- YO(M11 + Y9M12 ) — ( 1II2 + Y0M22).	
'(1 15)— Y0( M11 + YM12 ) + ( M21 + l'gM22) 

und
23/Y0Y9	 . .

	 (1 16)— YO(M11 + YM12 ) + (M'21 + 10M22) 

bestimmen, wobei these Ausdrücke durch ent .sprechende Auszeichnung mit s uiid p 
für das TE- bzw. TM-Feld zu aktualisieren sind.	- 

2. Geschichtete Medien als lineare Ubertragungssystenie und deren Identifikation' 

Geschichtete Medien fungieren im Rahmen der Maxwellschen Theorie als lineare 
t)bertrâgungssysteme [21]. In dieser Sicht kann man etwa die Reflexipn eine TE-
Welle an der vorderen Trennebene des Stratums betrachten, vobei die x-Komponente 
des elektrischen Vektors der einfallenden und reflektierten Welle bei z 0 das zeit-
abhangige Em- bzw. Ausgabesignal X, Y ist. Das Input-Output.- Verhalten des 
Systems of läf3t sich in einer geeignet gewählten Faltungsalgebra c-It diirch eine Re-
spn.se/ormèl	.	.	.	.	 . 

Y =,?[X] = 0 * X	.(X; Y, GE c-It)	 .	.	(2.1) 

beschreiben. Für den Uber/ragüngsfaktorG gilt	-

	

-	.	 (2.2) 
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wobei ô das als Dirac-Impuls zu deutende Einselement von 4t ist. Bei der Unter-
suchung kausaler Signale (X(t) = 0 für t <0) ist es zweckmal3ig [11, 401, JI als den 
Korper der Mi/cusiñski-Operatoren [44] zu wähleh. Das ist der Quotientenkorper des 
Integritatsbcreiches e der auf [0, oo) stetigen komplexwertigen Funktionen bezüg-
lich der Multiplikation	 j - 

(F1 * F2)(t) =f F(t - ) F2 (r) dr	(F1 , F2 E ). 

Die als Element von ,4t mitt bezeichneté Heaviside-Funktion fungiert gema (1 * F) (t) 

= 5 F(t) di als Integrationsoperator, s.	5/1 als Differentiationsoperator. Nach 

(2.1), (2.2) ist r[1] = °[5] * 1,0= X[b] = S * .Y'[l]. 
Das diskrete Analogon zu il1 ist die Faltungsalgebra X der Elementfolgen über 
einem Korper K, die der, mat.hematischen Modellierung linearer Automaten zugrunde 
liegt. Als VerknUpfungsoperationen in der Gesamtheit 47 dieser Folgen definiert man 
füra= Jag) undb = {b,}ausfl(a,b,E K;t€ N) undaausK 

a +b = {a, + b 1},	a * b = {±ae_ibi}	'aa = {aat}.	(2.3) 

- 71 1st bezuglich + und * em Integritatsbereich, X der zugehorige Quotieritenkorper, 
 das Einselernent von cfl und X ist ö.= (1, 0,0,0, . . .}, und dem integrationsoperator 

in %t entspricht der Summationsoperator 1 = {1,'l, 1, .. .}. Für den Verschiebungs-' 
operator p = {0, 1,0,0, 0, . . .} gilt mit Bezug auf (2.3) p * a = 10, a0 , a1 , a2 , . . 
K ist vermöge x5	(a E K) isomorph in X eingebettet . ; dementsprechend wird aô
durch a ersetzt. 

Die Responseformel (2.1)beschreibt das Systemverhalten in der Zeit, und die Be-
stimmung von 0 in der Faltungsalgebra als Quotient aus einern bekanntën Output. 
und entsprechendem Input wird als Zeitganganalyse bezeichnet. Diese ist in dem hier 
erörtert.en Problemkreis der Optik kaum durchführbar.• Stattdessen ist man auf die 
Frequenzganganalyse von Y' verwiesen, die auf der Eigenschaft linearer libertragungs-
systeme beruht, unter gewissen Voraussetzungen auf harmonische Eingangssignale . 
X. = A exp (i(ot) stationär mit einem harmonischen Output Y = B exp (iwt) zu ant-
'worten. Das Amplitudenverhältnis B/A ist eine Funktion der Kreisfrequenz a,, die 
mit dem Ubertragungsfaktor (2.2) gemaB 

G(iw) = B/A	 .	 ( 2.4) 

zusammenhangt. G(iw) wird als System/unktion bezeichnt; ihre Bestinimung 1st 
Anl iegen der Frequenzganganalyse. 

AuI Grund von (2.4) und (1.10), (1.11) erweisèn sich der Reflexions- und Trans-
missionskoeffizient als Systemfunktionen, die jedóch direkt nicht meBbar sind. Als 
me3bare GröBen stehen in der Optik für die Frequenzganganalyse der ellipsometrische 
Quotient	 S 

= tan V eij 

und die mit der reflektierten und transmittierten Welle transportierten Anteile. R 
bzw. T der einfallendën Energie zur VerfUgung. Sie werden als Re/lexions- bzw. Trans-
missionsgrad bezeichnet und sind durch 

R.= 8Iz=0 k/AIZ ,o . k	und	T	CIzh k/AIz_o .k
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definiert. Darin bedeuten AIO, BIZ=O und Gc1, 1, die zeitlich gemittelten Poynting-
veictoren der einfallenden, reflektierten und transmittierten (ebenen) Welle bei z = 0 
bzw. z = h und ü bereinstimmender y-Koordinate. Für den Reflexions- bzw. Trans-
missionsgrad R3 und T8 des TE-Feldes ergibt sich mit (1.10)—(1.13) (vgl. [23, 26]) 

IRe [Yg8] Y081 
1481 2 = 1 r3l 2	und	T.	IRe [Y0S] Y°I 

und durch Dualisierung für die entsprechenden GröBen des TM-Feldes .	 - 

IRe[YP]YPI = jr I 2	und	T	
Re [Y0P	P 

	

] Y9	11 2	 (2.6) 

Auf Grund clessen sind die Betrage der Transferkoeffizienten durch Intensitätsmes-
sungen in ihrer spektralen Abhängigkeit bestimmbär. Urn die komplexen Gr613en 
selbst zu fmden; muB man noch ein Phasenrekonstruktionsproblem [5] lösen. 

Wenn der Ubertragungsfaktor U (in der Schichtenoptik also ein entsprechender 
Transferkoeffizient) bekannt ist, läBt sich das Verhalten von ° vorausberechnen. Das 
ist em erster Schritt der Systemerkennung. Em weitergehender ist auf die Bestim-
mung der Struktur von T im Rahmen einer Modelivorstellung oder Strukiurhypo-
these gerichtet, die in der Vorgabe emer Masse E von Systemen bestimmter Art be-
steht. 

Unsere Auffassung von Identi/ikation beinhaltet die Synthese und Erkennung von 
Systemen in E, d. h. (lie Bestimmung ihrer Struktur auf Grund von Vorgaben fiber 
ein zu realisierendes Verhalten bzw. von Beobachtüngen (Messungen) desselben an 
einem existierénden System. Es ist also in E ein System X zu linden, das mit seinem 
Verhalten soichen Gegebenheiten moglichst gut entspriëht. Bei geschichteten Medien' 
beziehen sich Strukturparameter wesentlich auf die Charakterisierung des Brechzahl-
profile; Messungen betreffen Energieanteile vie Reflexions- und Transmissionsgrad 
uñd ellipsometrische GröBen. 

Methoden zur Iclentifikation linearer Obertragungssysteme setzen die Kenntnis 
der Systemfunktion voraus. Hier lassen sich bezuglich einer Modelivorstellung E 
zwei Arbeitsstufen abgrenzen: 

(i) Be.stimmung der . System/unktion. ale Losung eines Pha.senrekonetrülctions-
problems (1. Identifikationsproblem). 

(ii) Lösung des Struktur problems (lurch Interpretation der System /unktion in 
E (2. I den tifikationsproblem). 

Im folgenden Abschnitt werden dazu die theoretischen Grundlagen erörtert. 

3. Methoden der Systemidentifikation 

Die Identifikation linearer Ubertragungssysterne beruht auf funktionentheoretischen 
Eigenschaften der Systemfunktion. Diese läBt sich unter gewissen Voraussetzungen 
[47, 52, 55] als Laplace-Transformierte der Systemantwort (2.2) auf den Dirac-Impuls 
charakterisieren. Aus den Eigenschaften des Laplace-Integrals ergibt sich dann, daB 
die Systemfunktion 

GO-) = (w) exp (i(w))	 (3.1) 

(2.5) 

in der von der w-Achse berandeten unteren Halbebene einer komplexen Frequenz co 
I
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holomorph ist [21, 33]. Cberdies gilt [33: (2.5.7)] 

=	 = —(ii),	 (3.2) 

auch auf der reellen w-Achse. Unter der Voraussetzung, daB die Systemfunktion (3.1) 
in Im co <0 keine Nullstellen hat - also em Mindestphasensystem vorliegt - exi-
stiert em in der unteren w-Halbebene holomorpher Zweig des Logarithmus log G(iw) 
=.u((0) + iv((o). Der Realteil desseiben ist 

u = in (w),	
0	

(3.3) 

der Irnaginarteii v ein Phasenwert von (3.1). Damit ist das Phasenrekonstruktions 
problem (i) (s. Ende von Abschnitt 2) auf ein funktionentheoretisches Randwert-
problem zuriickgefuhrt: 

In der unteren w-Halbebene ist eine hotomorphe Funktion w = u + iv zu bestimmen, von 
der die Randwerte des Realteils u auf der reellen w-Achse durch u = In p(w) gegeben sind. Die 
Randwerte des Imaginhrteils v der Losung, die das Phasenspektrum liefern, können aus denen 
des Realteils u durch die Hubert-Transformation gewonnen werden: 

v(w).!. f t) dr und u(w) =	 f 
v(t) dt,	 (3.4) 

79

wobei die uneigentlichen Integrale im Sinno des Cauchyschen Hauptwertes zu verstehen sind. 
- Mit Bezug auf die frequenzabhhngige Dielektrizitäts,,konstante" sind die Formeln (3.4) 
als Kramers-Kronig-Relationen bekannt. 

Ein ailgemeineres gemischtes Randwertproblem wird durch die Formel von Keldysch-Sedow 
(vgl. z. B. [41]) gelost. Dabei handelt es sich darum, eine in der oberen Halbebene holomorphe. 
Funktion zu bestimmen, die auf den offenen Intervalisegmenten einer Zerlegung der reellen 
Achso abweehselnd gegebene Werte des Real- und Imgainhrteils, sowie einen vorschreibbaren 
Wert im Unendlichen annimmt. In [33] wird auf these Weise eine Systemfunktion - dort em 
Reflexionskoeffizient - zu den Vorgaben für einen dielektrischen Spiegel fiber einem Wellen-
langenintervall ermittelt. 

Die Losung des Phasenrekonstruktionsprobiems vereinIacht sich im Hinblick auf die 
erforderlichen Melidaten und einusetzenden mathematischen Methoclen, wenn dafilr 
eine spezieiie Strukturhypothese £ zugrunde geiegt wird. Wir werden das im em-
fachsten Fall der Identifikation eines homogenen Halbraums (s. Abschnitt 4) und für 
die Kiasse £ alier Stapel einer festen Anzahl S homogener dielektrischer Schichten 
gieicher optischer Dicke (s. Abschnitt 5) er,läutern. 

Wir wenden uns nun der Losung des 2. Identifikationsproblerns - der Struk-
turbestimmung aus. der Systemfunktion - zu. Diese sei hier der Refiexionskoeffi-
zient (1.10) eines geschichteten dielektrischen Mediums in z 0 an dessen Trenn-
fläche z = 0 zu einem homogenen vorgelagerten Dieiektrikurn. Ohnewesentliclie 
Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir senkrechten Lichteinfali voraus und be-
trachten dann denTE-ReflexiOnskoëffizienten r = r3 . Ziel ist die Bestimmung des 
(reellen) Brechzahiprofils n = n(z) in i 0 aus dem spektraien Veriaüf von r. Grund-
Jage dafUr ist die Darsteilung von r durch die Bremmersche Reihe ([9] und [23: Ab-
schnitt 2.5]) und insbesondere die Approximation durch deren erstes Glied 

r(k) _--fexP(_ikfn(C)d)dz. 

Hieraus gewinnt man eine expiizite Darstellung des Brechzahlprofils 

n(x) = n(0) exp (-2 f°2 F() d)	 (3.5)
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in Abliangigkeit von der optischen Dicke 

x(z) :=	 (3.6)

durch die Fourier-Transformierte des Reflexionskoeffizienten 

F(x)	f e - ikxr(k) dk =	Ref r(k) e' kx dk	 (3.7) 

[27; 29]. Tm Falleéinë unstetigen Brechzahlprofils hat man (3.5) und (3.7) in distri-
butivem Sinne zu interpretieren; Sprunge im Brechzahlprofil korresponclieren dann 
mit Dirac- Impuistermen in der Fourier-Transformierten von r [271.2) 

Bei einem im ganzen Raum stetigen hinreichend glatten Brechzahlprofil entspricht der 
Näherungslosung (3.5) des Strukturproblems eine soichedes inversen Problems für die Schrö-
dinger-Gleichung	 -. 

! + V(x) 1-' = k2 P,	 (3.8)€
dx2 

mit dem Potential V(x) = n(x)I2 d2 I//dx2, die auf MosEs 45] zurückgeht. In Abhängig-
keit von der optisehen Dicke (3.6) hängt die Lösung ¶1' = P(x, k) von (3.8) gemaB P(x, k) 
= U(x, Ic) mit der Losung U(z, Ic) = 511(x, Ic) der Schwingungsgleichung d2 U/dz2 + k2n2U 
= 0 zusammen, weicho die x-Komponente des elektrischen Vek tors E = U(z, k) exp (-ikN0 
X5fl t oY) bestimmt. In diesem Rahmen wurde (3.5) von HIRscH abgeleitet [13]. 

Kennt man beispielsweise den Reflexionsgrad und clamit den Betrag der System-
funktion r für alle Frequenzen, so gewinnt man gemaB (3.2), (3.3) die Randwerte von 
log r auf der reellen w-Achse und daraus nach (3.4) em Phasenspektrum von r. Aus 
der somit über dem ganzen Spektrum bekannten Systemfunktion r läBt sich das 
Brechzahlprofil - z. B. durch (3.5)-(3.7) näherungsweise - berechnen, womit 
auch clas Strukturproblem gelost ist. Die Schwierigkeiten bei diesem Vorgeheh liegen-
in der Erfassung des Reflexionsgrades über dem ganzen Spektrum und der numeri-
sehen Auswertung der involvierten Integrale.	 - 

Die Feststellung, daB ein geschichtetes Medium beim Einfall einer ebenen harmo-
nischen Welle als lineares Ubertragungssystem fungiert, setzt naturlich- eine be-
stimmte Betrachtung voraus. Sie ist z. B. nicht zutrffend, wenn an Stelle der Input-
Output-Situation in Abschnitt 2 eine Energiegr6l3e wié der Reflexions- oder Trafls-
missionsgrad das Ausgangssignal darstelit. - 

Bei der'Strukturaufklarung nichtlinearer Systeme ist unmittelbar von einer be-
stimmten Modeilvorstellung auszugehen. Wir wollen auf einige oft benutzte Identifi-
kationsrnethoden hinweisen, welche eine m-parametrige Strukturhypothese 

E=EA ={?S :aEARm} (3.9) 

zugrunde legen [31]. Das Verhalten eines Systems Y. der Kiasse (3.9) werd durch den 
Werteverlauf einer auf einer Menge X definierten Funktion 

y==F(x,a)=Fa(x), F:X -* Y 1 (3.10) 

charakterisiert, weiche neben dem Argurnentvektor x den Parametervektor a ent-
halt. Die Messungen bzw das ge rUnschte. Verhalten des Systems seien durch die 

2) In [27] werden auf schneller Fourier-Transformation und ,,Peak detection" beruhende 
numerische Realisierungen der Brechzahlprofilbestimmung auf Grund einer Diskretisierung 
von (3.5) untersucht.	

S	

S
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Funktion

	

x-. y	 (3.11) 

gegehen. Die im folgenden skizzierten Methoden untersheidensich in der Art der 
Anpassung der Strukturparameter an die Vorgaben. Haulig betrachtet man (lie 
Funktionen (3.10) und (3.11) in ihrer Abhangigkeit von x als Element eines linear 
norm iertenFunktionenraumes und konstruiert mit dessen Norm l•ll (lie Ziel-(Merit-)-
funktion	- 

Z(a) :=	- F.	 (3.12) 

,,Gute" Systeme in (3.9) sind dann durch Minima von Z ausgezeichnet . . Zu Hirer Be-
stimmung werden Suchverfahren der nichtlinearen Optimierung eingeset .zt, die aber 
im aligemeinen nur relative Extrema von (3.12) ermitteln. Urn unter diesen ein abso-
lutes zu finden, ist es unumgänglich, Suchprozesse wiederholt von verschiedenen 
Startsituátionen aus zu initiieren. Die Durchfiihrung dieses Konzepts wird mit wach-
sender Dimension des Parameterraunies fragwürdig. - Bewährt hat sich in vielen 
Praxisbereichen das ableitungsfreie Simplexverfahren von NELDER und MEAD [46, 
481. In [22, 24] wird die Abhangigkeit der Minima von der in (3.12) benutzten Norm 
fur spezielle Syntheseaufgabender Schichtenoptik untersucht. 

Die Minimierung von (3.12) uber der Kiasse (3.9) ist eine Aiifgabe der Approxirna-
tionstheorie. In Spezialfällen ist es moglich, die gesuchte Bestapproximation auf 
Grunci ihrer theoretischen Charakterisierung ohne Suchprozesse zu bestimnien. Em 
Beispiel dafür ist die Methode von Tschebyscheff, die voraussetzt, daB die Funktio-
nen (3.10) Polynome eines bestimmten Grades S in einer reellen Veränderlichn x 
sind:

Fa(X) = As(a) x + A 5 _ 1 (a) x5 +	-(- A(a) x + A0(a);	 (3.13) 

X sei ein endliches Interval! I c R und in (3.12) wird II — Fall = rnax 1 lf(x) - 
gewahlt. An dieser Stelle sei erwähnt, daB Tschebyscheff seine für die Theorie der 
gieichniaBigen Approximation grundlegenden Ideen im Zusammenhang mit der ange 
nèherten Synthese von Geienkmechanismën entwickelt hat [8, 10]. Auch in anderen 
Anwendungsbereichen ist in (3.12) die Maxitnum-Betrag-Norm angernessen. Tm 
letzten Ahsehnitt werden wir this in Verbindung mit der optimalen SyntJiese von 
Achromasiesystemen eriäutern. 

Die Tschebyscheff-Methode der Syste nisyn these beruht auf einer clia rakteristi-
schen Eigenschaft der durch T5(x) = cos (S arccos x) definierten Tschebyscheff-
Polynome 1. Art: Die normierten Polynome 112s_i Ts weichen unter alien Polynomen 
S-ten Grades mit dein Leitkieffizienteit I iiher dem Intervall [-1, 11 un Sinne der 
Maxiniurn-Betrag-Norm am wenigsten von Null ab. Für cin beliebiges iiitervall 
[tx, ] wird these Best.approxiniation von den Polynonien 

2;-	Ts 2c	)) 
= E p j(a,', PS(-, 

fl) = (3.14) 
reaiisiert; die.rnaximaie Abweichung von Null ist 

max ls( = ( fi - 
2'

(3.15) 

Die Polynorne Ts genuigeñ der 1)ifferentiaigleichung 

T	
- CO "() 

- ( —	
s'() +,32 s() =0.	(3.16)
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Durch Koeffizientenvergleich gewinnt man mit (3.16) und (3.14) 

ps_ i (a,fl) = —8(x + )/2	 (3.17) 
und für j = 0, 1,..., 8	2 die Rekursionsformel

	

I	1\ 
" 8—j x(j + 2)Pi2 - (a + fi)	--) P+). 

Induktiv läi3t sich damit die explizite Koeffizientenformel 

p,(a,)= (_1)5_i(') 
(a ±

	
(2:) 

-	
(3.18) 

(j = 0, 1, ..., 8 - 1) beweisen. Spezicli folgt aus ihr 

Ps2(a,) = -& (2(8 - 1) (a + )2	( T )2)	 (31) 

und aus (3.17), (3.19) 

a+=	psi(a,fi),
(3.20). 

(a	)2 = 8 (8	
1 Y-i( ' ) - 2ps2(a, a)). 

Damit kann man in den Gleichungen (3.18) a, P eliminieren und gewinnt auf these 
Weise8. - 2 Beziehungen für die Koeffizienten der Polynome Ps. Diese sogenannten 
Grundgleichun yen gestatten es, die Losungen von Syntheseaufgabenunabhangig vom 
Intervall [a, fi] im Parameterraum zu lokalisieren urni unter Umständen zu ent-
scheiden, ob praxisrelevante Losungen existieren. im Zusammenhang mit der. ange-
naherten Synthese von Mechanismen werden soiche Fragen in [8] und [31] erörtert. 
Beispielsweise ergibt sich für S. = 3 eine Grundgleichung, und zwar 27Po = P2(9Th 
- 2P22). Von besonderern Praxisinteresse ist der Fall a	0, wo sich (3.18) zu 

/S\ f\S-j (2S —3) (28 —5) ... (2j + 1) p(0,) = ( _ 1)S-	
) 2)	(28 —2) (28 —3)... (8 + j) 

spezia1isiert Durch Elimination von gemaB = (2/S) Ps-i(°, ) (vgl. (3.20)) ge-
wmnt man daraus S - 1 Grundgleichungen, etwa für 8 = 2 die Gleichung Po = Pi2/8. 

Zahireiche Praxisprobleme erfordern, den Parametervektor a in (3.13) so zu be-
stimmen, daB F fiber einem Interval! [a, j9] von einem vorgegebenen Wert H mog. 
lichst wenig abweicht. Dazu gehoren z. B. Aufgaben der Geradfuhrung von Punkten 
eines Gelenkmechansmus und in der Optik die Synthese von Achromasiesystemen. - 
Zur optimalen Minimierung von (3.12) bezuglich des Intervalls [a, fi] und der Funk-
tion (3.11) f H im Sinne gleichmäBiger Approximation hat man die Koeffizienten 
des aus (3.13) abgeleiteten Polynoms (F - H)/A5 mit denen von (3.14) zu vergleichen 
und aus diesen Beziehungen die Strukturparameter a1 , a2 , ..., am zu bestimnien. Auf 
these Weise ergeben sich folgende Synthesegleichungen: 

A0 —H A 1	 A51 = po(a,),	= p1(a,),...,	—i--- = Ps-1(,fl) .	( 3.21) As	 .ti
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Der im Zusa!nmenhang mit der Minimierung von Meritfunktionen angedeutete ,,Fluch der 
Dimension" war Mr BELLMAN Veranlassung, eine ats Qua8ilinearisaion bezeichnete universelle 
Identifikationsmethode zu entwerfen [6, 15, 34]. Dabei wird angenommen, daB die in (3.9) 
zu bestimmenden Strukturparameter in einem des Systeth'erhaIten beschreibenden Anfangs. 
wertproblem für gewohnliche Differentialgleichungen der Form 

= g(z,w, a),	0 :!^-. z	h,	w(h) = c(a)	 (3.22) 

auftreten. Die ersten 1 Komponenten- von w E RL sind VerhaltensgroBen von Y, weiche bei 
z = 0 einem entsprechenden Tupel Q E R' von MeBwerten bzw. Vorgaben anzupassen sind. 
Quasitinearisatioñ ist eine darauf bezogene iterative Technik zur Identifikation des Para. 
metervektors a E RTh . Dazu wird dieser ats konstante Vektorfunktion a = a(z) = const durch 

a' = 0,	a(h) = a	 S	 (3.23) 

charakterisiert. 'Mit 

W(z) 
= (:)	

G(z,W) 
= ((zwa))	C(a) (C8)) 

gewinnt man aus (3.22), (3.23) das neue Anfangswertproblem 

W'= G(z, W),	W(h) = C(a).	 (3.24) 

Des schrittweise vorgehende Verfahren beginnt mit der Auswahl eines Vektors a = a0 und der 
- im ailgemeinen numerischen - Integration des dadurch spezifizierten Anfangswertproblems 
(3.24); die entsprechende LOsung sei W0 .Ausgehend von W, gewinnt man 1Y 1 durch Lineari. 
sierung von (3.24) an der. Stelle W 

W' = G(z, W,) + 7(z, W,) (W W,)	:	 (3.25) 

(7 7(z, W)-Jacobi-Matrix von G) und Auswahl einer mit den Vorgaben Q korrespondieren-
den Lösung von (3.25). Charakterisiert man den Losungsraum von (3.25) durch 

W(z) = P(z) + X(z) b,	-	 (3.26) 

wobei P eine Lösung von (3.25) zur Anfangsbedingun P(h) 0 und die Spalten H dei (L + m) 
x ,(L + m)-Matrix X ein Funda mental system der zugehörigen homogenen Gleichung mit 
X(h) = Einheit8matrix bilden, so wird W 41 in (3.26) dureh die Losung b = b* eines mit Bezug 
auf die Vorgaben Q probIemre1ant zu formulierenden Approximationsproblems definiert. 
im Konvergenzfall liefert die Vektorfolge '.V1(h)}J'1 mit den Ietzten m Komponenten einen 
Vektor a* Ms Losung des Identifikationsproblems. - Wie von der Struktur her zu erwarten, 
weist das Verfahren auch im Konvergenzverhalten Ahnlichkeit mit dem Newtonschen Ver-
fahren zur Losung nichtlinearer Gteichungssysteme auf. 

in der Schichtenoptik restiltiert (3.22) aus ciner Riccatisehen Differentialgleichung für den 
Reflexionskoeffizienten r, die auf WALKER und WAX [53] und.K0FINK [38] zuruckgeht (vgl. 
[14, 26]) und sich mit dem Bellmanschen Prinzip des ,,invariant imbedding" gewinnen läBt 
[7, 15]. Die Komponenton von w bedeuten den Betrag und die Phase von rfür verschiedene 
Wellenlangen; z ist die Koordinate der Schichtung. - Numerische Experimente zur Identifika-
tion von Interferenzschichtsystemen durch Quasilinearisation sind in [32] dargestellt: 

Bei Strukturmodellen mit kleinor -Parameteranzahl kann man versuchen; die dem Identifi-
kationsproblein immanente Ambiguität durch endliche Diskretisierung des Parameterraumes 
auszuschopfen, indem man das Verhalten der entsprechenden Systeme mit dem durch (3.11) 
vorgegebenen vergleicht. Tn Anbotracht der groBen ZahI von Fallstudien kommt es mit Rück-
sicht auf vcrtrctbare Rechenzeiten darauf an, universelle - d. h. Mr jeden Fall relevante - 
GröBen zu bestimmen und als Hintergrunddaten Mr den gesamten DurchmusterungsprozeB 
breitzustellen. Weitere Voraussetzung Mr die Durchführbarkeit der Methode sind schnelle 
Algorithrnen der automatischen Kurvendiskussion. in dieser l-linsicht haben sich durch den 
Dialogverkehr fiber Bildschirm neue Moglichkeiten erOffnet. Derartige Complete-Scanning-
Algorithmen wurdon für Stapel mit kleinei Schichtenzahl entwickelt und mitErfolg bei der 
Losung von Syntheseaufgaben crprobt [16, 29-31].	 .	S
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Hat man in (3.9) eine Losung a • , a E A als Bestapproximation vorliegender 
Identifikationsdaten bestimmt und werden weitere Meilgrollen (moglicherweise von 
anderer physikalischer Qualität) (lurch gut reproduziert, so becleutet das eine 
Bestatigung der gewh1ten Strukturhypothese. Andernfalls hat man diese durch 
eine umfassendere zu ersetzen und diesbezüglich (Ills Jdentifikationsproblem dern 
erweiterten informationsstand entsprechend nen zu lösen. 

4. Identifikât.ion des homogenen Halbratimes  

Bezuglich des Koorclinatensystenis wird ein Stratum angenommen, das in den 
HalbräunIen z <0 und z > 0 aus je einem homogenen Medium mit den Brechungs-
Jn(Iize.s No bzv. N 1 besteht; No sci reell und bekannt, N 1 = n1 - i 1 ist zu bestim-
men. - Pie Transferkoeffizienten fur eine aus dern Haibrauni z <0 in der (y, z)-
Ebene iinter clem Winkel eirifallende ebene harmonisehe Welle sind clurch die 
Fresnelschen Fornieln gegeben. Beispielsweise ist mit entsprechender Auszeichnu ng 
der s- bzw; p-Polarisation und (1.13) 

•	r = ( Y0 — Y 1 )/(Y0 + Y 1 ).	 (4.1) 

Hieraus folgt der von AZZAM [4] gefundene Ziisamrnenhang 

1.30 1 - 	r3)/(1 -F r))2 LOS	+ Sin	
= fir3 , )	 (4.2) 

1 + 1/ (( i - r3 )/(1 ± r3 )) 2 eos2 0 + sin 2 0 

zwisclien. den Reflexionskocffizienten r3° und r3 für eine senkrecht bzw. unter clem 
Winkel 0 einfallencle TE-Welle. Daraufheiuht die als FJ (Two Reflectance Method) 
bezeichnet.e Methode zur Losung des 1. Identifikationsproblerns im Zusaninienhang 
mit der Bestimmung von z = r3 bzw. w = r30 . I)abei geht man vpn je elner Messung 
B3° und R3 des Reflexionsgrades für senkrechten hzw. schrägen Einfall unter deni 
Winkel Onus. Die koniplexe Gröf3e r3° muB nach (2.5) in einer GauBschen w-Ebene-
auf cleni Kreis jwj = j/i liegen. Ein weitere, geometriseher Ort ist das Bud des 
Kreises jzj = 11—R. bei der sich aus (4.2) ergebenden konformen Abbildung w = /(z, 0). 
Ein woh1bestjmnter Schnittpunkt liefert dann r3 0 , iind aus 

= (1 - N 1 /N0)/(1 ± N 1 /N0),	NI/NO = (1 —r3 0)/(1 + r30) 

gewinnt man auch die Losung des Strukturpob1ems. In (4.2) ist der Wurzelzweig so 
zu wählen, daB r5 = 0 und r° = 0 korrespondieren ..Dann vermittelt w = f(z, 0) 
eine nullpunkttreue schuichte konforme Abbildung des Kreises IzI < 1 auf einen 
geradlinig gesclilitzten Einheitskreis der , w-Ebene (vgl. Abb. 2). Das Schlitzende E 
ist durch E(D) = (1 - Sin 0)/(1 ± Sin t9) bestimnit. 
Die Theorie der schlichten konfornien Abbuldungen des Einlieitskreises wirci ma 13-
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geblich'durch die von LöWNER [42] hergeleiteteDifferentialgleichung 

dw/at = _w(2(t) + w)/().(t) - w)
	

(4.3) 

bestimmt, in der Aeine im Intervall [0, co) stetige Funktion mit 2(t) = 1 ist. Jede 
Losung w = /(z, t) von (4.3) fiber diesem Intervall, die der Anfangsbedingung /(z, 0) 
= z genugt, ist.fiir fixiertes t als Funktion von z in jzj < 1 holomorph und schlicht, 
und es gilt /(O, t) = 0, /(0, t)/z = e t . AuBerdem existiert die ebenfalls holomorphe 
und schlichte Grenzfunktion 

/(z) = urn e'/(z, t);	 (4.4) 

für diese ist /(0) = 0, /'(0) = 1 (vgl. z B. (12]). In [17, 18] wurden integrable Fälle der 
Differentialgleichurig (4.3) bestimmt und gezeigt; daB für 2 1 die Funktion 
w = F(z, t),. 

F(z t) 
= 1 - V((z - 1)/(z + 1))2 e + 1 -	 .	 (4.5) €

1+((z_1)/(z+1))2et+ 11 — e 

Losung von (4.3) istund bei entsprechender Wahl des Wurzelzweiges der Anfangs-
bedingung F(z, 0) = z genugt. Mit der Substitution e = cos2 0 geht (4.5) in (4.2) 
iiber, undman gevinnt aus dem Lownerschen Satz folgende .Aussage iibèr die holo-
morphe Beziehung der Transferkoeffizienten r8 und r3° ([191 und' [23: Abschnitt 
3.4.1]): r,0 = /(r3 , 0) ist die durch die Anfangsbedingung f(r 3 , 0) = r3 bestimmte Losung 
der Di//erentialgleichung	S 

= —2r30 [(1 + r30)/(1 - r,°)] tan V. 

An.stelle von (4.4) erhált man die Grenz/unktion 

urn (/(rj, 0)/cos2 O) = r,/(1 + r3)2. 

Der (4.2) entsprechende Zusammenhang zwischen den Reflex ionskoeffi'i.ienten des 
TM-Fekles für senkrechteñ find schrägen Lichteinfall wird in [23: Abschnitt 3.4.2] 
ebenfalls (lurch eine Differentialgleichung charakterisiert und in semen Abbildungs-
eigenschaften untersucht. 

Für die Fresnel-Koeffizienten r8 uncl rp zum gleichen Einfallswinkel 0 ergibt sich 
nach [3]

r/r3 = (r, - cos 28)/( 1 - r, cos 28).	1 (4.6) 

Falls 0 reel], ist die rechte Seite ein Autornorphismus des Einheitskreises in der korn-
plexen r3-Ebene. Damit lätlt sich. r8 aus einer ellipsometrischen Messung bestimmen 
und mit Hilfe des Snellius-Gesetzes (1.8) aus (4.1) N1 berechnen. Die mit z := r, und. 
w := r aus (4.6) zu gewinnencle Funktion 

w = z(z - cos 20)/(1. - z cos.20)	 (4.7) 

vermittelt eine konforme Abbildung des Einheitskreises auf sich, deren Eigenschaf ten 
genauer in [23] untersucht wurden. Diese läBt sich für kleine Werte von 0 naherungs-
weise wiecler (lurch eine Löwnersche Differentialgleicliung 

= —2 tan (28)1 _wv, 
l+w
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mit der Anfangabedingung w = —z bei 79 = 0 charak-terisieren (vgl. [23: Abschnitt 
3.4.3]). - Die, Umkehrfunktion zu (4.7) genugt der Differentiaigleichung 

az	 1 1 ± z	 2z	cos 20 - 1 = 2 tan (2) 1 +
Q i -	= (1 - z)2 cos 20 

und für t = 0 der Anfangsbedingung z —w. 
Aus den holomorphen Beziehungen (4.2) und (4.6) lassen sich Abschätzungen für 

Betrag und Argument von Transferkoeffizienten ableiten (vgl. [23: Abschnitt 3.5] 
und [25]). Beispielsweise folgt au g (4.2) mit dem Schwarzschen Lemma 1r801 < r8 j,-
sófèrn 0 < Ir,I < 1 und 0 0 ist. Die mit (4.2) gebildete Funktion /(r8 , 0)/cos2 t 
genügt den Voraussetzungen des Koebeschen Verzernmgssatzes. Au g diesem foigt 

co 2 9	 1 + Ir,I 
r81 (1 + r81)2	

Ir.°I < I ,.aI	und	arg -	cos2 in - 
Ir8L 

Mit der für jzj < 1, jal < 1 geitenden Abschatzung

	

Ikl — llI < z — a	Izl+laI <1 

	

1 — l a lI z i - az — i	1±IaIlzI 
foigt aug (4.6) eine fundarnentale Abschatzung für'den ellipsometrischen Quotienten 

Irs! - cos 2011	r I	j r,,l + 1pos 2.0
1 < 1— Icos2t9I IrI	jrj	1 ± Icos2tI 1r31 

In [23, 51] werden auf funktionentheoreticher Grundlage weitere Abschatzungen 
für Transferkoeffizientenauch an der Trennfläche von Schichtstapein hergeleitet. 

5. Identitikation cines Stapels homogener dielektrischer Schichten 
gieicher optischer Dicke 

Ais Strukturhypothese (3.15) legen wir (lie Gesamtheit von S homogenen dieiektri -
schen Schichten mit den Brechzahlen n, und geometrischen Dicken hi zugrunde; für 
j = 1, 2, . . .,S wirdangenommen, daB die optischen Dicken den konstanten Wert 

n,h=4	 (5.1) 

besitzen. Abb. 3 zeigt den Grundril3 des Stratums; no und Thg =ns + bezeichnen die 
Brechungsindizes der Extremaimedien. Die zu bestimmenden Strukturparameter 
sind hier bei fixiertem no und flg die Brechzahien n1 , n2 ,..., n; der Wert von A und 
damit nach (5.1) auch der von h, wird sich aug dem Spektralintervail ergeben, über 
dem die Identifikationsdaten vorliegen. Diese mögen sich auf Messungen bzw. Ver-

•	-	haitensvorgaben bei senkrechteni Lichteinfall beziehen; Die interessierenden physi-

-	

1	 •	fl	g 0s +i 

h1	h2	 -	 S 

Abb. 3
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kalischen GröBen lassen sich.dann allein mit der charakteristischen TE-Matrix M(8 
aüsdrticken; weiterhin unterbleibt die Auszeichnung der GröBen des TE-Feldes mit 
dem Polarisationssymbol 8.	 . 

S 
M=JJM,	 (5.2) 

j1 

ist das Produkt der TE-Eiñzelschichtmatrizen 

M, = (
inj
cos q	fflj Sfl	 (53) sinq cos q	/ 

darin bedeutet	 S	 ' 

S	
(5.4) 

(A - Vakuumwe11enIange i' — imaginäre Einheit) den für alle Einzelschichten g1ei 
chen frequenz- bzw. wellenlarIgenabhangigen Phásenwinkel. Die Struktur der Ele-
mente von (5.2) istkompliziert; wir bestimmen these zunächst mit Hilfe der Opera-
torenrechnung für Elementfolgen (vgl. Abschnitt 2) und verifizieren mit dieser Dar-
stellung einen von KNTrrL in [36] entwickelten Identifikat.ionsalgorithmus für 
Schichtenstapel. Mit der Substitution 

x:=ip,	:= —cot 9),	O<q'<i	 (5.5) 
ergibt sich für (5.3)  

M, = (x2 I)1/2 k
1x 1/ni)	'	

.'	 (5.6) 

wobei (x2 - 1)1 12 mit positivem Imaginirtei1 zu bestimmen ist, und für die charak-
tristische Matrix (5.2) des Schichtenstapels ergibt sich	 S 

M -• (-1)	S fx l/n,\	(_1)s	fP11(x) Pj(x)\ 
- (X2 -' 1)s/2 11	x /	(x2 - 1)s12 P(x) P(x)/'	( 5.7) 

Die P sind Polynome der Gestalt 

P(x) = x + Nx2 ± N(b) XS-4 + 
P(x) = Nx' + Nx5_3 + ...	

5	

5 8 
P(x) = Nx' 

+	 +	 S	

, 

S. Pj(x) = xS + NxS_2 + Nx_ 4 +s 	. ..	 - 
derén Koeffizienten N } und Nb rationale Funktionen der Schichtbrechzahlen 
bezeichnen, die von POHLACK [50] eingeführt wurden: 

N =n1 +n2 + +11S, 
j 	n, +I	2	2 

n2	n3	n5	fl3	
(5.9) 

n2	912	 fl2	S	 fl3	 S-1 

N(a)S	
fl1fl3fl5•  

S. —	 S '	 S	
S n2ngnG 

35 Analysis Ed. 7, Heft 6 (1988)	,	 S	 S
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sj ergibt sich aus N k'beiErsetzung der Brechzahlen n, n2 ;..., n5 durch deren 
reziprOke Werte. Die i1 und N lassen sich bezüglich der Schichtenanzahl B 
rekursiv berechnen. Dazu werden mit jeweils einheitlichem oberen Index a bzw. b 
die Folgen	 S 

-	 N5 = {N55 , N5,5 _ 1 , N5,3 _ 2 , ..., N, 0, 0, 0, ...	 (5.10) 

emgeführt und an Stelle der Polynome (5.8) deren Koeffizientenlolgen p beginnénd 
mitdem absoluten Glied betrachtet. Es ist also für S gerade	 - S 

pls ) = {0,	0,-N_3, 0, ..., .N, 0, 0,
(5.11a) 

P	 = (0,	0, N4_3 , 0, ...,	0, 0, . . 
p = {N, 0, N_2 , 0, ..., N, 0, 0	- 

und furS ungerade	 - 

ii.= (0, N_1 , 0, N(b ) _3 , 0	, N (b)o , 0 0  

2	S,)•= {N 5 , 0, "7S.5-2' o, ..., N, 0, 0, . . .}, 

	

= {N 5 , 0, 1V52, 0,..., N, 0, 0 , ..},	 (5.1115) 

pj = (0,	0, N (a) .L3 , 0, ..., N, 0, 0, 

undesgilt

	

= p + p	und	N5 =	+ p V .	 (5.12)

Auf Grund von (5.7) ist
1 

pS) = p(S_l) * p + P12 's,	p = p	- + - l) * p€
fls 

und	 (5.13) 
1 

P21 = p'* P +

	

	 r2 = pS_I) - + PS-1)22 * p.ns 

Damit ergibt sich für die Folgen (5.10) aus (5.12) 
NS(a) = N± 1 * p + {(n0))g (N±1 ),},	= N±1 * p + {(n5 ) (N1),1 

(5.14) 
mit	- 

fl, (0) =	, , -1, ,,	},	n	= (f', i,	 1, 17, . . .},	 (5.15)

'7= ns für S ungerade und n = 1/ms für S gerade. Startfolgen für die rekursive 
=	Berechnung von NS(a) und N3 Sind 

N1 ° = {m1 , 1,0,0, ...},	N1 (b) =
	

1,0,0, . . .}.
	

(5.16) 

•	Für die Losung des Identifikationsproblems ist die Invertierung der rekursiven 
Beziehungen (5.14) für Ns( a) und Ns M wesentlich Aus (5.13) folgt 

PH	 p2	*(p * p - pfls), p(S_l)	
i * (ASP * p -	-
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und	 0 

=1 * (p * p — Ps),	(S-i)	
2	1 

*	p - •)ns) 

Damit ergibt sich nach (5.12) 

N±1 
= 2	1 * (Ng * p —	{ (N0)), (n)g})

(5.17) 

=	
*(Ng * p - ((lVb!), ( (o) ),} ) , . 

wobeidie Fo1genn5 , n5	eniäB (5.15) zu bilden sind unci 

p —	2 G —p 1 +p	2 

= —{1, 0, 1, 0, .. .}	 (5.18) 

ist. Die Berechnung von N°± 1 und .N± 1 aus N bzw. N geniaB (5.17) erfordert die 
Kenntnis von n5 . •-Dieser Wert Iäl3t sich mit den Ausgangsfolgen Ns(a),bzw. Ns 
bestimnien. Aus (5.14), (5.15) ergibt sich etwa mit 

-	N5(a) =	v1 , v21 .. .},	N1 = {u0 , u 1 , u21 . . .}	 (5.19) 

durch Komponentenvergleich	 0	 0 

VO	
01 

= U0 ,	V1 = U0 + — iL 1 ,	V2 = U 1 + U21 

1 
V3 =U2'+ —U3,	V4U3+?)U4,...,

	

0	

(5.20)
'7US_i für S ungerade, 

VS_t =US_,+ 1 VsU5_11. —u 1 furSgerade, 

Multipliziert man die Gleichungen für v i bis VS abwechselnd mit v0 Ufld — u0 , soresul-
tiert unter Beachtung der Gleichung für v0	 0 

'UOVO = — v0v 1 + u0u 1 ,	0 = u0v2 - u0u 1 — v0u21 
0zrr —v0v3+u0u3+v0u2,	0=u0v4—u0u3—v0u4, ... ,	 (5.21) 

0 U0V5_1 — UOUS_, — V0U_1	 0 = — v0v 1 ± UOUS_l ± V0U5_2€
bzw. 

• 0 = — V0VS ± VOUS_i	J	 0 = U0V5 - UOU Si 

1für S ungerade oder gerade und nach Addition dieser Gleichungen 

u0(v0±v,+v4+••)=vo(v1+v3+v5+...),	 (5.22)

also mit der ersten Gleichung V0 = iUO von (5.20)  

(v0 + v2 ± v4 + . .)/(v 1 ± v3 + V5 + ...). (5.23) 

Damit ergibt sich nun aus N5 gema8 (5.20) die Folge .N4'.! 1 . Diese kann wiederum in 
Verbindung mit der Berechnung von ns_ 1 auf N±2 zuruckgefUhrt wérden USW. - 

35*
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Der so bestimrnte Invertierungsalgorithmus für die N bzv.	liefert sukzessive 
die Brechzahlenn' S-11 ns 2 1 ..., n1 . in der folgenden Betrachtung wird gezeigt, vie 
sich die Inputgrol3en N, N dieses Algorithmus aus der Lasung des 1. Identif i- 
kationsproblems ergeben. 

Für den Reflexionskoeffizienten des Schichtsystenis der Abb. 3 zur s-Polarisation 
ergibt sich nach (1.15) mit (5.7), (5.8) 

r P(x) + n9P(x) — -i. (P(x) + ngPj(x))no . 11

-	 P(x) + ngP(x) + - (Pj(x) + ngPj(x))1211

= (E 1xs_i 
0	)A=01=  

vobei	 - 
= N SI J - —	 und	a = (Nb) + aN	 (5.25) 

mit I = 1 und a = n.g/nO für j gerade sowie I = n und a = 1/n0 für j ungerade ist. 
Zur Losung des 1. Identifikationsproblems Sind die Gröl3en a und I, aus den vor-
liegenden Identifikationsdaten zu bestimmén. Dazu betrachten wir neben (5.24)noch 
den Transmjssjonskoeffjzienten. Für diesen findet man mit (1.11), (1.12), (1.16) und 
(5.7), (5.8)

S	

-

 AA t = 2(i)S (x2 - l)s/2ajxS_5).	 (5.26) 
 I 

x ist rein imaginär und mithin 
(_i)S ((x .+ 1)J(x - l))S12	 S	 (5.27)

vom Betrage 1. Folglich kann der Betrag von t auch mit 
S 

t e = 2(1 + x)S/( .X a1X1 
I \)S=O 

gebildet werden. 
Zur Ableitung von Formein für den Reflexionsgracl R und Transmissionsgrad T 

ist nach (2.5) In2 bzw. JtJ2 zu berechnen. — Mir ein Polynom 
S 

Y(X) =	gjx)	 V	 (5.29) 

mit reellen Koeffizienten g, und x = i, 1p E R gilt 

y(x)I 2 = y(x) y(—x) 
= g02p2S + (g1 2 — 2g092) VI-2 +-(g2 2 - 2g1g3 + 29094) 1-4 

+	(g_1 — 2gsgs-2) 2 + g 52 .	 (5.30)

Damit ergibt sich auf Grund von (5.24) und (5.28) für die Gröl3en (2.5) 
is  

R = r i 2 = ( L' F1
:
(si) 11 ( '	}	 (5.31) 

	

\j=O	II \js.0	 1 

t 2 = 4 n 
g -(_Y' Kiy,'(S-'*j))I( jE 2( S i))	 (5.32) 

no	n	 =0	-,	j=O

(5.28) 

VS
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mit
Eo = 4o2 ,	E1 =	2.... 24042 ,	E2 = 422 - 24 1 43 ± 24044 , •••° 

Ej =	+?	(-1a_a 	... Es=-4S2 (5.33) 

i—o 
j+S 

Fj	t2 + 2 E(- 1y	-M+	(j = 01 ..., S), (5.4) 

K,=
()	

(j = 0	1, ..., S). (5.35) 

Die Energiegleichung  

R -j--T==l	-	 .	 . (536) 

liefert die Beziehungen 

F/+ 4-K1 = E1	(j = 0, 1 ...,B),	 . (5.37) 
no 

die es gestatten; die GröBen Fj aus den E, zu berechnen.-
Aus (5.32) folgt die für die Synthese der betrachteten Interferenzschichtsysterne 

grundlegendeTatsache, daB T 1 ein Polynom vom Grade S in der GröBe 

= cos2 q (5.38) 

ist [16, 50]. In der Tat ergibt sich mit (5.38) und (5.5) aüs (5.32) 

'no	1 =	 E E	2(S—j)	- 
4flg (1 +	2)1 , 

S

= -- (1—	)S	E.
I

 '
S-5	S 

)	= 	AjCJ . (5.39) 
j=0	 S 

Auf Grund (lessen bestht zwischen den Polynomkoeffizienten A, unci den Grö Ben 
E, eine lineare Beziehung	 S 

A	=	!1 (_l)'± (-1)' (.i;) E,	(j = 0, 1,..., 8). (5:40)	-. 

Unigekehrt findet man mit (5.5) und (5.38) aus 

EA j 2S (1,2 + 1) 1	- T' = E A 1 (2	) = (2 ±. 1)S 

= Ew2(S_E(	
.	) A,

(5.41) (2 +	 .
5 

clurch Vergleich mit (5.39)	 5 

= (B 
— A,	U = 0 1 1 1 ...,S).	-	S (5.42)
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Damit folgt aus (5.33) wegen 

a0 = 1 + nlno	und	'0 =, 1 - flg/flo	
j	 (5.43)

(vgl. (5.25) und (5.9)) die Tdentität 

(no +ng)2 =E
0 ='A=T 0 ,	 ( 5.44) 

4 og	4flg	1 =0 

	

(leren linke Seite den reziproken Transrnissionsgracl des unbeschichteten Tragers	-: --
ausdriickt. 

Unter der \Torausset.zung , daB die Brechzahlen n0 und n der Extremairnedien 
gegeben sind, lassén sich die erört .erten Ziisamnienhange zu folgender Syntliese-
konzeption zusan'imenfassen:	 - 

(i) Tm Rahrnen der betrachteten Identifikationsliypothese wird das für T' vor 
gegébene spektrale \Terhalten durch ein Polynom der Form (5.39) approximiert, 
wobei die Nebonbedingung (5.44) zu beachten 1st. 

(ii) Mit den aus (i) resulticrenden'Werten A 0 , A 1 , .., As sind nach(5.42) und (5.37) 
die GrOl3en E,, F, (j = 0, 1, .. ., 8) zu berechnen und die damit aufgestellten quadra-
tischen Gleichungssysterne (5.33), (5.34) für j = 1 2, ..., S mit Beachtung von (5.43) 
zu lösen. Die Gesamtheit der resultierenden Tupe (a 1 , 42, ..., es), (t l ,'t2 , ..., 
beinhaltet die Ambiguitat des Identifikationsproblerns. 

(iii) Aus (5.25) lassen sich nun N, Nb (j = 1, 2, ..., B) bestimmen und mit 
Hilfe des Invertierungsalgorithmus für these GröBen (vgl. (5.19), (5.23), (5.20), 
(5.15)) die gesuchtenBrechzalilenn1, 712, ..., n5. 

Das Polynom (5.39) ist bezuglich des Phasenwinkels p periodisch mit der Periode n 
und im Periodenintcrvall [0, r] symmetrisch zu t/2. Diésern entspricht inC = cos2 
das doppeit durchlaiifene Tntervall [0, 1] (vgl. Abb. 4), und ein (larin enthaltenes 
[ox, ]-IntervaI1 korrespondiert in q mit zwei symrnetrisch zu z/2 gelegenen Inter-
vallen. Für E [0, 1] sind 

:= Are cos j/	und	r -	 .	(5.45) 
die nach = cos 2 q zugeordneten q-Werte. - Das zu realisierende spektrale \Ter-
halten ist über einer Menge, X (0, co) von Wellenlangen 2. gegeben. Urn das Appro- 
ximationsproblern in (i) zu lösen, hat man these gernaB (5.4) und (5.38) in das q- bzw. 
-P1ot zu transformieren. Dabei ist die optisehe Dicke A der Einzelschichten fest.zu-

legen.

-	

. I	
Abb.4 

Bemerkung 1: Die Losung der quadratischen Gleichungssystcme (5.33), (5.34) kann auf 
die Nulistellenbestimmung je eines Polynoms zuruckgefuhrt werden. (5.30) ist cin Polynom 
S-ten Grades in x = p2, dessen Nulistellen yj die negativen Quadrate der Nulistellen x 7 (j = 1, 2, 

2) des Polynoms (5.29) sind. Urngekehrt 1st 

= ± 1 —y,	= 1, 2, ..., 2)	 (5.46) 

bei geeigneter Wahl der Vorzeichen. Auf these Weise ergeben sich 2S Moglichkeiten, potentielle 
Nulistellen von (5.29) aus denen von (5.30) zu berechnen. In [33: Abschnitt 2] wurde gezeigt, 
daB das Nennerpolynom in (5.24) und (5.26) stabil ist, d. h. nur Nulistellen mit negativem
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Realteil hat, so daB sich für dieses die Nulistellen eindeutig aus dénen des Nennerpolynoms von. 
(5.31), (5.32) ergoben. Vom Zahierpolynom in (5.24) kann die Stabilität nicht vorausgesetzt 
werden, mit Ausnahme des Falls S = 2 (vgl. [33: Abschnitt 2]). - Die Wahlmoglichkeit der 
Vorzeichen in (5.46) bel der Berechnung der Nullstellen des. Zählerpolynoms von (5.24) aus 
denen des Zahierpolynoms von (5.31) enthält die in (ii) hervorgehobene Ambiguität. Jede 
Festlegung 1st mit den EnergiegroBen E1, F vertraglich. - Aus den Nulistellen des Zhhler-
und Nennerpolynoms in (5.24) findet man die a, b = 1, 2, ..., 8) mit Hilfe' der Vietasehen 
Koeffizientenformein. Dabei 1st zu beachten, daB der jeweilige Leitkoeffizient a 0 bzw. b0 durch 
(5.43) gegeben und somit bekannt 1st. 

Bemerkung 2: Für die Koeffizienten A, des Polynoms (5.39) sind im Zusammenhang mit 
der rechnergestutzten Bearbeitung von Syntheseausgaben für Interferenzschichtsysteme 
ndch andere Brechnungsverfahren entwickelt worden. Besonders hinzuweisen ist auf solche, 
die von der Darstellung von T-' durch ein trigonometrisehes Polynorn der Form 

S 
= E B, cos 2j	 .	.	 (5.47) 

	

j=0	 . 

ausgehen [16, 20, 561. Dessen Koeffizienten B0 , B1,..., B3 lassen sich in ihrer Abhangigkeit 
von den Biechzahlen sehr übersichtlich durch eine mehrdimensionale Fourierentwicklung von 
T' für einen Stapel von Schichten (nicht notwendig gleicher optiseher Dicke) nach den Phasen-
winkein gewinnen. Dabei bedient man sich grundlegendr Rekiirsionsformeln für Transfer-
groBen und einer darauf bezogenen Residuenreehnung [23, 39]. Speziell gewinnt man auf 
dieseni Wege	 . 

As = . 2 2S- I BS = -s-' (1 - q 1 2 ) (1 - q 1 ) JJ(1 + q)2	 (5.48) 
4n	 j'2 

mit
q,:=n,/n,_1.	 .	. .	 -	(5.49) 

Offensichtlich lassen sich die Darstellungen (5.39) und (5.47) von T' mittels einer linearen 
Transformation aufeinander unirechnen [28: Abschnitt 2]. Der Identitht (5.44) entspricht dann 

	

S	 I T-o = ' B, = 71 0	°' .	.	
S	 '(5.50) 

j=0	 4n0 n0 
Ein von (5.47) ausgehendes mit ' (I) - (iii) vergleiehbares Synthesekonzept wurde von PEols 
[49] entwickelt. 

Bemerkung 3: Im Zusammenhang mit der Interpretation der Tdentifikationsdaten in 
einer Strukturhypothese L lassen sich verschiedene Approximationsprobleme formulieren; 
Beispielsweise kann man die Koeffizienten B0 , B1 ,..., B3 des trigonometrischen Polynoms 
(5.47) durch Quadratmittelapproximation der über ciner Teilmenge des Intervalls (0, z/2) im 
99-Plot gegebenen Vorgaben für T-" ermitteln, .wobei die Nebenbedingung (5.50) zu beachten 
ist.	. 

Für die Synthese von HochIeistungsbaueIemnten der Schichtenoptik ist die An-
passung des Systemverhaltens an vorgegebene Leistungscharakteristiken im Sinne 
gleichmal3iger Bestapproximation erforderlich. Tm folgenden Abschnitt beschreiben 
wir dementsprechend die Konstruktion breitbandiger Achromasiesysteme auf der 
Grundlage der oben (vgl. Abschnitt 3) dargelegten Theorie von P. L. Tschebyscheff. 

6. Synthese optimaler Achromasiesysteme 

Mit m = S sei'(3.9) die in Absclinitt 5 betrachtete Systemklasse (vgl. Abb. 3, (5.1)). 
Darin bedeuten die Parameter die Schichtbrechzahlen nj , fl, ..., ns; n0 , n werden 
als bekannt vorausgesetzt. In EA ist 6in System' zu bestim men, dessen reziproker 
Transmissionsgracl (5.39) uber emem Intervall 0	x	< 1 (vgl. Abb. 4)
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nioglichst wenig von einem vorgegebenen Wert H abweicht. Dazu sind die Synthese-
gleiçhungen (3.21) mit den Koeffizienten von T' aniuschreiben. Für ihre direkte 
Läsung ist es wesentlich, daB As bereits durch H und a, fi bestimmt ist. Wir bezeich-
nen diesen Zusamnienhangals Achroma.siegleichung. Zu ihrer Ableitung addiert man 
die Gleichungen (3.21): 

1/S-i	 S-i 

'S \j=O	/	j=o 

und findet mit (5.44) 

1 ((no+ flg)2 - 
H = s(1).	 (6.1) 4nong  

Nach (3.14) ist (1) = (9 - )SI21_2ST ((2 — ( + c' ))/(fl— Lx)) und mit x = cos2
ft 

	q,, = cos2 99,q liefert

± i1 - x2)5 + (x	i311— X2)S)	für lxi ^ 1 
Ts(x)

((x+ Yx2 — 1)S + ( — j/x2 - i))	für IxI> 1 

wegen (2 - (+ ))	für die rechte Seite von (6.1) 

= 2-'((sin 9,. + sin p) + (sin q' - sin 

Damit gewinnt man aus (6.1) die gesuchte Beziehung 

22S /(n0 +n)2 
.tlS

g - HJ . = (sin ç' + sin w) + (sin 92, 	sin	 (6.2) \	noflg	/ 

Urn eme Losung Ober einem moglichst gro6en Spektralbereich zu erhalten, betrach-
ten wir weiterhin den Fall Lx = 0, wo sich im 9-P1ot (5.45) ein zusammenhangendes 
Intervall (, r - ) ergibt (vgl. Abb., 4); (6.2) hat dann die Gestalt 

22S (no + flg)2 — 
H)=(1 + sin ) +(1	 (6.3)A5 \ 4nomg 

Die Grenzen des WellenlangeniitervaUs (2k , 2), fiber dem das Achromasieproblern 
zu lösen ist; definieren dessen Bandbrejte BR := = ( - Wird these 
vorgegeben, so resultiert ,s = cos2 (/(BB + 1)) und damit aus (3.15) als maxirnale 
Abw.eichung Z des reziprok-en Transmissionsgrades vom Achromasieniveau H 

= max IT-'(),) - Hp= 2(/4)s AsI;	 (6.4)

die optische Dicke zi berechnet man nach (5.4) etwa mit hue von 2 zu

(6.5) 
Für S = 1 ergibt sich n1 nach (5.48) aus der biquadratischer Gleichung 

f14 + (47¼flgAs - (n02 ± n. 2)) n12 + no¼92 = 0,	 (6.6) 
wobei As gemaB (6.3) bestimmt ist. Tabelle 1 enthält die praxisrelevanten Losungen von 
(6.6) für no = 1 (Luft), flg = 1,52 (Glas) und verschiedene Werte von BB und H. 

A = A 1 (t - fl)/(2Jr).
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Tabelle 1. Brechzahlen n1 fur den einschichtigen Tschebyscheff-Belag zur Refiexions-
minderung 

BB H4 
4.

1,01 1,014 1,015 1,016 1,017 1,018 

1,5 1,3501 1,3782 1,3846 1,3907 1,3966 1,4023 
1,6 1,3457 1,3750 1,3816 1,3879 1,3940 1,4000 
1,7 1,3409 1,3716 1,3784 1,3849 1,3912 1,3973 
1,8 1,3356 1,3679 1,3749 1,3817 1,3882 1,3945 
1,9 1,3299 1,3640 1,3713 1,3784 1,3851 1,3916 
2,0 1,3238 1,3599 1,3676 1,3749 1,3819 1,3886

Die vollständige Synthesetasung ist etwa für H = 1,014, BB = 2 

•n,= 1,36, Abweichung Z = 4,35 10-3 

zI = 133,33 nm für 400 n 's A :E^ 800 n  

und für II = 1,016, BB = 1,85, 

'n 1 = 1,38, Abweichung Z	3,23 10 

= 136,32 nm für 420 nrn :5, A ^-, 777 rim. 

Für S = 2 Iaut die erste der Synthesegleichungen (3.21) A 0 = (fi2/8) As + H, wobel mit 

(5.49) A 0 = 4 (j/7 q2 ' + V7 q2) 2 ist (vgl. [16, 20, 50]). Hieraus folgt für q2 die quadra-
tisehe Gleichung	 . 

q22_1(As+4Hq2+!10	 (6.7) 
no 2	/	 no -

s+I 
und mit einer ihrer Losungen unter Beachtung von H q, = n9/n0 aus (5.48) für q1 die 
biquadratische Gleichung	 11 

• 14n	A	n2 

	

S	_._L.... - 1%q1 2 +l'=O.	 (6.8) 1	,
 

no - (1 + q2 ) 2	n02q22	/	n02q22 

In (67) und (6.8) ist derWert Von As aus der Achromasiegleichung (6.3) zu bestimmen. Die 
gesuchten Brechzahlen findet man gem8 n1 = n0q 1 und n2 = n1q2 . Für no = 1, n = 1,52, 
H = 1,016 und BB = 1,85 lautet die vollständige Lasuiig der Syntheseaufgabe n1 = 1,36055 
und n2 = 1,47752; die maximale Abweichung Z vom Achromasieniveau ist nach' (6.4) 

= 1,85 10, und für den Arbeitswellenlängenbereich 420 nm A S'777 nm ist die optische 
Dicke nach (6.5) zI = 136,32 nm.	 . 

Die algebraische Losung der Synthesegleichungen (3.21) für S > 2 gestaltet sich wegen 
der komplizierten Abhirngigkeit der A, von den Brechzahlen schwierig. Hier empfiehlt sich 
der in Absehnitt 5 beschriebene Algorithmus, welcher im Prinzip elne einheitliche Program-
mierung mit der Schichtzahl S Is Parameter gestattet. Dabei ist die Ambiguitat der Identifi-
kation in der Nullstellengesamtheit eines durch die Vorgabon bestimmten Polynoms uber-
schaubar (vgl. Abschnitt 5/Bemerkung 1). - Die numerisehe Lösung der Synthesegleichung 
(3.21) für S = 3 wurde in [2] untersueht. 

Die durch ein Syntheseverfahren bestimniten Strukturparameter sind in der Praxis 
nicht'immer realisierbar. Beispielsweise stehen in der Optik zur -Beschichtung kaum 
Substanzen mit einem Brechungsindex kleiner als 1,36 zur Verfugung. In einer sol-
chen Situation kann man versuchen, durch Abanderung der Leistungsparameter 
realisierbare Systeme zu identifizieren. Dazu benotigt man eme Mr 'die interaktive 
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Problembearbeitung, d. h. den Dialog mit dem Rechner geeignete Software. Tabelle 1 
verinittelt eineri Eindruck, svie der Strukturparameter n 1 von den Leistungspara-
metern H und BB abhängt. Eine derartige Systemsensitivitat hat für die Praxis er-
hebliche Bedeutung. mi HerstellungsprozeB lassen sich (lie Strukturparameter meist 
nicht fehlerfrei repçoduziereri und es ist notwendig, die Auswirkung dieser Ungenauig-
keiten auf die Nennleistung des Systems zu minimieren. Daraus abzuleitende Stabili-
tätsforderungen sindhaufig eine beim Design zu erfüllende Nebenbedingung. 

Auch bei der . Synthese ist es unter Umständen notwendig, einen Wechsel der 
Strukt.urhypothese vorzunehmen, wie er am Ende von Abschnitt 3 im Zusamxnen-
hang mitder Systemerkennung begrundet wurde. Im Fall der Synthese von Achro-. - 
masiesystemen kann man mit Rücksicht auf die geforderte Giite und Realisierbarkeit 
der Brechzahlwerte etwa die Anzahl der Schichten erhöhen. Eine andere Moglichkeit 
ist, nicht realisierbare Brechzahlen geeignet (lurch soiche verfugbarer Substanzen 
zuerset-zen unddas System durch eine nachfolgende Dickenvariation zu optimieren. 
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