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Regulare Aufgaben der optimalen Steuerrng mit linearen 
Zustandsrestriktionen 

HoAG XuAN Pin 

Eine Masse regularer Aulgaben der optimaleri Steuerting mit linearen Zustandsreatriktionén - 
wird unter Einsatz der vom Autor entwickelten Methode der Bereichsanalyse studiert. Diese 
Methode gestattct, das Verhalten der optimalen Zustandsfunktion zu den Restriktionen-und 
in gunstigen Fallen sogar die optimale Losung zu ermitteln. Als Beispielwird eingeometrischcs 
Optimierungsproblem gelost. 
MerogoM b611acTlsoro aaiia necaeAyeTCH iiacc }1eBh1po4cxeHHux 3ma q ouriiMaibHoro 
ynpaniein C JII4HeI1HbLMU 4a3oBh1Mn orpaHHe1hIHMu. BTOT meTOlt noaBoJIneT onpeeim 
171011egeHme 0nTflMaJIbHO paeopni no oTHoweHHio i 4a30BbIM orpaHH q eHl111M, a B iiexo-
TOb1X cJly'(aflx Aawe caMoe onruMaJthHoe peweliMe. B Ka qecTne npepa peluaeTcn OLH 
npoiea reoMeTp}IM. 
A class of regular optimal control problems with linear state restrictions is investigated by the 
author's method of region analysis. This method may find out the behaviour of the optimal 
state function with respect to the state restrictions and, in favourable cases, even the optimal	- 
solution. For example, a geometrical optimization problem is solyed.	- 

1. Einleitung  
SEine der wichtigsten methodischen Grundlagen zur Losung von Aufgaben der opti-
malen Steuerung ist.das Póntrjaginsche Maximurnprihzip. Es ist eine notwendige 
Optimalitatsbedingung, mit deren Hilfe man das lokale Verhalten der optimalen 
Prozesse angeben kann: Das reicht aber noch nicht, urn im groBen damit viele Auf-
gaben der optimalen Steuerung vollstandig zu lösen. Tnsbesondere entstehen, wenn - 
man z. B. fiber SchieBverfahren atis Anfangswertproblémen heraus den Aufbau opti-
maler Trajektôrien beginnt und nach und nach die optimalen Prozesse anhand des 
.Pontrjaginschen Maxi mumpri nzips konstruiert, oft Verzweigungen, wobei die mei- - 
sten von ihnen letzten Endes zu keiner optinalen LO- sung fiihren. Wenn man these 
,,uneffektiven" Verzweiguiigen nicht irgendwie rechtzeitig aussortieren kann, steigt 
der dazu erforderliche analytische bzw. rechentechnische Aufwand unângenehm 
hoch an Diese Sehwierigkeit tritt insbesondere dann zutage, wenn zusätzlich Zu-
standsrestriktionen auftreten. Zu deren tberwindung wurde von PiU [4, 5] die 
Methode der Bereichsanalyse zunächst zur Losung einer Masse einfacher regulärer 
Aufgaben der optimalen Steucrung entwickelt, bei denen nur eine Zustandsfunktion 
x und eine Steuerfunktion.0 auftreten und die Zustandsgleichung die einfache Ge-
stalt i = u hat. Später wurde von PHi [6] diese Methode auf eine weset1ich all-
gemeinere Masse regularer Aufgaben mit ciner Zustands und einer . Steuervariablen 
verailgemeinert, bei denen die meisten Einschränk'ungen aus [4, 5] aufgehoben sind. - 

In dieser Atbeit wird die Idee der Methode der, Bereichsanalyse auf eine Kiasse - 
regularer Aufgaben mit mehreren Zustands- mid Steuervariablen .ubertragen. Wir 
beschrnken uns dabei auf lineare Zustandsrestriktionen und auf Zustandàgleichun-
gen, deren rechte Seiteri linear bezpglich der Stenervariablen, aber unabhangig von 
Zustands variable n sind.	 -
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2. Problettistellung 

Der Gegenstand- unserer Untersuchung ist die folgende Aufgabe der optimalen Steue-
rung mit fester Anfangs- und Endzeit to und t1:. 

tr	 . 

f L(t, x(t), u(t)) dl -i miii! 

±(l)	C(t) -F DTu(t) E 1R','	u(t) E U	1R',	 (1) 
-(I) ^ Qx(t)	£x(t),	 eo(x(t0)) = 0, e t(x(tr))= 0. 

i)abei wird vorausgesetzt, daB die Funktionen 

(I, , v) E R I xIR'' x1R' i- L(l, , v) E 1R 1 ,	 -. 
€ R"- i--p. e0() € IR" und	E R"' -* e1 () € R" 

riacl I und stetig differenzierbar und nach v zweirnal stetig differenzierbar sind. 
Weiterhin ist C eine stetig differenzierbare n 1 -dimensionale Funktion, während 
und x zweimal stetig differenzierbare eindimensionale Fnnktionen mit (t) <	(t)
für alle I € [to, l ] sind. SehlicBlich ist D eine konstante n2 x n 1 -Mtrix und Q eiii 
konstanter n 1 -dimensionaler Zeilenvektor. 

Eine Aufgabe der, optimalen Steuerung heiBt regular, wenn die zugehorige Pontrja- 
- ginsehe Funktion uherall streng konvex bez. der Steuervariablen ist. Well der Ziel-

integrand L zweimal stetig differenzierbar und die Zustandsgleichung linear nach 
den Steuervariableti ist, reicht die folgende Vora ussetzung für die Regularitat von 
(1)aus:

a2 Die. Matrixfunktion L,,,(t, , v) =	L(t, , v))	sei positiv defi- 
/
bv1av1. 

nit fur alle v  U und (l,)EG, G:={t,) € lR'xlR"'lf0tt1, 
(t) .	Q,:	 (())	-	 (2) 

Die soeben defittierte Menge G svird Zuslandsbereich genannt. Voin Steuerbereich U 
wird verlangt: 

U ist' knvex, abgeschlossen utid entwcder beschränkt, oder für 
alle (I, ) € Gist mit lv ii -. + oc auch 'L(1, , v) - + cc.	.	.	(3) 

Zwischen dem Steuerbereich und den Zustándsrestriktionen bestehe folgende Be-
- dingung:

Für alle I €	l] existiert ein v € mt u, aber kein v E au mit 
Q(C(t)+ DTv) =ti ±('). 	(4) 

Damit keine Steuervariable ,,wirkungslos" bez. der Zustandsrestriktionen bleibt, 
foMern wir 

QD 1T	0 für i = 1, 2, ..., 712,	 .	 (5) 

wobei D 1 die i-te Zeile der Matrix .D ist. 
Der Kiirze halber wird das Problem (1) unter dcii Voraussetzungen (2)—(5) mit 

(P) bezeichnet. 
Als zuiassige Steuerung betrachten wir beliebige meBbare beschrankte n 2 -dimen-

sionale Funktionen u, die Werte aus der Menge U annehmen. 1)ureh x wird eine 
absolut stetige n 1-dimensionale Zustandsfunktion beschrieben. Ein Paar (x, u) von 
einer Zustandsfunktion x und einer zulassigen Steuerung u heiBt Prozef3, wenn es die
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Zustandsgleichung und alle Beschrankungen in (1) erfiillt. Ein ProzeB ist genau 
dann optimal, wenn er das Zielfunktional in (1) miniiniert. Der Graph einer Ziistands.. 
funktion wird Trajektorie geannt. 

Unser Ziel ist es, optimale Prozesse des Problems (P) mit Hilfe der sogenannten 
Methode der Bereichsanalyse zu bestimmen. Der Einfachheit halber setzen wir 
voraus, dal3 die hier untersuchten Aufgaben Losungen besitzen. 

3. Notweidige OptimalitAtsbedingungen	 - 

Der Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist daIPontrjaginsche Maximumprin-
zip für Aufgaben der optimalen Steuerung mit Zustandsbeschrankungen, das von 
IOvFE und TlciIoMmov [2; p. 208ff.] formuliert und bewiesen wurde. Im folgenden 
wird dieses Maximumprinzip auf das konkreth Problem (P) ubertragen und in der 
Gestalt von nachstehendem Satz 1 zum Ausdruck gebracht. Dafur verenden wir 
die Pntrjaginsche Funktioii  

H(t, , v, -ii, 2)	,T(C(t) + DTv) - AL(1, , v). 
Satz 1: Es sei (x*, u*) ein optimaler Prozefi des Problems (P). Dann existieren eine 

-Zahi A 2^ 0, Vektoren l E IR" und lf € IR", eine Vektor/unktion p: [to, I i] —b. RN und 
au/ den Mengen	 -•	 ' 

= {t € [1, I f] I Qx*(t) = a-(t)} und T2 = {t E [t0 , If] I Qx*(t) = x(t)} 
konzentrierte nichtnegalive reguldre Mane u l uñd,z2 auf	If] (wobei diese. Grof3én
nicht gleichzeitig verschwinden) derart, dap /olgendes gill: 

p(t) = e0 (x*(t0 )) 1 + f 2OLf(z,x*(), u*(z)) dz + QTf (dj 1 + dz2), 
• u.n 

p(I) = e f (X*(I f )) i t 
und	 •\	 .•	 - 

•	H(, x*(t), u*(t) , p(t), A)	 S	 - 

= Max 11(1, x*(t) , v, p(t) A) /. ii . in [to, if]., 
VEU 

Hier und im weiteren bezeichnet Ff die Vektorfunktion 
1 (aFj , aJ'T

••'	n/ +	 'S 

falls F eine eindimensionale Funktion ist, bzw. die Matrixfunktion	S 

aFj

(')j:;:.:::''  
wnn F die n-dimensionale Vektorfunktion (F1 , F2 ,..., Fn 

)T darstellt., Das gilt ent-
"sprechend für L,.  

- Darnit unsere Aufmerksamkeit nicht vórn Hauptanliegen abgelenkt wird, nehmen 
wir von vornherein an, daB alle optimalen Prozesse des Problems (P) normal sind, 
'd. h., daB.sie das Pontrjaginsche Maximumprinzip (in Satz 1) für An'> 0 erfüllen. 

• Wenn das nicht der Fall ware, würden wir uns nur für nprmale optimale Prozesse 
interessieren. Damit kann a priori 1 = -1 gesetzt werden. 

28 Analysis lid. 7. Heft 5 (1988)	 -
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Für einen allgemeinereñ Fall hatten JOFFE und TICHOMmOV [2; p. 209f.] darauf 
hingewiesen, daB die Kozustands/unktion p stets von beschrankter Variation und 
linksseitig stetig ist, veil die MaBe u und ,u2 nichtnegaivund regular sind. Da diese 
MaBe auf dem Rand des. Zustandsbereichs konzentriert sind, folgt weiterhin die 
absolute Stetigkeit von p in solehen Intervallen, in denen alle Zustandsbeschrinkun-
ge'n inaktiv sind. Die Frage der Stetigkeit von p irn ailgemeinen erfordert zusätzUche 
Untersuchungen. 

Wenn der Steuerbereich U kompakt ist, dann folgt aus (4) und (5) die Stetigkeit 
von p. Das wurde von PH1 [3] gezeigt. Die gleiche Behauptung bleibt erhalten; wenn 
die Beschthnktheit von U durch die Bedingung L(t, , v) -* + oo für Ml --> er-
setzt wird. DafUr benotigt der Beweis in [3] nur einige kleine Modifizierungen, auf 
die wir hier nicht eingehen wl1en. Also garantieren (3)—(5) die Stetigkeit der opti-
malen Kozustandsfunktion p. lime wichtige Anwendung dieses Resultats ist 

Satz 2: Es sei (x*, u*) ein optimaler Prozef3.dès Problems (P). Dann ist u stetig und 
fast iiberall in {t E [t0 , t,] u*(t) E mt U) . di//erenzierbar. 

Beweis: Weil die Funktion H(t, x*(t) , , p(t), 1) wegen (2) streng konkav für alle 
und der Steuerbereich U nach (3) konvex ist, hat sie fiir'alle t genau eine Maximal-
stele. Deshaib folgt die Stetigkeit von u aus der Setigkeit von p, vie Pju [3; 
Lemma 10] gezeigt hat. 

Wegen der Maximumbedingung in Satz 1 und (2) haben wir fast überall in {t € 
[t0 , t 1 ] I u*(t) € mt U) die Gleichung H(t, x*(t) , u*(t) , p(t), 1) = 0, . d. h. Dp(t) 

L(t,'x*(t), u*(t)) = 0. Darausfolgt die Differenzierbarkit von u' fast ilberall in 
dieser Menge, weil p von beschränkter Variation, x absolut stetig, L stetig differen-
zierbar und . L positiv definit ist I 

Für spatere Anwendung wild nun das Pontrjaginsche Maximumprinzip (aus Satz 
1) auf eine geeignetere Form ubertragen. Dabei sei 

D(t, x, u) : = DL(t, x(t), u(t)) -	L(t, x(t), u(t)).	 .	(6) 

Satz 3: Es sei (x*, u*) emoptimaler Prozef3 des Problems (P). Weiterhin seien 
H, p, und 2 wie in Satz 1 de/iniert.-Dann lafJt sich die part ielle Ableitung IL, der 
Pontrjaginschen Funktion H nach den Steuervariablen wie /Olgt darstellen: 

ii(t, x*(t) , u*(t) , p(t), 1) = Dp(t) - L(t0 , x*(t0 ), u*(t0)) 

+ f (z, x, u*) dz + f DQT(—d 1 + d2). 
to	 It..t) 

Der Bewèis dafür ist einfach und kann fast wortwörtlibh aus PHt [7] entnommen 
werden (dort wurde eine ähnliche Behauptung für den Fall gezeigt, daB die Funktion 
L linear bezuglich der Steuervariablen ist) U 

Ails Satz 1 und Satz 3 folgt unmittelbar, daB 
= 0 f.U. in 

{t € [', t 1] I a(t) < Qx*(t) < a(t), u*(t) € mt U)	 (7) 

gilt. Das bedeutet nichts anderes als eine Veraligemeinerung der Eulerschen Glei-
chung in der kiassisehen Variationsrechnung, denn für den Fall t= u (d. h., C ist 
der Nullvektor Und D die Einheitsmatrix) ergibt sich aus (6) 

!b(t, x, u) = L(t, x(t), (t)) —	L(t, x(t), ±(t)).
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• 4. Die Methode der Bereichsanalyse zur Behandlung des Problems (P) 

Auf 'Grund von (7) wird das Problem (P) auf eine Reihe von Randwertaufgaben 
zuruckgefiihrt. Angenommen, daB these ALifgaben gelast werden können, dann sind 
trotzdem die Fragen nach ihrer Anzahl und ihren Geltungsbereichen noch offen. 
Diese Fragen zu beant,worten, das 1st eih Ziel der Methode der Bereichsanalyse. 

Zunächst werden einige Begriffe bzv. Funktionen eingefuhrt. z € [t0 , tfl heiBt 
Au/s prungstelle eines Prozesses (x, u) auf den Rand aG (bzw. Absprungstelle vorn 
Rand) des Zustandsbereichs G, wenti (z, x(z)) E aG ist und für alle e > 0 ein t € (z — 

•z) (bzw..t € (z, z +•e)) mit (t, x(t)) € mt G existiert. 1st z 1 eine Aufsprungstelle und 
z2 eine Absprungstelle mit z 1 < z2 , dann heiBt (z1 , z2 ) l7erweilintervall und jedes 
z € (z1 , z2 ) Verweil.stelle. Die obigen Fragen naeh der Anzahl dèr entstehenden Rand-
wertaufgaben und ihren Geltungshereichen laut.éii nun: Wie viele Aufsprung- und 
Absprungstellen kann der gesuchte optimale ProzeB besitzen, und in welchen Zonen 
liegen sic? 

Für unsere Untersuchung werden folgende Funktionen benotigt: 

V(t, , v, w) := QDTL'(t, , v) [DL(t, , v) - L(t, v) 

	

- L(t, , v) (C(t) + Di'v)J - w,	 (8)

V(t, , v, )1 ):= V((t, , v, ) — QO(t)). 

Aiis der Definition in (6) und () folgt sofort 
QDTL(t, x(t), u(t)) .D(t, x, u) = V(t, x(t), u(t), QDTu(t)) 

= P(t, x(t), u(t), Q(t)) f. ii.	 (9) 
für alle Prozesse (x, u) des Problems (P) mit einer fast überall differenzierbaren 
Steuerung u. Auf Grund dessen kann die folgende notwendige Optimalitatsbedingung 
gezeigt werdn.	 - 

Satz 4: Es sei (x* , u*) ein optimaler Prozefi des Problems (P). Dann gilt fast überall 

v(t, x*(t), u*(t) , QDnit*(t)) = (t, x*(t) , u*(t) , Q*(g)) 

0 in {t I u*(t) € mt U,Qx*(t) = 

= 0 in {t I u*(t) € mt U, a(t) <Qx*(t) <a(t)}, 

0 in (t I u*(t) € mt u, Qx*(t) = 

Beweis: Aus Satz 1 und Satz 3 ergibt sich 

	

x'1', u*) = DQT(mj (t) —. m2 (t))	f.ü. in it I u*(t) € mt U}, 

wobei die Funktionen m 1 und m2 nichtnegativ auf T 1 bzw T2 sind und sonst ver-
schwinden. Daher gilt 

•	QDTLJ(t, x*(t), u*(t)) 2(t, x*, u*)	 -

QD"L'(t, x*(t), u*(t)) DQT(m1(t) T m2(t)) 

f.ü. in {t u*(t) € mt U}. Well L nach (2) immer positiv definit und DQ T	0 vegen
(5) ist, liefern die létzte Gleichung und (9) die Behauptung des Satzes I 

Nun wolln wir den Zustandsbereich 0 mittels der Funktion V analysieren (daher 
stammt der Name ,,Methode der Bereiehsanalyse"), d. h. Gbez. dem Vbrzeichen von 

28*
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V in verschiedne Bereiche einteilen und these stUdieren: 

:= {(t, ) E G I V(t, , v, o(t)) > 0 V v E N-(t)}, 

	

{(t, )E 0 I P(t, , v, o — (t)) < 0 V V E' Nit)}	 (10) 
:= {(t, ) E 0 I P(t, , v,	t)) > 0 V v E N(t)}, 

:= {(t, ) € a V(t, , v, 5(t)) < OVv € N(t)} 
mit 

•	 N-(t) = {v E U I Q(C(t) - + DTv) = 
N(t) = {v € U I Q(C(t) + DTP) 

	

Definition: Gegeben sei eine Vektorfunktion. x: [t0 , t]	R I	JR' und eine 
Funktion F: 0	JR' x 1R' -- IR'. Ein Punkt z € [t0 , t 1] heiBt Minimalsielle (bzw. 

• Maxima1telle) von F bez. x, wenn z eine (lokale) Minimaistelle (bzw. Maximalsteliè) 
der Funktion t i-* F(t,x(t)) ist. In diesem Fall besitzt F ein Minimum (bzw. Maximum) 
bez. :x in z (oder in (z, x(z))). 

Wozu brauchen wir die zuletzt genannteñ Begriffe? Wenn F(t, ') :=	- x(t) 
und F(t, $) :=	- x(t) anstelle von F eingesetzt werden, dann sind alle Auf-



sprung-, Absprung- und Verweilstellen eines Prozesses (x, u) bez. der Randf1iche 

R :={(t,4) € 0 I Q = a(t)} (biw. R := {(t, fl € 0 I	= 
gerade Minimaistellen von F- (bzw. Maximaistellen von F) bez. x. Deshaib ist der 
folgende Satz von Bedeutung.	 S 

Satz 5: Es .sei (x*, ut ) ein optimaler ProzefJ As Problems (P). Weiterhin sei F. F
und a = a+ , oder es sei F_ = F- u'nd a = a. Dann besitzt F kein Maximum bez. x" in 

- G[a] n {(t, ) Ito <t <ti, a(t) <Q 	a(t))	• •

und kein Minimum bez; x in 

•	 •	 0[a] n {(t, ) t0 <t <t i , a(t)	< a(t)}.. 

Beweis: Angenommeri, F+ besitzt ein Maximum bez. x in 

n {(t, ) Ito.< t < t, cc(t) < Q !E^;	(t)},

etwa in t = z, d. h. nach (10) 

V , (z)) > 0 Vv mit Q(C(z) + DTv) = 
t0 < z < t, cc(z)< Qx5(z) < a(z).	 • •	 (11) 

Weil 5 (t) = 0(t) + DTu*(t) und us nach Satz 2 stetig und fast überall differenzier-
bar in einer Umgebung von z sind, folgt aus der Definition der MaimalstelIe von 
F+ bez. x5	 -• 

•	
- F(z, x*(z)) = Q(C(z)+ DTU*(z)) -	(z) =0,	 (12) 

und für alle e> 0 gilt	 •	 • 

= Q 5 (t)	a(t) !E^: 0	
/
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auf einer M'enge von positivem Ma13 aus (z. - s, z + s). Da zweimal stetig diffe-
renzierbar ist und x*, u1' und V stetig sind, erfiillt der optimale ProzeB (x*, is*) wegen 
(11)—(12)für hinreichend kleines e die Ungleichung 

P(t, x*(t) , u*(t) , + (t)) > 0 für alle t € (z - e, z + e). 
Aus den letzten beiden Ungleichungen ergibt sich 

P(t,x*(t),u*(g), Q*(g)) > 0 auf einer Menge von posit.ivem Ma13	- 
aus (z - s, z + s),	 0	 (13) 

0 denn die Funktjon I 1st nach der Definition in (8) monoton fallend bez. der vierten 
Komponente. Infolge von (4), (11) und (12) sowie der Stetigkeit von x und u kann 
e so klein gewahlt werden, daB cc(t) <Qx*(t) ^S x(t) und u*(t) € mt U für alle 
I € (z - 's, z ± e) gilt. Damit steht(13) im Widerspruch zu Satz 4. Also ist die obige 
Annahme falsch, und Ciii Teil des Satzes wurde bewiesen. Der ubrige Teil läBt sich 
analog zèigen I 

Wegen it)	Qz*(t)	x(t) ist jedes z €	t) mit Qx*(z) = x(z) (bzw. Qx*(z)
0 

= xt(z)) eine Minimalstelle von F (bzw. eine Maximaistelle von F±) bez. x. Also 

	

• ergibt sich aus dem Ietzten Satz sofort die	 0 

Folgerung: Es sei (x* , u*) ein optimaler Prozefi des Problems (P). Dann existiert 0 

kein z € (to, t) mit (z, x*(z)) € (O[a] n R+ ) u (G[Lx] 0 n R).	
0	

-	 0 

Auf these Weise kännen Zonen angegeben werden, wo kein Aufsprung, Absprung 
sowie Verweilen auf den Rändern R und R des Zustandsbereichs auftreten kann 
Darüber hinaus bleibt, wenn R cGf[x+] (bzw. R c 0- []). gilt und die Zustands-
funktionen festeiç Anfangs- und Endwert x 0 und x1 haben (d. h. e0 () . : = - x0 und 

:,= x), 6r -Rand R (bzw. R) bis auf den Anfang und das Ende inaktiv. 
In diesem Fall kann diea priori als inaktiv erkannte Zustandsrestriktion aus der 
Aufgabenstelliing weggelassen werden. Das bedeutet naturlich eine Erleichterung für 
die weitere Untersuohung.	0	 -	 0 

0	
Mit Hilfe von Satz 5 konnen wir noch die folgende Behauptung ableiten, die zur 

0	 Angabe oberer Schranken für die Anzahi der Aufsprung- bzw. Absprungstellen an-
wendbar it.	 0 

• Satz 6: Wenn die optiniale . Tajektorie des Problems' (P) in einem Zeitintervall 
0	

Z	[to, t] nur in G[c] (bzw. 0[a]) verlãu/t, kann sie hochstens einen Au/sprung. 
0	 au/ die Rand/ldche R (bzw. R) und einen Absprung davon haben, w'obei die Au/-

sprungstelle niemals hinter der A bsprungstelle liegt.	 0 

Beweis: Wir brauchen wiederum nureinen Teil stellvèrtretend zu zeigen-Ange-
nommen, es gabe z 1 , z2 € Z mit z 1 < z2 und (e, x*(t)) 0€ G-[a4 ] für alle I € (z 1 , z2 ) 1 wo-
bei i, und z2 -beide Aufsprungstellen auf R oder beideAbsprungstellen von R 4 sind, 
oder z 1 eine Absprungstelle von R und z2 eine Aufsprungstelle auf R ist. In jedem 
Fall gilt x(z 1 ) = a(z1 ) und x*(z2) =	(z2) sowie x(t) < x(t) für gewisae I € (z, z2)° 

0 + Ø• Demzufolge besitzt F ein Minimum bez. x* in  

	

0-[a+]-- {(t, ) Iz i < £ < z2 , cx(t) 	< a(t)}, 0	 0 

im Widerspruch zu Satz 5. Also . 1st die obige- Annahme falsch, ,jrid der Satz 1st be-
• wiesen I	-	 0	

00 

Nun sieht unsere Vorgehensweise vie folgt aus: Zunächst wird der Zustandsbe-



reich gemaB (10) eingeteilt. Als Ergebnis entstehen zusammenhangende Bereiche, 
die jeweils in G[c] oder 0[a] oder G[x] oder G[x] liegen oder sich mit diesen 

0 nicht uberschneiden. Auf Grund djeser Struktur körnen wir Anzahl und Ort der 
moglichen Aufspriinge und Absprunge nch Sat',. 6 abschätzen. AnschlieBend werdn
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die-Randwertaufgaben vom Typ (7) in ihrem GeltungsiiItervall gelost, ihre Losungen 
zusammengekoppelt und die sich ergebenden Prozesse auf Optimalitat getestet. 
Selbstyerständlich hingt die Effektivität dieser Methode von der Struktur des Zu-
standsbereichs der konkreten Aufgabe ab. Tm folgenden sind zwei der giinstigsten 
Fälle angegeben. 

Satz 7: Es sei (x* , u*) ein optimaler Prozef3 des Problems (P). - 
a) Wenn U = G[-] ist, dann existierem t j und 12 mit 10 :5 t :5 12 :5 t , Qx*(t) > CXt) 

/ür I € [to, t) u (1 2 , t] und Qx*(t) =	(t) für 1 € (t i , 12). 
b) Wenn U = G[a] ist, dann existieren t undt2 mit t0 ;5 t 1 ^ t ^ t, Qx*(t) 

<	(t) für I E [to, t) n 02 , t f] und Qx*(t) =	(t) für t E (t i , 12). 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 6. Man beachte dabei, daB iinter den Inter-
vallen {t0 , t 1 ), (t 1 , t0) und (t21 t 1 ] auch lee-re scin können. In einem soichen Fall entfällt 
die bez. des leeren Jntervalls gemachte Aussage. Falls 0 = U[x] und t > to gilt, 
dann ist t j die eiiizige Aufsprungstelle von (x, u*) aUf die Randfläche R. Wenn aber 
t i to gilt, dann hat die optiinalc Trajektorie keinen Aufsprung auf R. Analoge 
Argumente können aus derFormulierung von Satz 7 fur den Fall G = 0-[] bzw. 
für 12 abgelesen werden. 

SchlicBlich wollen wir noch eine abgeschwachte hinreichende Bedingung angeben. 
Satz 8: Es sei (, ) ein Prozef3 des Problems (P) mit festen An/angs- und End-

bedingungên x(t0) = x0 •und x(t) = Xf. Weilerhin sei Tt stetig dif/erenzierbar und 
1V(t) := {v E J I QDTv = QD2(t)} c mt U. Wenn 

(t, , v, Q(t)) > 0 V v € N(t) und (1, ) -€ G mit Q > Q(t) 
und	 - 

i(t, E, v, Q(t)) < 0 V V E N(t) und (1, ) € G mitQ < Q(t) 
gilt, dann er/üllt jeder optimale Froze /3 (x* , u*) von (P) die Gleichung Qx* = Q. 

.Beweisidee: In Analogic zu Satz 5 kann unter der \ Toraussetzung von Satz 8 ge-
zeigt werden, daB die Funktion F(t, $) :=	— Q(t) kein Maximum in {(t, fl € 0 I 
to < t < l , Q > Q(t)} und kein Minimum in {(t, fl € U Ito < I < t, Q < Q(t)} 
bez. einer beliebigen optimalen Zustandsfunktion x besitzt. Daraus folgt Qx* = 
sonst existiert wegen	-, 

Qx*(t0) = Q(t0 ) = Qx0 und Qx*(t) = Q(t f ) = QXf 

eiri niehtleeres Interval! (t i , t2 ) (t0 , t) mit Qx*(t 1 ) = Q(t 1 ) und Qx*(t2 ) = Q(t2) 
und entweder Qx*(t)> Q(t) oder Qx*(t) < Q(t) für àlle 1 E (t 1 , 12). 1)as bedeutet, 
daB F 'em Maximum in- {(t, ) € 0 I to <1 <ti , Q > Q(t)} bzw. ein Minimum in 
{(t, ) € 0 1 to < 1 < t, Q < Q(t)} bez. x hat, im Widerspruch zur letzten Be-
hauptung I 
Em Beispiel 
Als Anwcndungsbeispiel betrachten wir her das Problem des gr6l3tcn Flächeninhalts I eines 
konvexen Korpers in einer Ebene bei vorgegebenem Durchmesser & und vorgegebener Dicke 
a. Dieses Problem wurde von ANDREJEWA und KLöTZLER [1] ausführlich mit Mitteln der 
Dualitätstheorie behandelt. Wir entnehmen dàraus die analytischc Formulicrung dieser geo-
metrischen Optiinierungsaufgabe. Sic lautet: 

2" 

9 f (—h' 2 (9) + h 2 (9)) dq, -. mm!	in w 2 (0, 2x), 

0
	 (14) 

-	h(c'p) -f- h(q) + r) 5	 Ii(0) = h(t) =
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H ier ist h die Stutzfunktion des konvoxen Körpers. Eigenlich müBten in (14) noch die Be-
dingungen h"() + h(q) ^ 0 und Max (h() + h( + r)) = & stehen, aber sie können 

vernachlassigt verden, weil die optimale Lösung (14) automatisch diesen Bedingungen ge-
nugt. 

Mit den Bezeichhungen x1(q) = h(4p) und z2(9) = h(q) ± ) sowie u1(q) = () und u2(p) 
= 4(9) entsteht so die zugeordnete Aufgabe der optimalen Steuerung vorn Typ'(1): 

f 2-i=l
[Ug2 - x 2 ] dl	mm! 

U"	x2 = U 21 x (0 + x2(0 ^ +,	 -	
(15) 

x(0) =x() = X2(0)= x2() =	. 

Offensichtlich erfüllt (15) alle Bédingungen (2)—(5), deshalb gehort these Aufgbe zur Klasse 
(P), und nile Satze in den ietzten Abschnitten sind daher hier anwendbar. 

Urn die Aufgabe (15) mit Hilfe der Methode der Bereichsanalyse zu lösen, berechnen wir 
zuerst V nach (8):	 I 

V(l, E, v, ?7) =	-	— 
Weil a: und & positive konstante Funktionen sind, gilt a- 	&' = O. Weiterhin ist (t, , v, 0) 
.< 0 für nIle (1, ) aus 0 = ((1, ) 0 ^ I	r; a	 a+} und nile v, d. h. nach (10) 

= G-[a + .1 = C. Demzufolge existieren nach Satz 7 und der Folgerung aus Satz 5 zwei 
\Verte t und 12 mit 0 t^ z, a- < x1 5(t) + x25 (t) < + für I E (0, t) u (12, ) Und 
a- < x1 5 (t)-+ x25(0 = a fur I E (t i , 12), wobei x1* und x2 K.tmponenten der Zustands-
funktiondes optimalen Prozesses (x 5 , U5 ) von (15) sind. 

Aus Satz, 4 folgt xi5 (t) + x25(0 = _*(t) — x25 (1) für I E (0 1 t) u 021 ar), d; h. 

x1 5 (0 + x2 5(t) = a cos (I + b)	fur 'gewisse a und b.	 (16) 

Angenommen, es 'St x1 *(0 +• x2 (t) < a für nile I € [0, 071 (d. h. 1 = 12). Dana gilt x15(I) 
-F x2 5 (t) = a cos (t + b) für nile I € [0, t]. Wegen x 1 5 (0) + x2 5 (0) = x1 5 (iz) ± x2 5(n) = a- > 0 
liefert 16) a > 0 und cos b = cos (b + az). Foiglich gilt b = 0 und somit xi*(i12) + x25(/2) 
= a cos (2r/2) = 0 < a, im WTiderspruch zur Zuliissigkeit von (x 5 , it5 ). Also existieren tat-
siichlich I und t2 mit 0 < t '^_ t2 < r und x1 5 00, + x25 01 ) = x1 5 (12 ) + x2502) = a. Daruber 
hinaus gilt wegen der Stetigkeit der optimalen Steuerung	+ 2(II) =	(t) ± 4*(12)
= 0. Durch Einsetzen der letzten Gleichungen und x15 (0) = x15 (,t) = x25(0) = x2 5 (z) = (X-/2 
in (16) können die Konstanten a und b fur die jeweiligen Intervalle (0, I) und 021 71) bestimmt 
werden, und es entsteht

:+ cos (I — I)	für I E'[O, ti], 
x 5 (t) + x2 5 (t) = - 	 für I E [ti, t2l,	

(17) 
+ cos (I — 12)	für I € 121 ]+ 

t j =— 12 = arceos 

	

Urn x1 und x2 zu bestimmen, brauchen wir jetzt noch X1* 	x2 '. Weil H'(" X*(')' u5(t), 
p(i), 1) = 0 für fast alle list (vgi. Satz 1), folgt aus Satz 3 

•	0 f 2)(z, x, u5 ) dz + f () (—dp 1 + d2) 
10.0 

und damit

0 = 2)(I, x5 1 it5 ) — 2)2(11 x5 1 u5 ) = —x1 (t) — i(t) + x2 5 (0 — ii25(t) 

fast uborall. Das bedeutet x 1 5 (0 — x2(0 = _!*(t) + 2(t) und demzufolge x 1*(t) - x2*(t) 
= c sin (I + d) für nile I € [0, ], wobei c und d bestimtnte Konstanten sind: Weil . x15(0)
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— x2*(0) = x 1 () - x2*(i ) = 0 gilt, ist d = 0. Ras heiBt z*(') — x*(t) = c sin t für alle t 
E[0, ,t]. Durch Kombination mit (17) bekommen wir 

- cos (t — t 1 ) + - c i sin I	für, t E [0, ii], 

x*(t) 
=	

+ C. sin 1	 für I E [ti, g2},	 - 

•1• - COB (I — 2) +	c1 sin I	fur _t E 1121 

für i	1, 2 c1 = — c2, 1	- 12	irccos c/+. 
Für jedes c1 liefert die letzte Darstellung eine optimale Läsung von (15). Alle these Losungen 

entsprechen jedoch ein und derselben Losung der ursprunglichen geometrischen Aufgabe. 
(Die Mehrdeutigkeit der Loung von (15) kommt daher, daB mit der Aniangsbedingung x1(0) 
= x2(0) x1(,) = x2() = /2 der Ursprung des Koordinatensystems zur Beschreibung des 
konvexen Körpers noch nicht eindeutig festgelegt wurde.) Dieses Ergebnis stimmt mit den 
Resultat von ANDREJEWA und KLöTZLER [1] überein. Zum besseren Verständnjs übornehmen 
wir von dort noch die geometrischo Deutung der optimalen Lösung: Eine konvexe_Figur mit 
maximalém Flächeninhalt bei vorgegebener Dickec und vorgegebenem Durchmessei & 

•	entsteht als Durchschnitt eines Parallelstreifens der Dicke - mit einem Krei vom Durch- 
. messer	wobei der Mittelpunkt des Kreises in der Mitte des Streifens liegt (vgl. Abb. 6 in 

•	[1]) 
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