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Steuerungstheoretische Béhandlung einer Sehachtelaulgabe 

R. KLöTZLER 

Zur Diskussion steht das von A. Fricke bereits behandelte Optimierungsproblcm, unter alien 
Pauren kongrueiiter axialsymmetrischer ebener Flachenstucke vorgegebener Hauptachsen-
lange, die zu Zylinderfiachen verbogen und verheftet werden, diejenigen zu finden, für die des 
eingeschlossene Volumen maximal wird. tYber einen methodisch neuen Zugang wird dieses 
Problem unter EinschluB bisher offen gebliebener Fragen (Existenz. Eindeutigkeit und Kon- 
vergenz des Naherungsverfahrens) analytisch und numerisch vollständig gelost. 

Pacc1aTpHBaeTca 3aa qa OnTm1113aflhIH paccMoTpeHHan ye A. cbpnxKeM U coCToHllan B 
,TOM, cpeH Beex nap KoHrpyaHTHblx, ocednMMeTpfl'IHblx HCKOB nJIOCHOCTH JaHIIOfl jniu 
rJ!aBHoft '0CM, HOTOphle M3rIl6aloTdn it cpenimoca K [HJ1HH)pneCHOl noeepxiiocni, 
HaflTH BRinomaiotuyio MaIccHMaJIbHblll o&seM. llocpeJcTBoM ' 1eTo1l4ecxu1loBoro nojxoa, 
3aaqa pemaeca alIaJmTMqec}CH H 'lMcJleHHo noniocmio, 13Iuno4MTeJlbHo j o yroro ewe. 
OTHbITb!X B0EI0C0B (cywecTooBáHne, u1HCTBHHOCTh H CXWUIMOCTb npUGJHflKCHHOrO 
MeToa). 

An optimization problem is studied that was alreadl considered by A. Friëke. It consists in 
finding among all pairs of congruent axialsymmetric plane surface patches vih given length of 
the major axis that are bent and fastened to cylindric surfaces that which includes maximal 
volume.-By a methodically new approach, this problem ist solved completely from the analyti-
cal and numerical point of view, including hitherto unsettled questions (existence, unity and 
convergence of approximate methods). 

1. Einieitung 

Im Jahre 1954 wurden durch W. WUNDERLICH in [8] einige als ,;Schachtelaufgaben" 
bezeichnete Opti mieru ngsprobleme vorgesteilt, bei denen aits gewissen Zyl i nder-
flãchen Karper (,,Schachteln") maximalen Voluniens erzeugt werden soliten. Diese 
Fragestellungen NVurden von A. FRICKE in [3] iind [4] in verschiedene Richtuhgen 
ver.allgemei nert u nd methodiseh auf Variationsprobleme zuruckgefiihrt. Wi r yen-
folgen her näher die Fragestellung von [4]. Diese lautet: 

seiein einfach zusammenhangendes ebenesGebiet mit zwei . orthogonalen Syni-
nietrieachsen und zugeordneten Haupt- und Nebendiagonalen der Lange 2a biw. 
2b (a b) Zwei Zylinderflachen , kongruenter ebener Ahwicklung 3 seien so 
an ihren Rändern miteinander verheftet, daB ilire Erzeugenden senkrecht zueiii 
ander stehen. AuBerdem seien die Erzeugenden jeder Zylinderflache CY,	parallel
zur Nebendiagonalen ihrer ebenen Ahwicklung. Wie mul3 bei vorgegebenem a das 
Gebiet J bzw. seine Berandung P =	gewkhlt werden, damit das Volumen V der 
von	imd 2 gebildeten (berandeten) Schachtel	maximal ist 

In der Arbeit [4] wird (abgesehen von den Bezeichnung) diesd ,,verallgemeinerte 
Schachtelaufgabe" auf -das folgende isoperimetrische \Tariationsproblem mit ver-
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schobenem Argument zurUckgefiihrt:	 - 

V = J0(w, c) := 4/ w(z) w(c - z) dz Max	 (I a) 

zu beliebigen w E D'[O, c] 1 ) tinter den Nebenbedingungen 
w(z) ^ 0	auf [0, c]	 (1 b)
und 

-	o(W,C):	w(0)I +JV1+th(z)2 dz =a.	 (Ic) 

Die obere Integrationsgrenze c ist dabei selber noch ein freier Para-
meter groBer als Null. 

Kennzeichnen wir die Richtungen der beiden Erzeugen"denscharen von	und 2 
durch die Einheitsvektoren e 1 und c2 , so beschreibt w	w(z) die sog: Pro/ilkurve t 
von . Das 1st jene Kurve, die entsteht, verin man auf die zu e 1 orthogonale 
Ebene projiziert, iveiche ciii kartesisches (z, j )-Koordinatensystem besitzt, dessen 
z-Achse orthogonal zu e 1 und e2 1st, in das Innere von58 weist und einen Koordinaten-
ursprung hat, der im Symmetriezentriim von	liegt; Die Profilkurve t hesteht aus 
der Gesamtheit der Punkte (z, +w(z)) für 0 < z c und (0, ) mit w(0), sic 
ist also syrnmetrisch bez. der z-Achse. c ist die Breite von in Richtung der z-Achse. 
(Stillschweigerid wird bei dieser analytischen Darstellung von der Profilkurve! noeh 

•

	

	vorausgesetzt, daB sic stiickweise glatt 1st, daB ihre Projektion auf die z-Achse au-



schlieBlich im Intervall [0, c] Iiegt und daB jeder Punkt z € (0, C] Projektiongenau 
• zweier Punkte von t 1st.) Zu ggebener Profilkurve t bzw. Funktion w( . ) 0 be-

rechnet sich nach [4: Formel (32)] in kartesischer Darstellung(bis auf Kongruenz) 
als Gesãmtheitder Punkte 

(+IW(0) + fl/i + (r) 2 drl , +w(c - z)	f6r0 < z <c 
0	 -	j	 .	 (2). 

und (±a, 1) mit I ll < w(0) 

A. FRICKE eritwickelte in [4] auch ciii Losungsverfahren, das auf der Lagrange- 
schen Multiplikatorenmethode und einer Verallgetheinerung des klassischen Varia-
tionsprinzips auf Probleme mit Argumentverschiebung beruht. Die zugehorigen 

•

	

	Bedingungen für eine stationäre Losung w werden zum Aufbau einer iterativen An-



naherung an w genutzt, aus der die Nalierungswere 
•	Vp = 0,745; CF = 0,416; WF(0) = 0,373; WF(CF) = 0,750	(') 

tinter der Normierung a = I resultieren. Theoretiseh und methodisch blieben dabei 
aber einige sehr weseritliche Fragen offeiì, die aus der Art der Behandlung von (1) 

• iiach [4] nicht zu beantworten sind: 
l.'Existiert überhaupt eine Losung von (I)? 
2. 1st die verwendete Lagrangesche Multiplikatorenmethode voll gerechtfertigt? 
3. 1st die-Eindeutigkeit der stationären Losung gesichert, urn daraus auf deren 

globale Optirnalitat schliel3en zu können? 
4. Konvergiert das verwendete Jterationsverfahren tatsächlich? 

1) D'[O, c] ist die Menge aller stückweise stetig differcnzierharen Funktionen auf [0, c].
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In den nachfolgendén Abschnitten vird dieser Fragenkomplex (abgesëhen von 
Frage 4, indem jenes Iterationsverfahren hier durch eiie Splinemethode ersetzt wird) 
fiber eine parametrische Verailgemeinerung von (1) und deren steuerungstheoretisehe 
Behandlung auf neuartige Weise analysiert. Es flieBen dazu Voruntersuchungen em, 
die aus studentischen Arbeiten (Diplomarbeiten) von N. BTsA1CHA [1] und S. 
HIILTOES [5] resultieren.  

2. Das zugeordnete parametrische Variationsproblem 

x0 sei eine beliebige monoton waehsende Funktion des Sobolew-Raums W2 '(0, T) 
zu gegebenem T > 0 mit der Eigenschaft x0(0) = 0. t0 ^ T sei die grof3te Zahi, für 
die x0 (t) = 0. in [0, t0 ] gilt. Damit fiihren wir in (1) die Substitution 

(. 

I X(t)	 für t E [0, t0)], 
x 1 (t) :=	 (3) 

w(xo(t))	fur t € [to, T], 
x2 (t)	w(2x0(T) - xo(t)) 

em, wohei eine beliebige monoton wachsende Funktion atis W21(0, t0 ) ist mit der 
Eigenschaft y(0) = 0 und y(t0) = w(xo(t0 )). Wir erhalten daraus aus (1) die (ailge-
mei nere) Opti mierungsaufgabe in Parameterdarstell ung 

V= J 1 (x) = 8 fxi (t) x2 (0 x0 (t) dt	Max	 (4a) 

zu beliebigen x = (xe, x 1 , x2 ) € W2 13(0, T) unter der isoperimetrisehen Neben-
heding'ung

f (±2 + ±2 + fx702 + ±2 2) dt = a,	 (4b) 

den Restriktionen	 -	 - 

±0 ^!O fast ilberall,	x1	0,	x2 ^ 0	 (4c)

und Randbedingungen 

x0(0) = 0,	x 1 (0) = 0,	x1 (T)— x2 (T) = 0.	 (4d) 

._	Der zugeordnete Wert c wird dann sekundär bestimmt durch. 

c=2x0 (T).	 -	 (5) 

Jede zulassige Funktion w zu (1) erzeugt über die gegebene Substitution (3) einen 
zulassigen Funktionenvektor x zu (4). Das Umgekehrte gilt natlirlich im aligemeinen 
nicht. Denn zum einen operiert (4) in aligemeineren Funktionenräuinii als (1), und 

• zurn anderen läBt (4) mit seiner Parameterdarstellung auch soiche Profilkurven t zu, 
die abschnittsweise orthogonal zuiz-Achte verlaufei(und das nicht nur im Ursprung). 

Zur Vei-einfachung des Problems (4) werden wir uns noch von der explizit genann-
ten Zustaridsbeschrhnkung in (4c) befreien. Die Berechtigung dazu geben tins fol-
gendé Hilfssätze. 

Hilfssatz 1: (4') sei dajs Problem (4) unter Vernachlb_ssigung der Bedingung x 1 ^ 0, 
X2 ^ 0. Dann ist x nur dann optimale Losung von (4'), wenn lxi optimale Losung von 
(4) und (4') 1st.	 S	 - 

I,
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Beweis: Es sei x ptimal zu (4'). Dann erfilhlt iiatürhich I xI (ixol, 1 x 11, ix2 i) die 
Bedingngen (4c) und (4d). Auf3erdem ist aber fast überall (Ixt)I)' = l(t)i (i = 1,2) 
nach [7: Hilfssatz 1] und damit 1(I xj ) = 1 (x)= a. Das bedeut.et: IxI ist zuthssig zü 
(4') iind (4): Daher nuiB wegen der Optimahitat von x bez. (4') die Relation J1(x) 

J1(lxl) gelten. Zum anderen ist aber wegen x 1 (0 x2 (0	1x 1 (t)I 1x2(0I auch J1(lxi) 
J(x). Also muB J1(i x I) = J1 (x) sein. Da (4') weniger Restriktionen als (4) bein-

haltet, mul3 Max (4 . )J 1 ^ Max(4)JI gelten. Mit dem Vorangehenden bedeutetdas: 
lxi ist optimal zu (4) und (4') I 

- Hilfssätz 2: Es sei x eine optimate Losung-zu (4') mit der Eigen.scha/t _;.,2 4-
 ± 

+ x2 2 > 0 last überall au/ [0, T]. Dànn können weder x 1 noch x2 in (0, TI eine Null-
stelle haben. 

Beweis: Ware für eine optimale Losung x zu (4') die Aussage des voranstehetiden 
Hilfssatzes falsch, so träfe das nach Hilfssatz 1 auch für die optimale Losung 1XI zu. 
Ihr entspricht eine Profilkurve f, die die z-Achse entweder in einem Punkt z mit 
0 <z' < 2x0 (T) (Abb. 1 a) oder z = 2x0 (T) (Abb. I b) trifft. 

a)	-	\	 b) 

Abb.1 

mi ersten Fall existiert eine Doppelstutzgerade g ZU t von oben nut dcii Kontakt-
stellen 1" uiid P". Ersetzen wir nun.das Bogenstück J? von f durch die Strecke 
P'P", so entsteht eine neue, kurzere Profilkiirve -mit der Parameterdarstellung 
2( . ) =(%, xj , x2 ), 2 =	1x11, x2	i x21 . Diese ist allèrdings noch nicht zu-
lässig bez. (4), \veil nach Konstruktion	(2) < 01(l x I) = a gilt. Wegen 2 
(i = 1, 2) ist aber J1 (2) > J1(lx I) =J1 (x). Sornit existiert ein Dilatationsfaktor 
2> 1, so daB := 22 zulassig zu (4) ist, indem () = 2(2) = a gefordert wird. 
Damit viirde aber J1() = 23J 1 (2) > J(x), und das steht im Widerspruch zur vor-
ausgesetzten Optimahitat von x.	 -. 

Tm zweiten Fall gehen wir ganz tanalog vor, anstelle von g tritt jetzt eine Stütz-
gerade q zu f von oben, welehe parallel zur z-Achse verläüft. P ist wieder Kontakt-
stelle, P" wählen wir aher jetzt als jenen Punkt von g, der die z-Koordinate 2x0(T) 

- besitzt. i wird hier dadurch erzeugt, daB man den Teilbogen P'Q von I durch die 
Strecke P'P" ersetzt U	 - 

Folgerung: Zu alien optimalen Losungen x von (4') mit der Eigenscha/t ±2 + zt12 
+ x22 > 0 fast überall au/ [0, T] besitzen x1 und x2 konstantes Vorzeichen und keine 
Nullstellen in (0, T]. Mit x ist zugleich audi ixi optirnale Losung von (4'). 

Bernerkung: Der Beweis von Hilfssatz 2 zeigt zugleich, daB eine optimaleProfil-
kurve t oberhalb der -Achse konkav und monoton wachsend und unterhaib der 
z-Achse kon yex sein muB.
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3. Zur Existenz und Struktur opt.imaler, Lsungen 

Wir diskutieren zunächst das Variation sproblem (4) unter der abgeanderten Forde-
rung, daB in (4b) statt ,,= a" die Bedingung ,, a' steht. Wir bezeichnen these ab-
geanderte Forderung mit (4b) 	das gesamte so abgeanderte Problem (4) jetzt 
mit (1). Wegen der positiven Homogenitat ersten Grades der Integranden von (4a) 
und (4b) bez. ± sind beide zugehorigen Integrale invariant gegenuber einer Parameter- 
transformation (vgl.z. B. [2: Section 66]). Infolgedessenkonnen vir.uns ohne Eiñ-
schrankung der Aligemeinheit von vornherein in (4) bzw. (4) auf soichezulassige 
Funktionen x beschränken, für die der Integrand von (4b) fast Uberall konstant ist. 
Für dieseistdann nach (i)	 . 

±t) ^ alT	f. ii. auf [0, T]	(i = 1, 2).	 (6) 

Aus dem gleichen Grunde konnen vir auch jedezulassige Maximalfolge x(} zu (4) 
die Beschthnkung (6) voraussetzen. Damit ist in W 2 1 . 3(9, T) die Folge {x O)} schwách 
kompakt, so daB eine schwach konvergente Teilfolge x 1>	x E W2 1, (0, T) existiert. 
Da der Integrand von () konvex in ± ist und beschrànkt nach unteii, ist . 0, schwach 
unterhaibstetigin W2"(0, T). Daher ist i (x*):^ tk(x' i')) ^ a. Wegen 0 
und damit

(i) (t) de	0 für alle V mit 0 :!^— € L2 (0, T) 

bedingt die schwache Konvergenz	x's' selbstverständlich auch	- 
T 

•	f x(t) ?p,( t) dt	0 für alle , mit 0 :!E^ ip € L2 (0, T); 
.0  

das hat wiederum to*	0 fast überall auf [0, T] zur Folge. SehlieBlich konvergiert
nach den Sobolewschen Einbettungssatzen xfl gleichmaBig gegen x * in [0, T]. Des-
halb erfüllt x neben (Th) auch sämtliche Bedingungenvon (4c) und (4d), &h., es 
ist zulassig bez. (i) . Aul3erdem entnehmen wir diesen Konvergenzeigenschaften von 
{x'} die sch,waéhe Stetigkeit von J1 in W213(0, T). Somit ist J1 (x'i'))+ J1(x*) 
= SUP(1) J1 und x" optimale Lasung zu ). Wir fasen unser Ergebnis zusammen in 

• dernfolgenden HiIfsatz.	S 

Hilfssatz 3: Das Variationsproblem (4) besitzt eine optimale Lösung. 

Wir erkennen sehr Ieicht, daB eine optimale Lösung x zu (4) notwendig statt 
(4b) sogar (4b) erfiillen muB. Würde nämlich 1 (x*) <a glten, so könnte man Ober 
eine Ahnlichkeitstransformation mit einem A> 1 eine zulassige Funktion = Ax 
finden, für die	(±) = a und J 1 () = A3J 1 (x*) > J j (x) ist, im Widerspruch zur 
Optimalitat von	Z.usammengefaBt bedeutet das folgendes. 

Hilfssatz 4: Jede optirnale Losung von (4) ist auch eine optimale Losung von; (4). 
Aus den vorangegangenen Disküssionen heben wir noch elne Eigenschaft von x 

hervor. Wie dargelegt geniigt es der Gleichung (4b). Da aber 'invariant gegenuber. 
Parametertransformationen ist, kännen wir stets erreichen, daB auch bez. x dei 
Integrand von ø konstant auf [0, T] ist und damit groBer als Null. Wir drücken das 
in folgçndem Hilfssat.z atis. 

'S	 •	 •,	
/	.	 S
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Hilfssat z 5: Zn jeder optimalen Losung x von (4) kann man mittel.s geeigneter 
Parametertrans/ormationeñ erzielen, dap ant [0, T] last überall y0*2 + *2 

+ V0*2 + x2*2 >. 0 1st. 

. 
A nwendung des Pontrjaginschen Maximumprinzips 

Nach den Hilfssätzcn .5,1, 2 und der Folgerung zu Hilfssatz 2 'vermögen wir unser 
Variationsproblem (4) zu vereinfachen und auf die Standardform cines Steuerungs-
problems ohne Zustandsbeschrankungen zuriickzuführen. Dazu setzen vi r 

	

•	

/ •F(x,u) — , ±1=u,(i=0,1,2),	±3__}Iuo2+u12+Vu02+u22 

uiiderhalten das Steucrungsproblem 

F(x, u) = —fx1 (t) x2(0 u0 (t) dt	Mm	 (7a) 

tinter den Zustandsgleichungen 

± =U1 (1 = 0, 1, 2),	=	+ u 1 2 + V71o 2 + U22 ,	 (7b)

• Steuerbeschrankungen - 

uO	0 f.i. auf [0, T]	 (7 c) 

und Randbedingungen	- 

x0 (0) = 0, ' x1 (0) = 0,	x i (T) — x2(T) = ,	
7d) 

X3(0) = 0 1	x3 T) - a = 0.	 I	
( 

Nach den Hilfssätzen 3 und 4' existiert eine opt,imale Losung zu (7), wir bezeichnen 
these der Einfachheit halber ohue besondere Signierung nachfolgend mit (x, u). 
Nach vorangestellten Hilfssatzen 1, 2 tirid 5 konnen wir ohne Einschriin5kung der 
Ailgemeinheit von vornherein annehmen:	 S 

u02 + u 1 2 ± u2 2 > 0, x	0 und x(t) > 0	(1 = 1, 2) V t E (0, T].	(8) 

Dann existieren nach -dem Pontrjaginschen Maximumprinzip (z. B. in der von 
A. D. IOFFE und V. M. TIcHoMJRov [6] explizierten Form) eine Konstante o 0 
und vier Funktionen y 1 E W2 1 (0, T) (i = 0, 1, 2, 3), die nicht alle identisch Null sind, 

• mit denen die zugehorige Pontrjagin3che Funk/ion 

H(, v, j, A) := 201E2v0 + 0v0 + 1 vj + 2v2 

+ ?13 (j/V02 + v 1 2 + j/v02 + v22) 

die folgenden Bedingungen 

•	•	 -	Ma IJ(x(t),'v, y(t), ).) = H(x(t), u(t), y(t), ; 0),	 (9 a) 
•	 v,^,O 

±(t) = grad J(x(t), u(t), y(t),
	 (9 b

= —grade H(x(t), u(t), y(t), s)

/	
.•	 S
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und die Transversalitätsbedi ngungen	 -. 

y0(T) = 0,	y, (T) +y2(T) = 0,	Y2 ( 0) =O	 (90

erfiillt. Ausgeschrieben bedeutet (9b) 
•	±ó=o,. ± 1 =u1 , •±2=u2, ±3=Vu02+ui2+Vuo2+22;	

•+ 

Yo = 0, y = —)0X2U0,	Y2	AOXIUO	Y3 = O• - 

Danach ist Yo = const und wegen (9c) Yo = 0. AuBerdem ersehen wir daraus 
Y3 = const. Aus (9a) resultieren die folgenden lokalen notwendigen Optimalitats-
bedingungen:	 - 

•	 I u0(t)	 u0(t)	\ 

	

- A0x 1 (t) x2 (t) + y V'uo2 + 12 + U2 + U22) = 0, falls u0 (1) > 0,	(10a) 

u1(t) 
y1 (t) ± y , 2	2 = 0, falls -u(t) + -u1 2 (t) > 0,	 (lob) 

U0	U1 

U2(0 
n02 + 22 

= 0, falls u02(t) + U2 2(t) > 0.	 (tOe) Y2() 1+ y3 J/  

Da infolge der vorausgesetzten Optimalitat von (x, u) der Wert F(x, u) <0 ist, 
kann nach (7a) nicht für fast alle I E [0, T] die Steuerung u(t) = 0 sein. These Eigen-
schaft hat iur Folge, daB aus ).0 = 0 nach (lOa) y = 0 seinmiiBte und wegen (9b'),. 
(lob/c) und (8)rsauch y 0 und Y2 0. Somit ware (2,y) 0, im Widerspruch zum 
Pontrjaginschen Maximumpri nzip. Ohne Ei nschrankting der Allgemei riheit könneii 
wir also von nun an	= I annehmen.Damit resultiert aus (8) uiid(lOa) 

3 <O.	 (11) 

Wegen (11) ist H(, •, y,-1) eine konkave Funktion, so daBdie notwendigen Optima-
litatsbedingungen (10) sogar hinreichend für die Gultigkeit von (9a) sind. Atis (9b') 
ersehen wir weiterhin q j :E^; 0 (i = 1, 2), so daB tinter Berücksichtigung von (9c) 
gilt:	•	 • 

i ' Y sind monoton fallende Funktionen auf [0, T] mit den Eigen-	- - 
schaften y	0, Y < 0. •	 -	 (12) 

Dabei mul3 y 1 (0) > 0 sein, andernfalls ware nach (12) y 1 0 iiiid nach (9h') x2u0 = 0 
auf [0, T] im Widerspruch zu F(x, u) < 0. 'Aus entsprechenden Gründen muB auch 
Y2 (T) < 0 gelten. Somit i'esultiert aus y 1 (T) = — y2 (2') und (12): Yi > 0 in [0, T]. 
In Verbindung mit(12), (11) und (lob/c) erseheit wir daraus 

u 1 (1) > 0, u2(0 :!9 0, falls u0(t) > 0.	-	 (13) 

- Für u1(t) + 0 muB sogar wegen Yt > 0 und (lOb) generell u 1 (t) > 0 gelten. Für 
u2(0 == 0 muB nach (12) und (tOe) u2 (0 <0 sein. Das hei8t,i 1 -ist eine monoton 
wachsende Funktion und x2 eine monoton fallende. Gibt es eine Stelle 1' € [0, TJ, 
wo u0 (t') = 0 undu 1 (t') >0 ist, so muB nack(lOb) dort y 1 (t') = — y3 > 0 scm. 1st 
nun t"-E [0, T] eine andere Stelle dieser Art und 1 € (t', 'I") eine Ziischenstelle mit 
u(l) > 0, so miiBte wegen (12) y (t ') = y1(l) = y1(t" ) = —Y3 seiiì, aiidererseits aher 
nach (10b)y 1 (t) = _y3u1(01I/uo(t)2 + 71 1 (t)2.> —ye. Das steht miteinatiderim Wider-
spruch.. In entsprechender Weise schlieSt man fill- u, und u2 . Das heiBt, zwischeii
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zwei Stelleri t", t" mit 
u0(t') = 0, u 1 (t') > 0; u0 (t") = 0, u(t'') > 0-

bzw.	 -
u0 (t') = 0, u2(t') <0u(t") = 0, u2 0") <0 

gilt u0 = 0.Gibt es eine Stelle to E [0, T], ivo zugleich u(t0 ) =0 und u1 (t0 ) = 0 gilt, 
dann mufi wegen (8) u2 (t0 ) <0 sein'und somit nach (lOc) Y2( to) = y3 und u0(t) = 0 
für alle t E [t0 , T]; das bedeutet wiederumnach (9b') und(9 c) y 1 (t) = —y3 , y2 (t) = 
fiir"alle t.E [t0 , T]. SchlieBlich erkennen wir noch aus (9b') ud (10),dal3 x 1 (bzw. x2) 
in einem Interval! [t', t"] konstant sein mu3, wenn dort Iy(t)l < jy 3 (bzw. y2(0I 
< YI) und 'u(t) = 0 ist.' 

Das alles zusammeñ berucksichtigt läBt für x letztlich nur den folgenden drei-
•	phasigen Lostingstypus zu: - 

a) au/ [0, t1]: 

XO = 0, x 1 streng monoton wachsend mit x 1 (0) = 0, 
•

	

	 (14a)
X2- = const > 0; - 

b.) au/ [11,t2]:. 
x0 streng monoton wachsend mit u0(t) > 0 und x0 (t 1 ) = 0, x 1 , x2 sind 
Losungen des Differentialgleichungssystems (das durch Elimina-
tion von Yi. Y2 (in 9b') mittels (lOa/b) entsteht 

u1	\'	[u1'u0 - u1uo'] u0 
•	 -	 X2U0 = ?J3	 I	Y3 -	 -  

Guo, + 12	 (Vu0 + u12))
(14b) 

•	 - / _ u2 \	[u2 u0 - u2u0 ] u0 
X 1 U0 = Y3 I I. = 

\VUo2 ± u22/	(J/uo2 + u22) 3 

mit

u2(t1)-=0,

	

	urn	1(t) 

t+g ,±o Ttuo + Ui2 
C ) au/ [t 2 , T]:.	-	0 

1= 
0, x1 rnonoton wachsend, x2 monoton fallend mit x1 (T) = x2(T). (14 c) 

Dabei kann zunächst auch 13 = T oder sogar t== T scm; Wenn jedoch 0 <t 2 = T 
• ist (also nur erste und zweite Phase wirklich existieren), so muI3 wegen der Trans-

•	versalitatsbedingung.(9 .c) uni (lOa/b) zugleich gelten: 

x1 (T) = x2 (T),	u 1 (T)+ ü2 (T)	0.	-	(15) 

(14b) gestattet eine sehr einfache geometrische Interpretation, die auch schon - 
von A. FRICKE in [4] erwähnt wird. Dividieren wir diese Formeln durch u0 , so ver-

•	bleibt
x2 = y3x(x0 , x 1 ).,	x1 = y3x(x0 , x2 )	 (14b') 

mit

= u1 (i = 0, 1, 2),	u2(t1) = 0,	urn	u1(t)	= 1, 
i—.(,+O j/u0 	u2 

x0 (t 1 ) = 0,	-	 S	 • 

wobei c(x0 , x) in Pararneterdarstellung die Krümmung der Kurven I's : (x0(t),.x()) 
(i = 1 1 2) darstellt für 1 1	I !!^ t Wegen y <0 sind beide Kurven konkav. Für 

/	•	 -	

0	

-
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o <t 1 <t2 = T haben wir also einen Losungstypus gemal3'Abb. 2a. 1st jedoch die 
dritte Phase echt vorhanden, also 4 < T, so besteht ein Losungstypus im Sinne von 
Abb. 2b. Er bildet also real eine Losung des Maximumprinz.ips zu (7), die allerdings 
einer nichtkonkaven Profilkurve f (oberhalb der z-Achse) entspricht. Nach der Be- 
merkung im AnschluBanHilfssatz 2 kommt eine solche Profilkurve I als optimale 
Lisung nicht in Betracht.	 0 

x0(T) x0	 x(T)	x0 

b)	 -. 

Abb.2	 - 

SchlieBlich bemCrken wir, daB die erste Phase nicht fehien katn, d. h., es ist not-
wendig t 1 > 0. Andernfalls muBte nach (1a) wegen u0(t1 -k 0) > 0 und x1 (t 1 ) 0 
die Bedingung y= 0 gelten, im Widerspruch zu (11). 

ZusàmrnengefaBt erhalten wir somit folgenden Satz. 

Satz: Unter alien LOsztngen 'des Pontrjaginschen Maximum prinzips zu (7) können 
nur diese optimal .sein, die allein ans den Phasen a) und b) von (14) znsammengesetzt 
sind. Sie berechnen sich, im wesentlichen ans de" Randwert problem (14 b')/( 15). 

5. Zur nunierisehen Berechnung und Eindeutigkeit optinialer Lbsungen 

Der vorangehende Satz bildet cue Grundlage zur Berechnung. optimaler Prozesse 
(x, u) von (7). Ausihnen erhält man uber (3) optimale LOsungen w zu (1) und daraus 
zugeornete optimleProfiIkurven I bzw. mittels () die Berandung ,optimaler 
Gebiete 03. Wir haben somit nur noch das Randwertprohlern (14b')/(15) zu studieren. 
Seine Lösbarkeit ist in Verbindung mit, dem obigen Satz de facto durch Hilfssatz 4 
garantiert. Aus seiner analytisehen Gestalt und geometrischen Interpretation heraus 
ist evident,'daB es invariant gegentiber Parametertransformation ist. Wir können 
unsvorerst a > 0 paramctrisch frei gewahlt denken und damit y3 0. Denn aus (9) 
und (10)sieht man unnittelbar, daB mit einer Losung (x, u, y) des Pontrjaginschen 
Maximumprinzips zu (7) für gegebenes a > 0 nach einer beliebigen Ahnliehkeits-
transformation mit dem Faktor ;. > 0 auch (2, -it, ) mit 2 = Ax, it Au, = 22y 
eine Losung des Poiitrjaginschen Maximumprinzips zu (7) bildet, wenna dort durch 
a = Aa ersetzt w,ird. Diese Cberlegungen beiechtigeti uns m Sinne eines ,,Schiel3- 
verfahrens" das' Randwertproblem (14b')/(15) auf . cin einparametriges Anfangs-
wertproblem zurückzufithren, das fur y3 = — 1 aus deli Forderungen (14b') und den 
zusatzlichen (parametrischen) Anfangsbedingungen x 1 (t 1 ) = h, > 0 (i = 1, 2) be-
steht mit h 1h2 = + 1 (= 7y3 ) wegen (lOa). Unter alien dieser. Nebenbedingung 
genugenden h 1 muB es daun wegen der Losbarkeit utiseres Rand wertproblems s'enig-
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stens ein . Paar (h 1 * , h 2*) geben, für das im Siniie der Abb. 2a die zugeordneten Tra-
jektorien I'1 und P2 im Schnittpunkt P gemal3 (15) die Anstiegssumme Null haben. 
1st (h 1 * , h2 *) eindeutig, so muB nach obigem Satz der zugeordnete ProzeI3 (x, u) not-
wendig optimal seiri zu jenem a, das sich fiber (7d) aus a = x3(T) berechnet. Daraus 
kann man dann zu jedem anderen a.> 0 die optimale Losung von (7) mittels einer 
Ahnlichkeitstransformatjon ermittein, insbesondere also zu a = I (wie es vergleichs-
weisc zu (1') A. Fricke tat). In der Tat erweist sich (h 1 * , h2 *) als eindeutig, vic nach-
stehender, am Ende dieses Abschnittes bewiesener Hilfssatz aissagt.. 

Hilfssatz 6: Zu vogcgebenem y < 0 gibt es hochstens em. Paar (h h,) von An-
/angswerten x1 (t 1 ) = h 1 > 0, x2 (t 1 ) = h2 > 0 mit h1h0 = —y, zu deni (14b') eine 
Losung (x0 , x1 , x2 ) besitzt, die im Schnittpunkt P = (xo(T), x i (T)) = (xo(T), x2(T)) 

• . . zugleich die ' Eigenscha/t t 1 (T) + 2 (T) = 0 hat. Die zugeordnele Konstante a := x3(T) 
ist somit durch y3 eineutig be.stimmt. 

Unter Einsatz cines SHARP PC 1360 wurde zu vorgegehenem parametrischem 
(h 1 , h2 ) unter der Nebenbedingung h 1 h2 = I das Anfangswertproblem (14 b'), x(t 1 ) = 
(i = 1, 2) mittels einer der geometrisehen Deutiing von (14b') angepal3ten Spline-
Methode angenähert'gelost. Sie bsteht darin, I', und "2 durch Korbhogen vorge-
gebener Winkelschrittweit.e zu ersetzen. Es wurden dabei Winkelschrittweiten vom 
BogenmaB 0,001 ben utzt. Sie fUhrten u riter nachtraglicher A hnlichkeitstransforma-
tion auf den normierten Fall a = 1 zu folgenden Resultaten, die auf drei Stellen 
hinter dem Komma genau anzusehen sind: 

V = 0,745;	c = 0,414;	w(0) = h 1 = 0,371;	w(c) = h2	0,752. 
(16) 

Für die optimale Profilkurve t (ti a = 1) ergab sich ihre kartesische Darstellung 
w = w(z) im Sinne von Tabelle .1; für cin Viertel der Randkurve ergab sich fiber (2) 
pine kartesisehe 1)arstellung E2) gemaB Tabelle 2. Diesen, Tabellen entsprechen 
die graphischen i)arstellungen von fund in Abb. 3a und 3b. 
Der Vergleich diéser Ergebiiisse mit denen von A. Fricke - inshesondere (16) mit 
(1') - zeigt im wesentlichen eine nurnerische Uhereinstimmung. Lediglich in den 
dritten Dezimalstellen treten geingfiigige Abweichungen auf. 

Bewei s von Hilfssatz 6: GemkB der einleitenden Bctrachtungen zu Ahsehnitt 5 
können wir ohne Einschrankung der Ailgemeinheit unseren Beweis speziell für 
y3 = — 1 fuhren. AuBeidem kOnnen wir wegen der Invarianz von (14b') gegenüber 
Parametertransformation bei der Beschreibung des Losungstypus b) t = z iiiid 
x0(t) z wàhlen. Mit diesen Normierungen studieren wir 'in parametrischer Ab-
hangigkeit von hi E (0, 1) ein Losungspaar x 1 ( . , h 1 ), x2 ( . , h 1 ) zu (14b') mit den An-
fangswerten x 1 (0, h 1 ) = h 1 , x2 (0, h 1 ) = 11h 1 . Der Schnittpunkt P der zugeordueten 
Trajektorien P1 (h 1 ) ( i = 1, 2) sei in Anlehnung 'an (5) durch 

(L(h
') 

	Ic(h1) h
	 I 1P(h1) =	 --, x1	 = --, x2 ---, hi)) 

gegeben. Nach (10a)gilt für alle z.€ (0, c(hi)12]	
. 

-	x1(z, h 1 ) x2 (z, h 1 ) = cos 1 (z, h 1 ) + cos 2 (z, h1),	•	 ( 17) 

wobei 1 (z, h 1 ) ( i = 1, 2) den Anstiegswinkel von Pi (h 1 ) im Punkt (z, x(z, h 1 )) be-
schreibt. Die Funktionen x 1 ( . , .) und (., :) hangeri stetig differenzierbar vom 
Anfangswert h 1 ab, ihre partiellèn Ableitungen nach h 1 hezeichnen wir mit. ox1
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•	0,000	0,371 . 0,000	0.752  
0,030	0,517

 0,055	0,567	0,371	0,752 

	

•	0,079	0,601	0,521	0,751	- 

	

•	0,102	0,627	0,577,	0,749	0,371 
0,123	0,648	0,619	0,746	 .	 -. 
0,143 • 0,665	0,653	0,742 
0,163	0,679	0,683	0,737	.	 I 

0,182	0,692	0,710	0,731 
0,200	0,702	, 0,734	0,725	 - 

	

• 0,207	0,706	0,756	0,717	 0	 0,414.z 

	

• 0,214	0,709	0,775	0,709	Abb. 3a) Profilkurve 
0,232	0,717	0,793	0,702	.	. 
0,251 .	0,725	0,814	.0,692	 . 
0,271	0,731	0,834	0,679 
0,291	0,737	0,855	0,665	 . 
0,312 . 0,742	0,876,	0,647  
0,335 .. 0,746	0,898	0,626 '	S 

0,359	0,749	-0,921	0,601  
0,384	0,751 -	0,945	0,567	 o,i---------------------------
0,414	0,752	0,970	0,517 

1,000 -0 0,371	 .	. 
Tâbelle 1	1,000+0 0	 . 

Tbel1e 2	 '	 0	 o, 
Abb. 3b) Erzeugende Kurve 

bzw Oq,. Damit resultiert'aus (17) durch partielle Differentiation nach h1 

	

•	

•	 x1(z, h 1 ) x2 (z, h 1 ) + 6x2 (z, h 1 ) x1 (z, h) .	
•	 (18)= -sin q 1 (z,h 1 )591 (z,h l ) - sin 92 (z, h l ) ç2(z,h1). 

Nach der geometrisehen Interpretation von (14b') ist der Betrag der ,Krummung 
von f'1 (h 1 ), d. h. k(z, x 1 (z, h1))I, eine bez. h 1 streng monoton falleiide Funktion, so 
daB &p 1 (z, h 1 )	0 gilt. .Andererseits ist der Betrag der Krurnmung von I'2 (h 1 ), d. h. 
x(zx2 (z, h1))I, eine bez. h 1 streng monoton waehsende Funktioii, so daB 2 (z,.h 1 ) ^. 0 

gilt. Aus den gleicheh Orlinden ist sehlieBlich 6c(h 1 )	0, x,	0 und 6x2	0.
tJnter Beachtung von 91 (z, h 1 ) > 0 u'nd 2 (z, h1 ) <0 ergeben die vorangegan'genen 
Vorzeichenuberlegungen aus (18) 6X 1x2 + 6x2x1	0 und wegen x 1	x2 ind ôx	0 
auch	 ,	 •	 , 

•	(ôx1+ 6X2) XI :_5 . 0' •bzw. 6x1 + 5x2 ^ 0. 2)	•	 +	 (19) 
• UnterVerwendung der T j 16,l3t'sich bei fixiertem h 1 das System(14b') auch in der 
• folgendenGestalt schreiben:	S	 '	 •	 '• S	 - 

•	•	d sin 2	 d sin q1 
dz 	X2 = - dz	 1	 (20) 

2) In einer Umgebung von z = 0 gilt bier sogar das Zeichen  < ", wie man unmittelbar aus den 
Anfangsbcdingungen ersieht. .
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Die zugehorigen Randbedingungen schlie8en ein die Eigensehaft 9(0, h 1 ) = 
iind 922(0, h 1 ) = 0. Damit resultiert aus (20) nach Integration von z = 0 bis c(h1)/2 

c12	 c/2	- -	

x1(z, h 1 ) dz = — sin 922 (z, h 1)I'2 ,	f x2 (z, h 1 )dz = —sin q 1 (z, h.1)2 

Differenzieren wir these beiden Gleichungen nach h 1 , so erhalten wir C/2 • h) dz + 1 (	h1) () =	d922(c/2, h1) 

	

c/2	
(21) 

• f c5x2 (z, h 1 ) dz + x2 (--, h 1 ) ô (j-) = —cos 921 d92 1 (c/2, h1) 

•	Wegen ox 2 f:-^ 0 und be ^ 0 resultiert hieraus zunächst 697,	0 Durch Addition der 
.	beiden Gleièhungen von (21) entsteht 

c/2 

f [bx,(z, h 1 ) + 6x2 (z, h 1 )] 1z + [ (j , 1) 
+ x2 (f h1)] (jr) 

•	 0	.	 (21-) 
-	

d922(c/2,h1) dq1(c/2,h)1.	S 

— .COS 922	
dh1	

- CO5 
991 dh1 

Unter Becht'ung von (19) - einsehlief3lichder zugebrdneten FuBn&e - ist wegen 
0 die Jinke Seite von Gleichung (21') kleiner als Null, also 

0>	00592, 
d922 (c/2, h1)	

, d
921 (c/2, h1)	 (22)

dhl dh,

Wir ziehen aus (22) zwei Folgerungen: 
1. 1st für h 1 iii P(h 1 ) zugleich cos 92 1 (c/2, h 1 )= cos 922 (c/2, h 1 ), also Randbedingung 

(15) erfullt, so gilt dort mit c = c(h1) 

d[92 1 (c/2, h 1 ) + 9,2 (C/2, h1)]	0	 (23) 
•	 dh1 

2. Gilt für h 1 in P(h 1 ) die Relation 92i1-> I922 ' also cos P1 < COS q, so ist .wegen 
d921 (c/2, h 1 )/dh 1	0 nach (22) auch Bedingung (23) erfullt. 

Beide Folgerungen drücken zusammen für die Hilfsfunktion A( . ) = 921(c(.)121 .) 
+.922(c()12, •) die Eigenschaft aus, streng monotori wachsend zu sein, êomit kann 
eshöehstens ein h 1 E (0, 1) geben, für das z1(h 1 ) = 0 und damit R.andbedingung (15) 
gilt. Damit ist Hilfssatz 6 bewieseti I 
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'ERRATUM-to	. 

On a Singular Part of an Unbounded Operator  

S.OTA	 .	S 

In the above-mentioned paper (this journal 7 (1988), 15-18) the correct text is as 
follows:	

S 

on p. 169 read	instead of 2(A*); 

on p. 164 read E !b(A*) instead of E ..b(A*); 

• on p. 182 read Theorem 2 instead of Theorem 4.	- 

S -	 -	
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