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• Höhere Integrierbarkeit und Regularitat für eine Kiasse 
Ireier Rand wertprohleme 

M.FUCHS	 S 

Es werden Funktionen U: B+	E R5 : lxi :5: 1, x 	01 -	der Sobolev-Klasse H'P be-
trachtet, die das Variationsintegral f. iDvi P dx für eir p, 2	p	n, unter der Nebenbedin-

- 
gung Im (v) c G und der freien Randbcdingung v(x) € E für x €	mit z' = 0 lokal mini-
mieren. Hierbei ist 0 der Abschlul3 cines glatten Gebietes 0	und Z eine kompakte 

:	JJntermannigfaltigkeit in G. Es wird hohere Integrierbarkeit bis zum freien Rand gezeigt; 
im konform-invarianten' Fall sind die Minimanten Holder-stctig bis auf	a (x: x" = 0). 
Pacc1aTpIIBaIoTca 4yiiiuuri U: B+ . -. = {x € R: lxi	1, x'	O} --> G iuiacca C060iieaa HI-P,

- wDTopbIe ' ;IoicaJlbHo MUHflMH3flOT napliaulaoHuhlfl HilTerpaJi flDvi P dx ApH HCKOTOpOL'O 
B 

p, 2 p n, nog aonoJlHuTeJlhIII,IM CJ1OBHCM un (v) 0 it nog cBo6oxuiusI rpaFIHIII1M 
yc.uoniiei v(x) € .' T Jjfl x € B+ c xn = 0. 3iec G - 3aMh1IaIIHe rJ!aloü o6JJacT11 G L RN 
H. E — FoMnaxTlfoe ,noMuoroo6pa3ue B 0. JloKa3bluaeTcn ' Bblcwaa itlrrerpilpyeMocTb o 
c13060mioü.. rpaiiitill; B uolI()opMtIo-ltHBapI4aHTlIoM criy'iae MllIIllMHTbI iienpepuui no 
L'eimaepy jo ØB a {x: x" = 01.  

• 'Functions u: B+ := {x € R: lxi	1, x"	0) -^, of Sobolev class Hi P are conisderd which 
locally minimize the variational integral f iI)vIdx for some p, 2 'p	n, under the side 

-	 8 

condition Im (v) and the free boundary condition v(x) € 1' for x € kB+ such that x' 0. 
Here 0 is the closure of a smooth domain 0 RN and E denotes a compact stibmanifold 
contained in d. Higher integrability up to the free boundary is proved; in the conformally 
invariant case minimantg are Holder, continuous up to	a (x: x" = 0). 

0. Einuiihruiig	
• 

Gegenstand der Arbeit ist die Eintersuchung des Veihaltens 'vektorwertiger Funk-
• tionen, die em freies Randwertproblem mit zusätzliche,r 'I-lindernisbedingung Ibsen. 

Genauer betrachten wit, für Exponenten p € [2, n] Abbildungen 

u:B1 (0) := {z € R": z" >0, jzj < 1} —i.-G 

der Sobolev-Klasse H' P und ein Funktional der Forni 
•	

•

 

E(u) := f lDuldx,	• 

B,(0)	 -	 S 

'wobei u diese p-Energie lokal minirniert unter alien Funktionen v: B1 (0) G, 
weiche die freie Ranclbeclingung v(x) € S fir x E 3B1 (0) a Re— ', erfüllen. Hierbei ist 
G ein glatt berandetes Gebiet in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit 1', und S 
bezeichnet eine Unterinannigfaltigkeit von Y mit S G. Da alle zur Konkurrenz 
zugelassenen Funktionen v ihr Bud im Abschlul3 von 0 haben, sind wir gleichzeitig 
mit cinem Hindernisproblem ko'nfrontiert., Die, zugehorige (partielle) Regularitäts-

S	 •	 •	

• 

N	-	 S
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theorie bei. Diriehlet-Ranciclaten und im Spezialfall p = 2 wurde von DuzAAR tind 
dent Autor in [D], [D, Fl], [D, F2], [F 1-5] ausfuhrlieh besehrieben. GORNIK [Go] 
zeigte. innere Regularitat im konform mvarianten Fall p = n; und in .[F6] wurde 
vom Autor folgende Abschatzung für die innere Sin gularitätenmenge Sing beim 
p-harmonischen Hindernisproblem bewiesen: 

IL - dim (Sing) n - [p] - 1,/ails p <n— 1, 
Sing ist diskret /ürp	n - . 

Dagegen ist die Regularitatsfrage am freien Rand bisher wenig untersucht. Am 
besfen bekannt ist das Randverhalten von Minimalflächenund Flachen vorgeschrie-
bener mittlerer Krummung wie es von GRUTR, HILDEBRANDT, JAGER, JOST, NITSCHE 
und anderen beschrieben wird, man vergleiçhe hierzu etwa [G, H, N] Oder [J 1] und 
die dort zitierten Arbeiten. Allerdings sind die benutztèn Argumente zweidinien- 
sionaler Natur und erlauben kaum éine Ausdehnung auf aligemeinere Situationen. 

1)as freie Randwertroblem Mr harmonische Abbildungen (ci. h. p = 2, G = Y) 
wird erstnials von BALDES [B] angegriffen mit folgendem Ergebniá: ist die ,,Stiitz-
fläche" S total geodatisch und hat die betrachtete Minimalstelle ihr Bud In einer 
sogenannten regularen Kugel, so gilt ein Randregularitatssatz. In [G, J] wird dieses 
Resultat veraligemeinert, uberdies wird mit einem Beispiel belegt, daB ohne Em-

•	schränkungen an die Geometrie singulare Randpunkte auftreten konnen. 
Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Grundzuge einer partiellen Reguláritats-

theorie am freien Rand zu entwiôkeln. Ausgangspunkt ist die in [F6] beschriebene 
Technik der partiellen höheren Intègrierbarkeit, die züm Beweis des folgenden 
inneren Regularitatssatzes für das p-harmonische Hinclernisprobleth fiihrte: 

Es gibt ein e abluingig von geometrischen Date?a mit der Eigenscha/t, daf3 aus 
7P" f IDuI < 

B,(z) 

/ür eine Kugel Br(X) die Stetigkeit der,Minimalstelle u lokal bei x /olgt 

Die Kleinheit der , skalierten p-Energie liefertnänilich mit der Monotonieformel und 
dem Fortsetzungssatz (vgl. Absclmitt 2) einen Ersatz für die Caccioppoli-Unglei-
chung:

fIDuI' dz	-  --
J IVuIdz + -- f iu - (u)2eIPdz 

B,(y) 
für Raciien t f-, r/2 und Punkte y nahe x, also Du E LP+6 lokalbei x für ein geeig-
netes 6 > 0. Where Integrierbark-eit kombiniert mit dem Eiilersystem hit u impli 
ziert dann x E Reg (u), für die Einzelheiten sei auf [F6], Kapitel 5, verwiesen. 

Wir zeigen in dieser Arbeit (vgl. Satz 2), daB part .ielle höhere Integrierbarkeit 
auch am freien Rand gilt: Lost u das eingangs beschriebene Problem, so impliziert 
die Kleinheit von f IDu' dx höhere Int.egrierbarkeit von Du auf B' 2 (0). Im kon- 

B(0) 
form invarianten Fall p n ergibt sich als Korollar die Holder-Stetigkeit von u 
am freien Rand. Die Beweismethode benutzt eine Version der Monotonieformel bis 
zum freien Rand und den aus [F6] entnomnmenenFortsetzungssatz. Es sei noch 
bemerkt, daB höhere Integrierbarkeit am freien Rand mit den Argumenten aus [F6] 
(Beweis von Theorem A) sofort partielie Randregularitat liefert, wenn man das für 
Minimaistellen auf B 1 (0) gultige Eulersystem durch Spiegeln auf die ganze Kugel 
fortsetzen kanu. 

1'
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•	1.' Bezeichnungen und Ergebnise 

Es sei 1' eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, die wir uns in den Euklidischen Raum• 
•

	

	R' eingebettet denkèn. In Y sei ein beschränktes, glatt berandetés Gebiet G vor-
gegeben mit O= Y, und S bezeichne eine kompakte Untermannigfaltigkeit von Y. 
EsgelteSc. Fürn2seien	 .5	 - 

R°:= {xE R':x'3 >O),	T:= R°' = R'.x{O}cR". 

1st B eine Kugel in R", so stehtB für B h R+". Wir betrachten für p € [2, n] fol-
gende Funktionenklasse	-	 S 

Oc 
-	

= {u € H(R,, Y): u € H1P(B + (0), Y) fur alle r	0 mit u(x) € G 
auf	und n(z) € S auf T}.	 S 

Funktionen der Kiasse E respektieren also das Hindernis und bilden die Hyper-
ebene T auf die Untermannigfaltigkeit S ab. SchlieBlich sei I: R11 x R'' x RnR —* [0, oc) 
eine Caratheodory-Funktion, die mit Konstanten .)., A > 0 folgende Ungleichung er- 
füllt:

IQI <—/(x,y,Q)	A IQJ,	(x,y,Q)E I1x R'xR'. 

Für D c R" u T und u € L' seien	 - 

S 

flu, D) := f /(., u, Du) dx,	E(u, D) := f J DujP dx. 

Definition: u E E heiBt lokal F- (oder E-) minimal falls 

/	 F(u, B,(0)) ^5 F(v, Br(0))	' (E(u, B, + (0)) ;5 E(i, B,.+ (0))) 

gilt für. alle Funktionen v. € Z mit u = v auBerhalb einer Halbkugel B(0). 
"	Wir forniulieren jetzt unsere Ergebnisse	 • S 

•

	

	Satz 1 (Konform invarianter Fall p = n): Es sei p = n und u € L' lokal F-mini- 
mat. Damn .gibt es einen Exponenten q > n *it Du € LQ(Br(0)) für alle Radien r, 
insbesondere ist u Holder-stetig bis zum /reien Rand T.	 S 

• Satz 2 (Partielle höherelntegrierbarkeit): Da.s Gebiet 0 sei so beschaf/en, dap die 
N&hste-Punkt-Prpjektion G -* S wohidefiniert und glalt ist. u E Z sei Mal E-mini-
mal. Damn gibt es e > 0 und q > p abhangig von geometrischen. Daten mit folgender 

•	Eigenschaft:	 -	 S 

1st E(u, B1 (0)) < e7', so /olgt Du € L(Bj2(0)) , und für Kugein Br(X), XE Bj2(0), 
r	1/20, gilt die umgekehrte Holder-Ungleichung	 S 

•	 ( + jDu1dz''b7 :!E^ C
(BjO,(x)

DuIPdz\".	S 

/ 	/	 S 

Be.merkuiigen: 1. Die Existenz einer glatten,. Nächsten-Punkt-Projektion 
G -* S 0 folgLzum Beispiel dann, wenn 0 eiiie kleine Tubenumgebung von S 
ist. 2. Statt E kann man in Satz 2 allgemeiner zerfallencle Funktionale vorn Typ 

f A( . , u, Du) P/2 dx mit A(x, y, 9) = aap(x) B' 1(x, y) Q'QSI 
S 

zulassen.	 -	S	
• 

S	
S
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2. Vorbereitende Ililfssätze 

Von entscheiclender Bedeutung 1st der folgende 
Fortsetzungssatz: Mán/indet Konstanten y = y ( p ) E (0, 1] und t1, x, und 

K > 0 abhangig von p, den Dimensionen und der Geonietrie wie folgt: 
Sind op E H' P(Sr', G) und a E R' vorgegeben mit 

E(q, Sr'') (W(, Srfl_1))	sY+lr(I+Y)(fll)P 

für ein Ô < s < e, so /indet man eine F'ortsetzung 0 E I1' P(B', ) von ip mit der - 
Energieabschdtzung 

E(ct', Br")	K(erE(, S-') + r'_Ps_W((p, S")}. 

Ilierbei wurde gesetzt E(ip, •) := f I DWI P, W(, •) := f Jv - al P, wobei die Integration 
ither den Dé/inition.sbereich vonV auzufithren. ist. 

Für den Beveis verweisen wir auf [F6], Kapitel4; der Spe.ialfal1 p = 2 wird 
in [D, F2] (liskutiert I 

.Dei folgencle Hilfssatz besehreibt clas Verhalten der skalierten p-Energie als 
Funktion des RadiUs. 

Monotonieforruel: Sei u E I lokal B-minimal, U bezeichne die gerade -Fort-
setzung von u au/ R". Dann gilt mit einer geeigneten Konslanten C 

e(U; B,(x)) := t	f JDUJ P dz< Ce(U, B3(x)) 
B,(x) 

für alle t	und x E It".	 - 

Beweis: Sei x € R". Für s < x" gilt die Ungleichung nach [F, H], Lemma 8.2. 
Tm Fall von Randpunkten x = (x', 0) hat man entsprechend. 

e(u, B(x'))	Ce(u, B3(x')),  

vie die folgende tber1egung zeigt: Sei Sr := B(x') - T. Nach [Mo], Theorem 
3.6.1 (c), ist u Is, € H' P(S7 , C) fill- fast alle Radien r. Sei ohiie Einschrankung 

= 0. v(z) := u(rzJJ z l), Z € Br(X'), ligt dann in H'P(Br(x'), G) tiñd die Spur von 
v auf T hat Bud in S. Mithin ist v zulssige Vergleiclisfunktion, und die Minimalität 
von u fiihrt auf (1). Durch Kombination der beiden Fälle erhält man clas ailgemeine 
Resiiltat. Seien clazu x mit x"> 0 uncl I <s fixiert. 

Fall 1: t	X". Für s	x" ist nichts zu zeigen, wir bet•rachten deshalb den 
Unler/ all a: x"	s 15^ 2x". Es ist 

e(tJ, B, (x)) ;5 C (U, B,. (.7))	Ce(U, B3(x)), 

wobei wir hier und nachfolgencl mit dew Symbol C allé Konstanten bezeichnen, die 
nur von absoluten Parametern abhangen.	. 

Unterf all b: s> 2x". .Dann gut 

e(U,Bg(x))	Ge(U, B(x)) < Cxn'" f lDul'	. 
B(z) 

Cs	f Du' Cs" f I DuI P CO, B23(x)). 
(I)	B30(c)

 

B-' (x)

4
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Fall 2: t > xz . Atis B(x)	B3 1 (x') folgt 

•	 e(U, Bg(x))	Ctp-n f I DuI P	Cs' f IDuIP 

Cs	f IDuI < Ce(U,B43(x)). 
/	 41 (X)	 S 

- Insgesarnt ist darnit bewiesen 

•

	

	/	e(U, Bt (x))	Ce(U, B4, W) 	1 <s,. x E R" u T.	 •(2) 

Trivialerweise gilt (2) mit einer anderen Ionstanten C, wenn rechts die Kugel B3(x) 
gwah1t wird: 1st nämlicli s > 1, so hat man irn Fall s	41 offenbar e(U, B(x)) 

Ce(U, B3 ()). Gilt s > 41, so benutzt man (2) mit s' := 4 1s I 
3. Bewis von Satz 2	

5	 - 

Seien z E B/ 0 (0) u T iincl I E (0, 1/20) orgegeben. Es gelte 
/

f DujPdx < Ev,	 S	
'	 (1) 

B 1 (0)	 S	
0 

mit einem spater festzulegenden E >0.	 - 

Fall I :z" > 2t. Bezeichnet dann A den Mitteiweit von .0 fiber (lie innere Kugel 
•	B2(z), so folgt aus (1) uncl der Monotonieformel 

S	 •	

+ J u - alp dx < c1tP" f IDu i P dx	c2P.	 I 

•

	

	Nach ;Fubini uncl [Mo], Theorem 3.6.1 (c), existieit ein Radius s E [1,21] mit 
it E H 1.P(8B3 (z), G) und  

•	

.	

E(u, eB3 (z))	c3t1E(u, B2(z)), 

•	 W(u, eB3 (z)) <c3t 1 HT(u, B2(z))  

• (Notationenaus clem Foit .setzungssatz). (2) und (lie vorstehende Rechnung ergeben 

S E('a, 3B3 (z)) W(u, B8(z)) jP+(1 —n)(y+ 1)	
S 

und die Voraussetzungen des Fortsetzungssatzes sind erfüllt mit der Wahl 

	

(c4ô_Y_ 1 E ( Y +I)P) h/, vorausgesetzt man wählt E so klein, daB ë	e ausfällt. 
Dann gibt es eine Funktion Tt € H I I)(B8 (z) , G) mit Raudwerten uuncl	•	 -. 

• E(i, B3 (z))

	

	K{ëtE:(u, aB3 (z)) ± 1' P	W(u, B,(z))} 

:5 K{E(u, B2 (z))± E1 1'W(u, B2(z))}. 

Die lokale Minimalität von . 0 inipliziert E(u, B8 (z)) :!i: E(, B3 (z)), uncl dureh'Korn-
bination mit der vorstehenden Ungleichung fblgt 

••	 + I DuI P dx :!E^: C 5 g + Duj•dx + IPE. + Iu - ai r dx}.	 (3) .' 
-	B,(z)	 B,,()	-	 \	 S	 •
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Fall 2: 0	:^-, 2t. Sei .jetzt a der Mitteiwert von U uber B8t (z'), wo 2' vie vorhin 
die Projektion von z auf die Hyperebene T ist. GemäB Bj (z)	B4j (z').ist mit s	4t 

fiDuV'dxflDUIdx. 
B,-(z)	 B(z')	 S 

Aus-der Monotonieformel erhalteri wir mit (1)	- 

e(U, B23 (z'))	ce(U, B112 (z')) 	c7E(u, B1+(0)) 

und wie in Fall 1 findet man einen Radius r € [s, 2s] mit 

/IR,(z') E H1.P(aB(z'), ), 
sowie	 S 

•	 E(U, &Br(Z')) S c88'E(U, B(z')), 
w(u, aBr(z'))	8-1W(U, B23(z')). 

Es bezeichné E die affin lineare Transformation, die Br"(z') auf B1 '(0) abbildet mit 
E(z') =0 und 11 sei .die stereographische Projektion S' -* R'' vom • Sudpol. 
Man setzt  

U(x),	 x E aB'(')', x' ^ 0, 
(x) :=	(u (E- 1'(H-(E(x))))),	x € B-''. 

Offensichtlich gehort 4p zum Sobolev-Raum HIP(aBr S (z), S ) mit Bud (r)	S. 
Mit einfacher TransfOrmation impliziert (4)	 S	 - 

SPU-v+1)E(92, aB + (z')) . w(,, aB+(z'))r 

•	< c9e(U, B(z'))( f U - al dxv' 
-  

cjoe(U, B23(z'))i+Y :-5 	+1)=	 - 

Da die Volikugel Bi-Lipschitz äquivalent ist zur Halbkugel, kain 'man den Fort-
set.zungssatz anwenden, vorausgesetzt c1j E(l +Y )P ^ 13Y+l, und erhält eine Fortsetzung 

vonmit	 I 

-	E(u, B(z')) ' ;5 E(, Br(z')) 5 KE(U, B(z')) + sPrW(U,B)}. 

•	Schliel3lich benutzt man B23 (z')	B10 ,(z) sowie' 

'fl u — a I dx	c12 f I  - (U)10iIdx, 
•	B,,(z')	 B.1(z)	 - 

was letzteñdlich auf die Alschätzung 

+ IDU P dx c13 Ig	IDUI P dx +	U	(U) 10 !}	(5) 
R(z)	•	 B,,(z)	 B1,,()	•	 - 

fflhrt. Vergleicht man dieses Ergebnis mit (j),. so'sieht man unmittelbar daB (5) 
für alle Punkte z E B112 (0) und Radien 0 < I < 1/20 richtig ist. Mit einer Variante 
von [G], V, Prop. 1.1, folgt sofort die , Behauptung, wenn man c und damit 9 ge-
nugend klein wählt.	 -	•
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4. Beweis von Satz 1  

Fur kleine Radien R kann man E(u,'BR(0)) <e" mit noch zu bestimmendem a 
erreichen. Sei d := (list (., S) die Abstanclsfunktion zu S gemessen in der Mannig-
faltigkeit Y. d ist Lipschitz, also gehort v := do U zu #(R") mit VIT = 0. Für 
z € B 12 (0) u T.und 0 <t <R/20 unterscheiden wir wie vorhin die folgenden Fdlle: 

Fall 1: z'1 > 2t. Dieselben Rechnungen Nvie im Beweis von Satz 2 1 iihren auf Un-
gleichung (3), wenn man F(u, B3 (z)) ^ F(, .88 (z)) beachtet und die * Elliptizitdt des 
Funktionals 1 ausnutzt 

Fall 2: 0' 15: z"	2t. Jetzt wählt man den Radius r € [.s, 2s] so, daB neben (4)
auch noch die Bedingung osc v < const . a erfullt ist ., was naeh einer Varianto des 

Courant=Lebesgue Lemmas (vgl. [J2], Lemma!) moglich ist. Für genugend kleine 
Werte von. a folgt sodann, daB UISB,(Z') Bud in einer geeigneten Tubenumgebung 
von S hat, auf der die Nächste-Punkt-Prôjektion C erklärt ist. J)ies'liefert (5)mit 
denselben Argumenten wie'oben. 
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