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Zum Vergleieh versehiedener Dualitätsbegrifle aus der Sicht 
der Steuerungstheorie	. 

S. Picxcii&nr 

Es wird der Vergleiph zwischen verschiedenen Dualitätsbegriffen aus der Sicht der Steue- 
rungstheorie gefuhrt. Es wird gezeigt, dal3 tinter schwachcn Regularitsitsannahmen die Kon-
zeptionen im Sinne von R. T. Rockafellar [6] und J. Hersch [3] mit der von R. KLÔTZLER [5] 
ubereinstirnmen, wenn man in letztgenannter einen linearen Ansatz für die zulassigen Ele- 
mente wählt. 
CpaBHMBaIOTC paaJlnuHbie HOHHTHH ABOtICTBeHHOCTH C T011fll apesin TeopnH onTHMailbHoro 
ynpaBJIeHnn. fIoa3HBaeTcH, 'iTO fl}l c1a6bJx	 0 peryinpocu HOHUen[ 
BcMbIcJle P. T. PoHae1apa [6] u H. Xepwa [3] COBnaAaEOT C ABOt1CTHC1lllOCTblO B cMhlce 
P.' HIeTu1epa [5], ecu B nocieiieft BhlGHpaeTcs jnuieibian 4opMynhIponKa jrn JOflCTUMblX 
ajIeMeilTon. 
Several conceptions of duality from the view-point of optimal control theory are compared. 
It is proved that under weak regularity assumptions the conceptions of R. T. Rockafellar [6] 
and J. Hersch [3] are in accordance. with the conception of R. Klötzler [5], if we choose a 
linear, statement for the admissible elements in the last conception. 

1. Einleitung 

In den verschiedensten Anwendungsgebieten, in denen die betrachteten Probleme 
als Extremalaufgaben formuliert verden können, spielen Paare dualer oder kom--
plernentarer Extremaiproblerne eine Rolle. Für Probleme der Physik und Mechanik, 
'die auf lineare Rand wertaufgaben fuhren, 1st (lie Charakterisierung der Losung 
durchkoinplenientare Extremalprinzipien sehon lange bekannt, vgl. [8]. Für regulare 
Variationsproblerne entwickelte K. FRIEDRICHS [2] 1929 eine Dualitätskonzeption, 
die von R. T. ROCKAFELLAR [6] sowie J. EKELAND ñnd R. TEllL.&ii [1] verallgemeinert 
wurde und auf konvexe Variationsproblerne anwendbar ist. Der von R. KLöTZLER 
[5] für Steuerungsprobleme entwickelte Dualitatsbegriff uberwindet these Konvexi-
tätsannahrneh. Das Ziel der .vorliegenden Arbeit besteht nun darin, den Zusammen-
hang zwischen verschiedenen DuaIitätskonzeptionn aus der Sicht der Steuerungs-
theorie herzustellen. 

2. Zuin Begriff der Dualität von Extreinalaufgaben 

Es'sei die primate .Aufgabe injolgender ailgerneinen Gestalt gegeben: 

/(x) —* ml! bez. aller x E X,	 (1) 
vobei X eine beliebige Menge und / ein auf dieser Menge definiertes reelles Funk-

tional ist. Dann ist. die Aiifgabe 

g(y) --* sup! bez. aller y E F,	 (2)
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wobei g ein auf der Menge Y gegebenes reelles Funktional ist, eine duale Aufgabe 
zu (1), falls	 - 

g (y)	f(x) für alle x e X, y E Y	 (3)	- 

gilt. 1st die Gleichung 

SUP {g(y) I y E Y} =irif{f(x) I x E X} 

erfullt, so sprechen wir von starker Dualitdt zwischen primaler unci dualer Aufgabe. 

3. Zusammenhang zwischen Fenehel-Rockafellarseher und Klötzlerscher Dualitäts-
kOnzeption 

Die primale Aulgabe sei in Form eines Steuerungsproblems in Dieudonné-Rwthevsky-
scher Form gegeben: 

(P)	F(x, u) =f r(t, x(t), u(t)) dt - ml!,	Q 

bez. aller x E W1(Q)1) und u E L1r(Q), dip den Bedingungen 
x(t)	g(t, x(t), u(t)) f. ii. auf Q (a = 1, . ., 
x(t) E X(t) aufQ,	 S 

u(t)€ U	f. ii. aufQ, UE comp (R'), 
x(s) = x8 auf aS2 (Q - Rand von Q) 

genügen. Dabei seien Q und 0:= {(t, ) t€ Q, E X(t)} strenge Lipchit.z-Gebiete 
im Sinne von C. B. MORREY und S. HILDEBRANDT [4] und die auftrétendén Funk-
tionen r und g seien stetig bez. aller Argunente. Es existiere ein zu (P) zulassiger 
ProzeB (x, u). 

Nach R. KLOTZLER [5] ist die Aufgabe 

(DK )	L(S)= inf f S(s, (S))'r e(s) do(s) -*'sup! 
eEg 

bez. aller S E S,	 0	 - 

{s E Woo (G)	S(t) + X(t, , V(t, ))	0 auf 

:= {x € W1 '(Q) I x(s) = x8 auf Q} 

eine duale Aufgabe ZU (P). Dabei sei e(s) der nach aul3en orientierte Normalen-
einheitsvektor an Q in s. 

Wir wollen die Aufgabe (P) nun gemaB Fenchel-Rockafellarscher Konzeption 
dualisieren. Dazu transformieren wir das Steuerungsproblem (P) gemaB [6] in fol-
gendes ailgemeine Variationsproblem: 

(V)	f L(t, x(t), P(D) x(t)) dt -* inf! bez. aller x E 
o 

1) W1fl(Q) bezeichnet den Vektorraum der n-dimensionalen Vektorfunktionen des Lt2(92), 
die fast überall in Q differenzierbar sind und deren Ableitung in L"(u?) liegt.	-
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wobei gilt

L(t	w)- 
Jinf {r(t,,v):v € Umitw = g(t,,v) falls (t,) € G} 

- loo falls (t, ) 0 oder {v E U: w =g(t, ,v)} = 0 
unci	 - 

P(D)x =(_xT,...,_ X  )T. 

Wir betrachten nunmehr den Fall x8 = Oaiif a.Q, iiuf den der aligemeine Fall leicht-
zuriickgefiihrt werden kann. 

•	Die Fenchel-Rockafellarsche Dualitatskonzeption ist anwendbar, venn folgendes 
gilt:	•	 S	 -	 • 

•	A) L 1st eine Caratheodory-Funktion, d. li. L( . , , w) ist rnet3bar für alle (, w) 
E 1t1 x ROTh und L(t, ., .) unterhaibstetig für alle-t € Rm. 

B) L	+00, L(t, ., .) konvex auf Rn x R m für alle t € Rm .und L(t, x(t), P(D) x(t)) 
2! c(t) für alle x E E (N € L, (Q)). 

C) fist.konvex. 
• Sind diese Voraussetzungen erfiillt, dann it nacli[6] die Aufgábe (V) wohidefiniert 
und es gilt die Aquivalenz der Probleme (P) und (V) im Sinne der Gleiehheit der 

'Infima.	•	 - 

•	Anmerkung 1: Bedingungen daflir, daB (P) die Voraussetzungen A, B und C 
erfiillt, smd in [6] angegeben. 

Die Voraussetzungen A, B und C setzen wir .als erfüllt voraus. Wir dualisieren 
nun (V). Dazu sei 

Y = W l.t (Q)XL 1 mn (Q),	Ax = (x,.P(D.)x),	-	S

N - die Indikatorfunktion zur Menge g, 

O (p ) = f L(t, p(t)) dt für p € Y.
 

SQ	
S 

Mit diesen Setzungen ist (V) identisch zum Problem 

(R.)	N(x) + 0(Ax) --> inf! bez. x € W11"(Q). 

Laut Fenchel-Rockafellarscher Theorie erhalten wir dazudas Dualproblern 

(DR)	L_N*(A*p*) - G*(_p*) --sup!' bez. p* € '*•	S 

Wir berechnen nun für die konkrete Aufgabenstellung die in (D 1 ) auftretenden Aus-
cinicke.	 •	 - 

1. Nach [1: Prop. 1.2/S. 78] gilt	
S 

-	 G*(_p*) = f L"(t, p*(g)) dt	- 

und nach Definition der Fenchel-Konjugierten einer Funktion ist 

L*(t,	= sup {T* - L(t, ) I € 1t"'"'}.	- 

/	
-	 S 

Somit ist	 - 
•	 L*(t, p*(t)) = sup {po*(t)T + p*(t)T w —L(t, , w)} 

(E.w)ER1-m
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mit 
•	 p*()T	(po*(tYi', p1*(1)T,	, Pm(tY) , 

	

= (p1*(g)T,	., pm(t)') ,	p*(t)T = (2 I * (g), •, p fl*() ) ,	 - 

und nach Definition von ' L ergibt sich 

L*(t , p*(e)) = sup	+ sup { E p *(t)l q(t	v) - r(t, v)}] 

	

€X(t)	 VEU	=1 
Führen wir an dieser Stelle die Hamilton-Euniction, 

•
mit

X(t, , p) = sup {_r(t , v) ± p*(t)T g(t, v) v E u} 

eiri, sPergibt sich 
L*(t , _p*(t)) = sup[ _p.* (t)T + X(t, , _p*(t))	E X(t)]. 

2; Wir bestininien nunmehr. den Ausdruck N*(A*p*) . Nach Definition ist 
N*(A*p*) = sup {(A*p*, x) - N(x) I x E W11'(Q)}. 

Hierbei bezeichnet (., .) das innere Produkt in W1 (Q).Weiter ist nach-.Definition 
des adjungierten Operators -	- 

sup {(4*p*, x) I x E } = sup'{((p*, Ax)) I x E }; 
wo .,.)) das innere Produkt in Y bezeichnet. Damit erhalten wir 

N*(Ap*)	sup i f {poS(t)T x(t) + p*(t) P(D) x(t)} dt x'E 

Nit den unter diesen Punkten 1 und' 2 berechneten Ausdrücken lautet also die 
im Fenchel-Rockafellarschen Siime duale Aufgabe zu (P) folgendermal3en: 

sup {f (po*t T x(t) +p*(t)T P(D) x(t)) dt I x E K •	• 

-f SUP [_p0(t)T +7'(t  , _p*(t)) E X(t)]dt 
0	 - 

•	

---sup! bez. aller p E Y* = [L1 11 +n rn (92)]* = L+nrn(Q). 

• Die Einschränkung des zulässigen Bereiches der Aufgabe (D R ) auf

	

P* 	(p0*, p*) • / 
E L(Q) x W m (Q) fiihrtzu fólgender Darst.ellung: 

•	(BR')	•(p*) := -f sup E:,(t)T ± a(t, ,p*(t))	E X(t)] 1t 

-^ sup! bez. alter p € Wm(Q). 
Hierbei wird beriicksichtigt, daB fo,lgndes gilt: 

sup f (p0*(flT x(t) + p*(t) P(D) x(t)) (it I x E 

	

•	 if	-	- 

•	

= up [i 
O*(t)Tmpg(t)) 

x(t) dt x  

0	falls p0*(t)p(t) f. ii. auf Q. 

• ,
	 cc sonst.
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Zwischen denSuprema der Aufgaben (D) und (D') ist folglich die Relation sup (DR) 

Sup (D') gegeben. 
Wir wollen nun die Aufgabe (D') weiter äquivalent umformen. 

Satz 1: Die Au/gabe (D') ist aquivalent z/olgendem Problem: 

(DL)	j. (z K (t) 1) di -> sup!	.	. 

bez. aller (z*T, P
i 	Pm) € L(Q) x W m (Q) mit 

sup E p;(t)	± X(t, , p) + z*(t)T 14 €	o. 

Beweis: Zunächst kann man im Zielfunktional der Aufgabe , (DR ')den Ausdruck 
f (z*(t)T 1) di für beliebige z € L(Q) addiereñ und gleichzeitig wieder subtrahieren. 

Dann ist

	

	 .. 

P*) 

• . .
	 S	 = —f 

	

sup[
	

*()T . + X(t, ,	,+	(t) 1 'I E X(t)] dl	- 
Q 

+f(z*(t)T 1)dit	 I 

für alle z € L(Q). Gilt nun fur em (z* , p*) € L(Q) x W m (Q) die Ungleichheit 

(t):= sup E	(t)T + X(t, , p( t )) + z*T(t) 1	€ X(t)] + 02) 

- so ist für *(i)	z(t) - 1/mlO(t) die Glèichung 

• N

 
sup	p(t)T + X(i, , p (t )) + *(t)T 1 I € X(t)] = 0 

erfiillt und das Zielfunktional hat die Gestalt 

= (z*, p* ) =	*, p*) =f *(g)T 1 dt. 

• I	Somit ist (Dv') aquivalent zur Aufgabe	S	 S 

f z(t) I di -^ sup! 

bez. aller (z* , p*) E L(Q) x W m (Q) mit 

( t ) = sup	p (t )T ± X(t, , p*(t)) * z*(t)T I	E X(t)J =0.. 

Gelten für em (1*,	) € LIn 	x W m (Q) (lie Relationen	 . . 
00

5(t) <0 fii alle t	Q'9 Q, mes.Q'> 0, 

5(i) =0 aufQ\Q',	 S 

2) InfoIe der Kompaktheitsannahme für X(t) und U ist die Endlichkeit von ó(t), I € Q, 
gesichert.	•	 S •	 S	 •	 -	 S
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dann ist ((* - 1/m5(t) 1),p) zulassig zu (D') und liefert einen grof3eren Zielfunk-
tionaiwert als (*, 

•	
- 1/m5(t) l)T ide = -f 6(1) dt + f 1*(t)T 1 dt > V;(*, *) 

0	 0	 0	 -' 

Deshaib bleibt der Optimaiwert der Aufgabe (D R') unverändert, wenn wir anstelle 
der Gleichung 6(1) =0 nur (lie Ungleichung 6(1)	0 foidern . .Damit ist der Satz .. - 
bewiesen I 

•	Satz 2: Die zu (P) dualen Au/gaben. (D L ) 'und (.DK) stimmen uberein, wenn man 
/ilr S in (DK ) den linearen Ansatz 

S(t, ) = a(t) +E p*ti.	( = i,T.., m) 

mit a 1 = z,,' wãhlt. 

Beweis: Nach GauBschem Integralsatz' it 

•	 V	 inf { f S(s, e(s)) e(s) do(8) l E g  

= inf 
{

0(t)) +	&(t, (t)) &(t )] del L, E gl 
0	 i—I	 V 

= f z r(t) 1 dl	
V 

•	
• Ufl(l	 m	 •	 V 

' S(t, ) + i'(t, , VS(t, )) 
V V•	

=i (zt + i f pi) ± e(t, , p*(t))	0 , 1. U. auf G I 

1)amit wurde gezeigt, dat3 bei etwas verschärften Forderingen an die Regularitht 
der dualen Aufgabe (p* E W] m (Q)) (lie Fenchel-Rockafellarsche Konzeption mit 
der Dualitätskonzeptioii im Sinne von Klötzler ühereinst .immt, wenn man in der 

V 

V dualen. Aufgabe nach Klötzler •einen linearen Ansatz für die zulässigen Elemente 
wählt.	

•	 V	

V V 

4. Die Methode der addit.iven Zerlegung bei Operatorengleichungen	 V 

Die im folgenden bescliriebene Methode wurde in der Literatur in verschiedenen 
Zusammenhangen vorgeschlagen, vgl. z. B. J. HERSCH [3] und M. G. SL0B0DIANsKI 

V [7]. Für lineare Operatorengleichungen kann sic vie folgt beschrieben werden: Sei 
E ein linearer Raum mit innererf Produkt (., .) und X 6in linearer Unterraum von E. 
Die Operatorengleichung 

V	

Ax=/,	xEX,	 V 

besitze eine Losung E X. A sei symmetrisch auf E und positiv definit auf X. Dann 
ist Zx E E eindeutig bestimmt und zugleich Losung des Varitionsprob1ems 

(V1) V 1(x) := 2'(Ax, x) - (/, x) -- ml! bez. x X.



Vergieich verschiedener DuaIitatsbegriffe der Steuerungstheorie	283 

• Eine Moglichkeit, ein kompiementares Extremaiprobiern zu konstruieren, beruht 
auf der Zeriegung des-Operators A der Gestalt 

A=A i ±"•+A r	 -	0 

mit A, linear, synirnetriseh und nichtnegativ, und D(A 1 )	X (i = 1, . :, r). Es gilt 
tier folgende starke Duaiitätssatz.	-	-	-	 - 

Satz 3:Esist	 0 

nun 1(x) = I() = max	(, Av 1 )} = -' (, A)	- 
-	zEN	 V'EY	i1	 ,I=1 

mit	-	 -	- 

Y= IV' =(vi,...,v)IvED(Au)/uri=1,...,r'undEAjv1/}. 

Beweis: vgl. [8] I	 -'	- 

Die Tiberfuhriing der Aufgabe (V 1 ) in ein Variationsprobieni (P) kann nur für 
bestimmte Aufgabenklassen emheitlich vorgenomnieli wercien. Wir betrachten des-
halb eine typische Anwendung. Für / E L2(Q) und eine positive Konstante c studierén 

• - -	wir die Randwertaufgabe  

—alIx- — E a fll ± cx = I in Q - •	 --	- - 

x=O' áuufQ, 
mit.

E = L2 (Q),	X = {x E W2 2(Q) I x = 0 auf eQy=: W2 2(Q) 

A 1 x = —a 11 xj , j ,,	A 2x =	 A 3 = cx. ,	x € X, 

A= A 1 -I-'A 2 + A 31	D(A 1 ) = D(A 2 ) = X,	D(A 3 ) = L2(Q 
und A i symmetrisch und niehtnegativ auf D(A) (i = 1, 2, 3). Dann iautet hierzü 
nach [3, 7] die duaie Aufgabe	 - 

• -,	--	f{	— w	apw2 + w3cwa} dl -+ max! 

bez. ailer (w 1 , w2 , w3 ) € *2 2 (Q) x4T2 2 (Q) x L2 (Q) mit	•	-	0 

.	

—Eaflw2tfl + cw3 = / in Q. .	. 

Das zur betraehteten Randwertaufgabe aqu.ivaiente Steuertingsproblem ist 

--	 N 
• 0

	 F(x, u) = — I (ai1u12(t) + E aapu,(t) u(t) + cx2(t) - 21(t) x(t) ) dl	mm! 
0	 2 

bez. alter x E W2(Q) mit x(t) = u(t) (c = 1, ..., N). 

Diese Aufgabe düalisieren wir im Sinne von R. KLÔTZLER [5]. Es ist 

1	1N	 N	- 
H(l,,v,y) = ---a11 v 1 2 --	avvp	+	+ /. 

	

2	 2. 

0	 0 

/	 . •	 -	
0
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Wegen der Konkavität von H- inv 1 und v2 , ..., v . sind dafiir, daB H in v 1 ; v21 ..., 
das Maximum annimrnt, die Bedingungen 

Il , = 0 =—a 11 v 1 + Yi,	 - 

/	H=0—av+y-	2,:..., N), 
d. h.

N 
y j	a 11 v1 unci y, =	aJ vfl	(j = 2, ..., N)	 '	(4) 

notvendig iind hinreichend. Mit linearem Ansatz fuir S, S	a(t) + y(t); lautet 
•	die duale Aufgabe (DK) 

fa(t)dtmIti! 

bei. aller (a, y) E. Lm(Q) x W'-i(Q) mit m = N, 

K(t,) =(a(t)+y(t))+X(t	y)	O f u aufG 

Wir wérten den Ausdruck K(t, ) ^ 0 (der Hamilton-Jacobischert Di/ferentialunglei-
chung) mitt.els (4) aus: 

N	 1N •	 K(t, ) = ' a (t) + - a1ivi*2(t) + ' -	av(t) v*(t) + a11v,(t) 

	

2	 2 o,fl=2 
.± E av(t)	+ /	0. 2 

•	Notwendigund hinreichend dafür, (la g K(t, ) für = w3 (t), w3 E L2 (Q), das Maxi-
mum annimmt, ist wegen (icr Konkavität von K im 2. Argment die Bedingung 

•	 K(t, )Iv(1) = 0,	 - 

d h: die Bedingung 

—a 1v, —av + cw3 = I f. U. auf S2'  

Setzt man v 1 = Wit,, v = w2, (fi = 2, . . .,N) für beliehige Funktionen W11 W2 

E W22(Q), dann lautet (5)	 S 

—a 11 w1 , - a pW2 + Cw3 = / in 

unci schliel3lich fordern wir, daB hangs u) 3 . der Ausdruck K(t, ) gleicli Null ist, d. h. 
IV 

E a,1 (t) = -__ aji(witt(t))2'	
fl=2 

fi22tp 7- - 
C'W3 (t).	 (6) 

Damit ist (lurch den linearen Ansatz für S,	 •	 • 

	

S	 •	 • 

nut	 -	 ••	

S 

• 
'yj	a11 w1 und yj	apw2i	(j = 2, ..., N),	.•
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'(lie formale Identitdt der dualen Aufgaben im Klötzlerschen una Herschschen Sinne 
hergesteilt.  

Anmerkung 2: Daniit wurde mit Satz 3 gleichzeitig gezeigt, daB der spezielle 
Ansatz,S a + apXj., wobei die Losung der prirualen Aufgabe istund a gemdB 
(6) bestiinmt wird, starke Dualität zsvischen der primaren Aufgabe unci dem Dual- 
problem im Sinnó von R. Klötzler liefert. 

Anmerkung 3: Andere Mogliehkeiten zur Konstruktion dualer Probleme bei 
linearen Randertaufgaben,z. B. die Methode der Konstruktion eines zum Energie-
funktional komplementaren Funktionals bzw. die Methode der ortIiogonalen Pro-
jektion [8] liefern für bestimmte Aulgabenklassen eirfAlinliches Resultat vie clas im 
Absehuiitt 4 gewonnene. 
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