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Integro-Differentialoperatoren bei formal hyperbolisehen 
Differentialgleichungen 

K. W. BAUER 

Worm fur eine formal hyperbolisehe Differentialgleichung cine eingliedrige Losungsdarstellung 
mit Hhlfe eines Differentialoperators bekannt ist, so ist es moglich, alto in eincrn Fundamental-
gebiet definierten Lsungen mit Hilfe eines Integro-Differentialoperators anzugeben. Dabei 
láBt sich der Kern des Integraloperators, der den zweiten Losungsanteil liefert, wiederumdurch 
Differentialoperatoren ermitteln: Die Anwendung der Methode wird an verschiedenen Beispie-
len demonstriert. 
Ecjiis AnH 4lopMaJIhHo rrrnep6oJlltuecxoro u444epelIIiHaJIbHoro ypasiieiiiin IIanecTHo 0Ho-
'i.aeiiiioe npeeTaBJIeHr1e pemen c noMoIubIoIH(I)4)epeIIuHaJ1hHoroonepaTopa,ToBCC It 

aMe1lTaJIh}foo6JIacT11 onpeaeieniiue peweHila MOryT 6Mm onpee.11eHbI C flOMOUbtO 111ITOI'po-
)u4epeIIIutaIbHoro ollepaTopa. 11pM 3TOM npo uiierpatoro oiepaopa iaaioitufi 
RTO}O 4CTL poineua cuona MoaeT 6bITF. onpeeieao C nosiouio JLu4epeHI1Ia.riI,IIhIx 
onepaTopo. 3ToT MTOJ AeMOlICTPHPYCTCH Ha P3HIX npissiepax. 
If a one-term representation of solutions by a differential operator is known for a formally 
hyperbolió differential equation, then all solutions defined in a fundamental domain may be 
determined by means of an integro-différential operator. Moreover, the kernel of the integral 
operator, which yields the second part of the solution, may again be determined by differential 
operators: The application of this method is illustrated by several examples. 

B. R.IEMANN [7] hat eine Darstellung von Losungen hvperholischer Differential-
gleichungen mit Hilfe eines Integraloperators angegeben. 1. N. VEKUA [8] hat these 
Methode ins Komplexe ubertragen und einen aligemeinen Darstellungssatz für die in 
einem Fundanientalgebiet definierten Losungen formal hyperbolischer l)ifferential-
gleichungen hergeleitet. Die Bedeutung und breite Anwendbaikeit der dabei als 
Integraiern verwendeten Riemannfunktion hat E. LANCKA1J [6] herausgestellt urid 
zugleich einen Ubèrblick über his dahin bekannte Fiinkti6nen dieser Art gegehen. 
Von K. W. BAUER [1, 21 wurden Verfahren ertwickeIt, weiche gestatten, die Rio-
mannfunktionen für solche formal hyperbolischen Differentialgleich ungen zu he-
stimmen, für die zumindest eine eingliedrige Lösuhgsdarstellung mit Hilfe eines Dii-
ferentialoperators bekannt ist. Unter Verwendung these  Ergebnisse vird him folgen-

• den gezcigt, daB für these Kiasse, von l)ifferentialgleichungen ein Integro-Differential-
operator existiert, mit dem es maglich ist, alle in cinem Fimndanierrmtalgebiet definier-
ten Losungenanzugeben. 

Satz:. U sei ein Fundamentalgebiet im Sinne von I. N. VEKUA [8]. Es gelte z0 € U, 
€ U, g(z) holomôrph in U, W(C) holomorph in U. Für die Dif/erentialgleichung 

w + [log x 5 (z, C)] w + B8 (z, C) w = 0	 (1)
sei eine eingliedrige Lösungsdarstellung 

C) g(k)(z) (a8	1, n E N)	 (2)

in 0 x 6 bekannt.
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a) Dann erhãlt man durch	 . 
C 

W =	... L1g(z) ±	W() L ... L1 o(zo,.T)d	 (3) f  -	x0(z,r) 
Co 

mit 0(z, ) gemaf3	 - 

ôB	Bk_ i = At ± ( log	k = n, it - 1, ..., 1)	(4) 
und	 S 

ILt =	+ [log k1(z, )]	(k E N) 
Z 

alle in G x G de/inierten Losungen von (1). .	 . 
b) 1st eine Lösung w von (1) vQrgegeben, so ist die für die Darstellung (3) er/orderliche 

Zugeordnete P(4) eindeutig bestimmt und folgt gemäf3	
0 

P(O= -- [M ... M iwI20 mit Mkl _:Bk(Z) - (k€ NY	(5). 

Die  Erzeugende g erMit man bei Vôrgabe von wdurch g(z) = [MO ... i'I_1w]. 
Beweis: Nach P. BERGLEZ [4] besitzt (1) genau darn eine Losung der Form (2), 

falls für ein n E N bei Anwendimg von-(4) B0 0 wird. Fyc.die Losungen der Diffe-
rentialgleichungen  

.	+ [log CIk( Z , 017 Wk + Bfr(z, 0 70k = :. 

gilt darüber hinaus  

CII	 Wk = Lkwft _ 1 und Wk_l = Mk_ lwk , ic E N.	-	 (6) 

Geht man also von der Differentialgleichung wo ± [log a(z,)] Wo,C = 0 mit der 
• Losung  

S	

= g(z) +f W(r) a0(z0, 
dr	 V 

i	 -	
V 

C0	 S	 - . 

au, so e'rhält man durch Anwendung der Operatoren L 1 , . . . L-mit (3) èine Lösung 
.von (1). Es ist zu zeigen, daB mit (3) alle Losungen von (1) in: G X G vorliegen. 

Nach I. N. VEKUA [8] prhält man alle in G x 0 definierten Losungen von (1)durch 

• w(z, ) = CB(z0 ,	; z, )	 5	 0 

C S	 V	

- 

S	

+f b 1 (t)B(t, CO; z,)dt +f 2()R(zo,;z,l)dr	 (7) 

nViit	IV	.	 S	 S 

C = w(z0,	 V	 .	 (8) •	-
 

01(Z ) .= w(z, Co) + w (z ,CO) [log x(z, 0)]z, 12() = WC(ZO, 0,	-	V 

wobei R(z, ;t, T)die Riemannfunktion zu (1),	(z) und 2() beliehige in G bz. 

	

holomorphe Funktionen bezeichnen. Der Lasungsanteil	V 

U(z, ) 
= 

f W(t) L ... L1 0 (z0 , T) dr	 S	 '.- (9) 
•	 ,V	 -  -0(z, r)	 V 

C
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von (3) niul3 sich getuaB (7) da.rstellen lassen. Mit (8) folgt C = 0 und	()	0 und 
wegen [L ... L i( 0 (z0 ,r)/ 0(z, t))J	0 

2() =fJJ(t)	L1 OO]	dr.	 - 

1st umgekehrt eine Lösung der Form	 - 

V(z, ) =f 2(t) R(z0 , r: z, ) dT 

.vorgegeben undsetzt man voraus, daB sich V(z, ) in der Form (3) darstellen läBt so	- 
ërhält man mit 2 uid Mk_l gemaB (8) bzw. (5) .	 - 

B(z0) = [L, 1	L1g(z)] , +f P(r) L1 '°	dr 

ind

[0... 11!n2	IM	
] , 

= V'(.	 -	(10) 

	

•	 —B,,(z, ) 

• Wenn also V iilerhaupt in der Form (3) darstellbar-ist, so muB notwendig (10) gelten. 
Geht man nun von ciner 1,6sung W dér Form (9) nut W(C) gemaB (10) atis, so folgt 
durch partielle Integration, wenn man noch M_ 1 = (-1/Bk(z, )) /&r, k.E N, ver-
wendet,

=	... L1 
0 (i0 , t)] {M0 * ... M 2	 02(r) ] 
x(z,	 B -r)	--	—(z0,.-r)	=c. 

B(z, )	
M	—2 _Bn ( ZO,	 z=z.  

F--.	... L'	1 dr. 

	

•	 x0(z,r)j 

• Mit- Pk * = (1/Bk (z(,, t)) alaT 2 Ic E N, folgt sodann	 - 

	

-	W-={...}:	 - 

+/[ M1	iW2	
r)]z, [L

	L1P1*	
'] 

Nach n-facher partieller Integration und entsprechender Umformung erhä!t° man	- 
schlieBlich	 •	 •	 - 

-	W = Z ^L.	L.P,* .. . p * o( zo ' r)] [Mt* - •M_2	
2(r) 

- L 
}'C 

•	-	 k=O	 x0(z, r)	-	 —Bn(za, r) z, 
-	• -

	 + 2(t) L ...	 dr, f 	- 

	

•	-	 -	 -	x0 (z, r) 

31 Analysis Bd. 8, Heft 5 (1987)	 -	 •
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wobei P	 1 für k = 0und Mk .;. M_2 = 1 für k = n	1 zu etzenist,
Wie in [2] gezeigt wurde, gilt jedoch 

I?(z0 , t; z, ) = L,, ... L 1 P,1 * ... p1*00 r)	-	 - 
-	 c(z,.r) 

sowie-4 ... L 1')k*	
(Z0 t) = k(ZO,	und damit 

-	.	 c.(z, t)	cv.,..(z, r) 

Ii	,	r D*	D*00,t)	- 
I	k+1 k-	1 k	1 •	L-	 c.(z, r) 

Es folgt, sodann 

f 2(r) R(z0	z, ) dT = L.	L 1g(z) + f (t) L	L1 
0(z0	dr (11) 

mit	 - 

Y(Z)	 p*	
] [M

k * ... M_2	
2(r) ]

	
}: 

k=0	 cx0(z, r)	 —B(z0, r) 

Zusainmenfassend gilt damit:Nah L N VEKUA [8] erhält man alle in Ox defi-
nierten Losu.ngen von (1)-gemaB (7). Der 3. Summand in (7) 1äLt sich entsprechénd 
(11) tiiit;qJ() gemaf3 (10) darstellen. Der 2. Summand in (7) läBt sich; wie-R. HEER-
SINK [5] gezeigt hat,durch L, ... L 1g 1 (z) alit einer geeigneten Erzeugeriden g 1 (z) dar- 
stellen. Den 1. Summand in (7) erhIt man untcr Vcrwend .ung von [2] geniaB 

•	 CR(z0,	; z, C)	L,, . . .-L 1 g2 (z) ' mit g0(z) = C	... P1 0,0(4,
 

	

-	-	-	 -	(z, r)j, 

- J)anmit IaI3t sich die Gesamtheit der in Ox 0 definierten Lasungen von (1) auch in der 
Form () darstellen. 

Jst.eine Losung w von ' (l) vQrgegeben, so gilt niit1 2 und M_ 1 gemaf.1 (8) bzw. (5 
•	und mit (10), daB die Zugeordnete &I() eindeutig gemaB (5) bestimrnt 1st. Wendet man 

- die Operatoren . M0 _ 1 , ..., M nacheinander auf w an, so erhält man mit () und der 
•	zveiten Beziehumng von (6)	 - 

M0 ..; M01zq =y(z) ± f 
() o(ZoT) dr.	- cx0(z,r) 

-	Mit.C	C0 folgt sdaiin g(z) I -	 —	 -	- 

Be is pie Ic: 1.-Für die Differentialgleichung	-	-	- 
fl1v0 .(n€N)	 (12) 

1st cine eingliedrige Losungsdarstelluhg der Form (2) bekannt, und zwar (vgl. [3])	- 

w = •9 1 g(z) = Y' (fl) 1vI_kq(k)(z) 
•k	•	 S 

Hiet gi!t 0 = expzC,B = —n;mit(4)erhaItman k = (J)._kn!e/k!,Bk	—k,unddarnit 
=(-1) n!-e, B0	0. Die Kernfunktion für den Integraloperator folgt sodann mit 

-	 t-)• = s, er:;- : = (C - t) e(Z.Z)	 - - 
(: i- )	 -
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•	und man erhalt die aligemeine Läsungsdarstellung (3) in der Form 

•	' '.	w	$ 1 q(z) + f W() 	e(:.- z) dv.	 '(13) 

In [9] wurde bereits von H. WALLE auf andere Art gezeigt, daI3 mit (13) cine Losung von (12) 
vorliegt. Die Frage, ob mit (13) allein 0 xG definieiten Losungen von (12) vorliegen, wiirde 
in [9] nicht untersucht.	- 

. Für die Differentialgleichung	 -	- 

A	n(n-f- 1 --2)	- 

(nEN,A€C.q=z±;(a+1,n+2....,2n),,rl))	-	- 

gilt die Losuiigsdurstellung (vgl. [3])	 •• 
-	

-	'i';	•S 2g(z) =!(— ftZ_k (fi) (n -I - 2)flk 
 

k:70.	 k

•lit ,, =, B.	—n(n -F 1	2)192 folgt bei \7 erwendung von (4) 

-	-	 (n + 1 - A)_	—2k-2n,- '3k	
- k(2fl — k+, 1 - A)	 •• 

- uñd- damit	='(—l)" n!( + 1 - )),, 721 —2n, B0 -_ 0. Bildet man mit LN,, den. betreffenden 
- Integralkern, so erhält man mit	 -	 • - - 

-	.	-  (n S,(z + T)2n	= 	+ 1 - A)n110	•	- 

-	 -	(z + t)1	L JIi_	•	 .	- 

nach geeigneter Normierung der Zugeordneten P(r) die ailgemeine Lösungsdarstellung (3) 
gemaB	•	 -	-•	 - 

1	r	 - 
-	w = S2g(z) + -	I'(r)	dr.  -	 - ij -	(z+v)—n 

-	3. Für die Differentialgleichung	 • -	-	 - 

+ [i ±	
- + + i ]"	

n	
± n)2 - 

1]w o ,'	-	-	•	- 

-	(n€N,5=z)	 -	-	 -	- 
-	ist gleichfalis eine eingliedrige Losungsdarstellung der Form (2) bekanit, und ,zwar	- 

nn —k k	- 1 I ---i o-i-i	'	-	 •-•	• 
- •w-= S3g(z) =.E [An_k +E (_+ 8 

k!	
( -	-- A ti _ k_8] n_kg(c)(z).	- • 

k=O

- mitAmr=	
fi

 (nj____;rn=o11...;n.HiergiItmit(4)furko,1,
—i ó+n	 -	•	• -	- 

I)-kn!(6 + k) e6	- 	
1(6 1

•	•	 •	• - 
k!(o + k + 1) - , Bk — k	

+ k)2	 -	•	 - 

und man erhã.lt die Darstellung (3) nach geeigneter iNormierung von !I-'(v) mit 

- : 0 - -
	w = 23g(z)	W(r) 3 (

t + l ) etCz_z) d	 -	 -	 - 

3I	-	- •	-	-	 -	-
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