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Zur Losung des linearjsjerten Knickstab-Problems mit heschränkter Ausbiegung 

Hoiio Xui Prn 

Es vird des Problem des Knickatabes in einem engen, streifenformigen Kanal durch eine linea-
risierte Aufgabe erstzt und letztere volistiindig ge!ost. 
[Ipo6.nesia n3r116a cTepIIe a yzutort Tpy6MaToM HaHaJle aaMellneTcn JillHeapH3onanuoil 3aa-
efl it nocieiins peivaecn flOJmOCTbIO. 

The problem of rod capable of creasing under a load on its upper end and situates in a narrow 
strip-shaped channel is replaced bya linearized problem, which is the solved completely. 

1. Einleitting 

Wir betrachten einën elastischen homogeneñ Stab, der in cineni eugeli, zweidiii&ensio-
nalen, streifenförniigen Kanal liegt. Die beiden Enden des Stabes liegen auf der Achse 
des Kanals, sie sind gelenkig gelagert. Die Frage lautet: Wie ist die absolut.stabile 
Lage des Stahes, wenn er durch eine Kraft P gedruckt wird? Dieses Knickstab-Pro-
blem wurde scion von mehreren Autoren untersucht (wir werden noch mi Abschnitt 4 
darauf eingehen). Gewonnen wurden um grol3en Ted relativ stabile Lagen, zuin Teil. 
auch absolut stabile Lagen, allerdings nur für kleine Kräfte P bzw. kleine LangenT 
(die Lage des Stabes ist (absolut) stabit, wenn die Gcsamtenergie ath kleinsten ist; 
wenn wir die Masse des Stabes und die Reibung vernachlassigen, dann ist dièse Ge-
samtenergie gleich der Sumnie aus derVerfornlungsenergic und der potentiellen Ener-
gie). Nach P. FUNK [1] entspricht dieses Problem der folgendeui Aufgabe der optima-
len Steuerung: 

f(
2
 u2(t) ± cosx i (t)) dt	Min!

 

1 =u, 2 = sin x i , Jx2I^,x,x2(0)=x2(T)=O, 
vobei T die Lange des Stabes, x 1 (t) sein Neigungswinkel bez..der Kanalachse irn Punkt 
(BogeninaB), x2 (t) der Abstand des Stabpunktes t zur Kanalachse, 2x die Breite des. 
Kanals und a2 = /P mit als Biegesteifigkeit des Stabes*  ist;x 1 und x2 sind stetig, 
u ist rechtsseitig stetig und stetig in T. 

GrLrndsätzlich kann man iiber das Pontrjaginsche Maximumprinzip notwendige 
Optinaalitatsbedingungen fur die Losung von (1) fornuilieren. Es ist aber nicht zu 
erwarten, in geschJossener Darstellung darausdiese optiniale Losung berechnen zu 
können.Deshalb wird statt (1) die folgende linearisierte Aufgabe untersucht: 

T
a2	1 I(xi,xi,u;T):=f(_-u2_-.xi2)dt_>Min!	

(2) 

'tI = u, x2 = x 1 ,. 1x21	a, X2 ( 0) = '2 (T) = 0. 

24*
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Dieser tYbergang ist diidurch moglich, wed	 -' 

Max {jxj*(t)I :0 <t	T} 4. 0 fur 

gilt,' wobei (x1*, x2', *) ein optimaler Prozel3 von (1) ist (vgl. '[21). 

2. Das Pontrjginsche Maximumprinzip für this linearisierte Problem 

Für die Aufgabe (2) lautet die Pontrjaginsche Funktion 

HO, , , v, q, q 2 , 2) = q 1v + q21 - A 
( a' v2 -	2) 

Nach dem Pontrjaginschen Maximuprinzip gilt 

Satz 1 [4]: 'Sei (x 1 , x2 , u) e'n optimaler Prozeji zur Aufgabe. (2). Dann existieren 
Zahien A 0 und 1, 1 1 E R, zwei au/ {t E [0, T]. I x2(0 = +} bzw. {t E [0, TI I x2(0 
= —a} konzentrierte, nichtnegative reguldre MafJe ,z j und u2 sosie zwei Funklionen p 
und P2 (lerart, dap these Grofiem nicht gleiçhzeitig verschwinden und folgendes gilt: 

a) p1(t) = -f (P2( r) + ).ox i (r)) dr, p 1 (T) = 0,. 

p2(0 =10 +fdpj_fd921p2(T)=1i; 
10.1)	1010  

b) H(t, x1 (t), x2(01 u(t), p 1 (t), p2(01 2) .	 I 

= sup H(t, x 1 (t), x2(01 v, p1(01 p(t), A) . ii. ii [0, T] 

Wir können zeigen, dat3 A > Ojst (vgl. [2]). Deshalb kann 2 = 1 angesetzt werden. 
Demzufolge haben wir nun 

= -f (p2 (r) + x i (r)) dT, p 1 (T) = 0, 
-	0,	 .	 .	 ( 3) 

P2(t ) =10 +fdii i _fdz2,p2(T)=1i 
tot).	1010	 S 

und
H(t, x 1 , x2 , u, Pi P2, 1) =' p 1 (t) - a2u(t) = 0 

fast uberall in [0, T], weil ll(t, x 1 , x21 v, Pi, P2' 1) fur alle t eine streng konkave Funk-
tion in v ist. Aus der Stetigkeit von P' (wegen (3)), der rechtsseitigen Stetigkeit von L 

auf [0,T] undder Stetigkeit von u in T folgt weiterhin fur alle t E [0, T] 

± 1 (t) = u(t) ='_ p 1(t) = -. f (p(r) ± x(T)) dr.	 (4) 

Ui-n zu zeigen, daO die Untersuchung uberhaupt sinnvoll ist, geben wir noch einen 
Existenzsatz an. 

Satz '2 [2]: Die Aufgabe 2 besitzt minde.stens einen optimalen Proze,8. 

J
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3. Lösung des linearisierten Problems (2) 

Zur Losung von (2) braiichen wir das folgende Lemma, dessen Beweis sehr einfach ist 
(und deshaib nicht gefuhrt wird), für die Aufgabe (1) aber sehr aufwendig ist. 

Lemma 1: Sei (x 1 , x2 , u) ein optimaler Proze/3 zur Aufgabe ( 2). Dann gilt x i (z) = 0 
/ilr alle z E [0, T] mit x2 (z)j = a.	 - 

Des weiteren benotigen wir die folgende 

Definition: Sei (r, )c: (0, T), 1x2 (0I = a für alle t E [r, ] und für jedes c > 0 
existiere ein t' € (t - e, r) mit 1x2 (t')1< a sowie em t" € (, -f- €) mit x 20")j < a. 
Dann heil3t t Au/sprungstelle, e Absprangs?elle, jedes t E (i, ) Verweilstelle und (r, ) 
Verweilintervall. 0	

0	 -	

0 

3.1 lJntersuchung optimnaler Prozessc im Inneren des Zustandsbereiehes - 

Wir untersuchen jetzt eir Interval] 

(r 1 , r2 )	(0, T) mit I2(t)I < a für alle t E (-r1,-r2) 

Da die Mal3e p, und a 2 auf dent Raride (x 2 I = cX) konzcntriert sind, 'St P2 nach (3) in 
diesem Intervall konstant, d. h. wegen der linksseitigen Stetigkeit VOfl P2 (vgl. [4: 
Kap. 5]) gilt	 0	 0 

p2(0 =	+ 0) = urn p2(0 für t € (r 1 , T21.' 

Durch Einsetzen in (2) und (4) ergibt sich fürt E [r 1 , -r2]	
0 

u(t) = cos	+ c
0 

X I (t) = b sin (! + c - P2(Tj + 0),	
-	 (5) 

X =z2 ( r 1 ) — ab [o(L +)	+)] - P2(: +0)(t -), 

wobei b und c vom Interval! (r 1 , t2 ) abhangige Konstanten sind. Für das Zielintgra1 
auf dieseni Interval] erhalten wirdurch partielle Integration unter Berucksichtigang 

' von ±2=x1	 - 

J(x 1 , x2) u; r 1 , TOP.a2 
u2(t) _ .1. 1 2()) dt	

0 

= - p2 (r1 + 0)(x2 (r2) - x2(ì))  

-F- u(-r2 ) x 1 (t-2 ) - u(r1 ) x j (r1 ).	 (6) 

Nun untersuchen wir vier versehiedene Lagemoglichkeiten von (ti, '2).
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Fall 11: (r i , r2 ) = (z, z I1 ) mit 1x2 (z 1 )l = Ix2(z+1)I = x. Dann haben wir entspre-
chend (5) für t E [z, z+1] 

x 1 (t) = b, sin (-f-+ cj — (Zj +	
( 7) 

= x2 (z) — abi [ os (± + ci	cos a+ 

— p2(z, + 0) (t — z1). 

Nach Lemma 1 gilt x 1 (z,) = x j (z j , j ) = 0. Folglich ist 

b . 
sin (-h- 

+	= b sin (-t_ + c ;) = p2 (z1 + 0). 

Hierin mul3 b1 rj= 0 sein, sonst ist p2 (z1 + 0) = 0 und daniit x2 (t) =x2 (z) = ± o für 
alle E (z, z 1 ). Deshaib folgt 

/z. sin	+ c = sin	+ c .	 (8) 

Diese Gleichu:g liefert eine Bedingung für c j in Abhañgigkeit von z1 und	. Wegen
x 1 (z1 ) = x 1 (z1+1 )= 0 folgt.aus (6) 

X2, u; z1, z11 ) =	p2 (z + 0) (x2 (z i ) — x2 (z1))..	 (9) 

Fall 2: (r 1 , r) = (0, z 1 ) mit x2 (z 1 )I = 
Wie oben 1st wegen u(0) = 0 (vgl. (4)), x 1 (z 1 ) = 0 und x2(0) = 0 für t E [0, z1] 

b0	I	\ 
U(t) = — cos 

t 
t— + c01, 

a	\a	/ 
•	

-	 It	
CO)x1(t)	b sin	+ ) — P2(°),	 (10) 

X2(0 = —ab0 cos 

(-f 
t)	 - + CO) — P2(0) 

und I(x 1 , x2 , U; 01 z 1 ) = P2(0) x2(z1)/2. 

Fall 3:(r 1 , r2 ) = (Zm, T) mit X2(Zm) = 

Dann gilt analog für t E [Zm, T]	 - 

U(t) = --- cos (-- + C. 

x 1 (t) = b,,, sin (-4- + cm) — 7(Zm + 0),	 (11) 

X2(t) X2(Zm) — abm [
	( 

+ c) —	
( 

and I(x 1 , x2 , U; Zm, T) = P2(Zm + 0) X2(Zm)/2.
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Fall 4: (r 1 , r2 )	(0, T). 
Wegen u(0) = u(T) = 0 (vgl. (3) und (4)) und x2 (0) = x2 (T) = 0 folgt dann aus (6) 

I(x1 ,x2 ;T)1(x1 ,x2,u;0,T)=0.	 (12), 

3.2 Abhängigkeit des optiinalen Prozesses(x 1 , 2' u) von ufr1) 
Wir untersitchen nun die Gestalt eines optimalen Prozesses (x 1 , x2 , u) in Abhangig-
keit voni Wert der Steuerungan der ersten Aufsprungstelle z1 , d. h. 1x2 (z 1 )I = x und 
1x2 (01 <cx für I € (0, z 1 ), naturlich unter der Voraussetzung, daB ein z € (0, T) mit 
x2(z)I = c existiert. Tm weiteren werden särntliche Auf- und Absjrungstellen des 
optimalen Prozesses mit z1 , z2 , ..., Z bezeichnet, wobei 0 <Z1 <Z2 <	<Zm.< T 
gilt. Das folgende Lemma besagt, daB die optimale Kurve x 2 in alien Auf- und Ab- 
sprungstellen den gleichen Krummungsbetrag hat. 

Lemma 2: Es gilt u 2(z 1 ) = ... = . U2(Zm ). Im Falle u(z 1) = 0 ist jede Aufspr?ngstelle 
zugleich eine Absprungstelle. 

Beweis: Falls u(z,) == 0 für ein j € {1, 2, ..., m} ist, muB z1 sowohl Auf- ais auch 
Absprungstelle sein. Deshaib gilt 

- 
x2 (0I < a fur It € (z1_ 1 ,z1), falls j	2 

€ (z,, z 1 ), falls) :E^ m - 1. 

Also genugen (z1_ 1 , z1 ) und (z, z,±1 ) Fall 1_und es folgt aus (8) 

1z. 'cos2	+ c,_j1 = cos2 (__L + c,_1 
a \..	/ 

u'nd 

-	 + Ci = 
/ 

Wegen (7) gilt weiterhin u2(z,_ 1 ) = u2(z,) = u2(z 1 ). Folglich.sind u(z5-1 ) (falls j 2) 
und u(z +1 ) (falls j m — 1) ungleich Null. Deshaib kann die Untersuchung auf 
gleiche Weise in beiden Riehtuhgen bis j = 2 und 5 = m - 1 fortgesetzt werden'. a- P 
durch entstehtu2 (z 1 ) = = U2(Zm) == 0, und jedes z 1 , ..'., z 1st sowohl Auf- als auch 
Absprungstelle. 1st dagegen u(z 1 ) = •.. = u(zm) = 0, so gilt offensichtlich u2(z1) 
= = U2(Z) = 01 

3.2.1 Der Fall u(z1 ) = 0	 S 

Wir untersuchen zuerst ein beliebiges Intervall (z; z +1 )' von Fall 1. Da nach Lemma 2 
= u(z,+1 ) = 0 1st, so folgt aus(7) 

Cos (-2j+ ,  -f- c,) = cos (t_ + 1 ) und P2(Zj + o) =	x2 (z,+1 — x2(z1) (13) 

und aus (8) und (9) weiterhin 

z+j — ZI = 2ka7v, 

X2, U; z, z 1 ) 
= (x2 (z,+i ) - x2(z))2. TkWn- 
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Hierin 'St x2 (z,) = -x2 (z 1 ) und k = 1 zu zeigen: 
a) Bei x2 (z1 )	-x2 (z11 ), also x2 (z 1 ) = x2 (z 1^ 1 ), ware (, x2 , u) " ' it 

x2 (t),	-	 S	t E [0, z] 

-	x2(0 =	x2(z,) -	[a cos	
- 

z ± j-) - (t - z; )]	t E(z, z1j] 

I. -X2(01	 t € (z,, T} 

(XI = 2, fL = ) zulassig bez. der Aufgabe (2) und sogar besser als (x 1 , x2 , u), denn es 
gilt nach der Konstruktion, (9) und (13) 

1(x1 , x2 , u; 0, z1 ) = *(1,2, ; 0 1 z),	 S 

! (X I , x2 , U; z1. 1 , T) =	x2, i; z 1 , T), 

1(x 1 , x2 , u; z 1 ; z 1 ) = 0, i( 1 x2 , ; z, z1+1 ) r . -c.)/kai < 0	 - 

und damit I(x1 , x2 , U; T) >	21 i; T), im Widerspruch zur Optimalitätsvoraus-



setzung von (x1 , x21 ). Also mul3 x2(z) = -x2 (z 1 ) und damit I(x1 ,x2 , u;-z,, z1+1) 
= - C,2/ka7r -C,2/k sein. 

b) Bei k >1 ware (, , i) mit 
N	x2(0,	 t E [0,z1] 

2(0 
= X2(Zf i) - 

2(Zji) [a cos (t -z 
± --) - 

(t - z)] tE(z,zj+1], 

1x2(0I = x2 (0I	 t E	T], 

wobei z11 := z1 , zft+ l := z1+1 , z 1 - z 11 = 2ar tind Yj =	=XI ist, ein besserer 
ProzeB. Analog wie oben kann man	 S 

-	 kc.2 
I(x 1 , x2 , U; z, z 1 ) = --,	J(, x21 Ii; z, z,+1 )	------an 

ind darnit I(x1 , x2 , ; T) > x2, ; T) zeigen, im Widerspruch zur Optima1itits- 
voraussetzung von (x 1 , x2 , z). AlsoniuB k = 1, damit z - = 2az und 1(x 1 , x21 U; 

z, z 1 ) = -a2/a7 sein. 
Analog vie im Interval! (z,, z 1 ) läBt sich	 - 

	

X2(Z1)/	t 
z 1 =air,x2(t).=-Ia sin -±tI fur t€[0,z 1 ]	- 

av'\	a	/ 

	

undl(x1 , x21 u; 0 1 z 1 ) =	2/2 sowie 

	

Zm = T - a, x2(t) = X2(Zm) 
(a sin	T + -i- T) für t € [Zm T] 

und 1(x 1 , x2 , U; Zm, T) = -a2/2an zeigen. Damit haben wir 

Lemma 3: Sei (x 1 , x2 , u) em optimaler Prozep zur Au/gabe (2) mit u(z 1 ) = 0 und 

1x2 (z 1 )I = ! x2(zi)I = k2 (zj+ i )I = IX(Zm) = a, 

1x2(t)I< a für t € [0, z 1 ) u (z, z1-, 1 ) U (Zm, T].
Ii
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Dann gilt  

	

/	- 
-	ZiTZm(Zi —z 1 ) = a,.	S 

-	 1-• -
	 (XI). X2, u; 0,z 1 ) = I(x1 , x2 , U; Zm, T) . = -- 1(x1 ,x2 , u; z,, z+ 1 ) = 

und	 0	 • 

x2(z) (a sin __+:t)	'ür t€ [O,z1], 
x2(t)=

X2(Zm)I	tT 

	

asin	+ t - T fur t E [Zm, T], 

-	x1(t)	2(t) und u(t) =	(t) /fir t E.[0, T]. 

Folgerung 1: Die Anzahl der Au/sprungstellen des optimalen Proze&ses (x 11 x21 u) 
• Tit u(z 1 ) = 0 (und T	2a) ist gleich [T/2a] ([y] - ganzer Ted von y) ui nd es gilt

I(x 1 , x2 , u; T) = —( 2/an) [T/2an].. 

Beweis: Auf jedem Verweilintervall istdasZielintegra1 gleich Null, während es 
auf jedem Interval] (z,, z 1 ) von Fall 1 gleich — x2/a < 0 ist. Deshalb muf3 die 
Anzahl der Aiifsprungstellen nioglichst grol3 sein. Wegen Zi + ( T - Zm) = Zj+ i - 
= 2an ist [T/2an] eine obere Sehranke fur diese Anzahl, die audi angenommen wer-
den kann. Deshaib ist die Anzahl der Aufsprungstellen gleich [T/2a]. Die zweite Be- 
hauptun folgt direkt aus der ersten undLenuna 3 I	 - 

3.2.2 Der Fall u(z 1 ) + 0 
Nach Lenund 2 nuiB jede Aàf- zugleich eine Absprungstelle, d. h. 

12 2 (z 1 )I = .. = X2( Zm)I =x,Ixs(t) < x für 1 E [0, ) u (z 12 z2 ) u i (, T] 

sein. Also entsprechen alle Intervalle (z 1 , z2 ), ..., (Z.-I, Zm) Fall 1, (0, z 1 ) Fall 2 iind 
(Zm, T) Fall 3. 

Lemma 4: (x12 x2 , u) sei ein optimaler ProzefJ zur Au/gabe (2) mit u(z 1 ) + 0, wobei 
z 1 die erste Aufsprungstelle ist. Dann gilt für j = 1, . .., in - 1 

a) x2 (z1+1 ) = —x2 (z1 ) und u(z, 1 ) = —u(z1),	 S 

•	b)zi = T - Z. = (z +1 — z,)/2, 
C ) J(x, x2 , u; 0 1 z1 ) = 1(x1 , x22 U;. ZM) T) 

	

1(x, x2 , u; z 1 , z11) = 	(a 2 ± a2x2 (z 1 ) u(z 1 )).	•	•	. 

Beweis: a) Ware x2 (z 1 ) = x2 (z1 ), dann könnte man wegen u(z 1) u(z 1 ) > 0 und 
Lemma 2 u(z1) = u(z +1 ) und. damit wegen (7) 

cos (3- +	= cos ii+ 1 + ci) und p2 (z1 +0) = 0	 7 

zeigen. Aits x 1 ( = x 1 (z +1 ) = 0 (vgl. Lemma 1) und (7) folgt 

sin•	
(-- + c

j =sin (-• + cj=o. 

Foiglich ist z. 1 - z1 = 2kn fur k	1. Dann ist der in Abschnitt 3.2.1 definierte 
Prozef3 (2,	u) noch besser als (x 1 , x2 , u); im Widerspruch zur Optiinalitatsvoraus-
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setzung von (x 1 , x2 , u). Also muB X2 (Zj+i) = —x2(z1) und foiglich u(z 1 ) = - u(z) 
sein. 

b) Au u(z&i) = —u(z,), (7) und (8) folgt 

c1= 
_Zj+Zi+i 

+km+--,	k O.	 (14) 

Durch Einsetzen in (7) entsteht 

•	u(z) = -	sin(
	

z, 
+ km)	 fl	 -

(15) 
--	 p2(z, + 0) = b, cos (- z1+1 — 

z, +k 

Well u(z1) =1= 0 ist, gilt 

p2(z, + 0) = a cot Z 1 —Zi	
(16) u(z,)	 2a 

Andererseits folgt aus (7) und Teil a) dieses Lemmas 

2(x2 (z .) + a2u(z.)) 
p2(z + 0) =	.	 (17) ZjjZ, 

adchhabenwir	cot	=	+ 1. Dasbedeuet nach a)für 1  

z1+ 1 - z, cot z5^ 1 —	— x2(z1) 
+ 1	 '18 2a	 2a	a2u(z1) 

Weiterhin muB 0 <z1 1 - z, < 2am für j	1, ..., m - 1 sein, sonst existiert noch 
ein besserer ProzeB (±, 12, ü) mit 

x2 (0 ,	 t € [0, z1] 

t2(0= 
•zi(zi)_f!1[a Cos (t_1+j.) zi)], tE(z1,z1+2amJ 

-	 t E (z1 + 2a,-r, z1+1] 
x2 (t),	 t € (z+11 T], 

wenn z1_ 1 — z1 > 2am, für ein i € {1, ..., m - 1} ist (z1+1 —; = 2am tritt wegen (15) 
und u(z 1) = 0 nicht em). Weil die Gleichung	 - 

z	z	x2(z1) —cot---= 
2a	2a	a2u(z1) 

im Intervall (0, 2am) genau eine Losung 5 besitzt, (z,, 1 - z,) E (0, 2am) und nach (18) 
Losung dieser Gleichung ist, gilt nun z,+ 1 - = i für j = 1, ..., m — 1. Analog kann 
man

•	Z1	Z1	-T — Z.	T — Z.	x2(z1)	 • - 
— cot - =	cot	= + 1, 
a	a	a	a	a2u(z1)	 (19) 

Z 1 , (T — Zm) E (0, am) -'	 • 

zeigen, woraus z 1 = T - Zm = /2 folgt.
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c) Aus (9),'(17), a) und b) folgt fürj = 1, .., rn — i 

x2 , u; z1 , z +1 ) = ---k- (a + a¼(z 1 ) x2(z1)). 

Analog kann man anhand (10) und (11) zeigen 

-	 -	 (2 + a¼(z 1 ) x2(z1))
I(x 1 ,x2,u;0,z 1 ) =l(xi,x2,u;zm,T) 

Folgerung 2:Bei u(z 1) = 0 hat der optimale Prozefi (x 1 , x2 , u) genau T/2z 1 Au/-
spntngstellen und es gilt

T2	a 

Zum Nachweis benutie man die Lemmata 2 und 4 sowie (19). 

•	Folgerung 3: Es ist an/2 z 1 <ai. 

Beweis: Dainit (x 1 , x2 , u) optimal ist, muB I(x 1 , x2 , u; T)	0 sein, weil für, den
ProzeB (x 1 ', x2 ', u') ]]lit x 1 ' = x2 ' = u' = 0 gilt I(x 1 ', x2 ', u'; T) = 0. 1  Falle 
cos (z 1/a) + 0 ergibt Folgerung 2 dann	 - 

1^2 liz1z1I(x 1 , x2 , u; T) 
= --/ - - tan —s).  

Also muB z 1 /a> tan (z 1 /a) und wegen (19) a/2 < z 1 <ai scm. Tm Falle cos (z1/a) 
= 0 folgt unrnittelbar aug (19) z 1 = an/2 I	 - 

Tm folgenden Lemma wird die exakte Darstellung eines optimalen Prozesses ange-
geben, und'wir werden sehen, daB die Striiktur dieses Prozesses nut noh von z 1 und 
x2 (z 1 ) abhangt. 

Lenirn 5: Jeder optima2eProze,6 (x 1 , x2 ,u) zurAu/gabe (2) mit u(z 1 ) == OmufJ die 
• /okjende Gestalt haben: 

•	u(t) = 1 (t) und x 1 (t) = 2(t), 
X2(t) = (-1)1 I	I (sin t-2jz \X .jx2(zi) + B a 	

a	+ sin -) 

- (t - (2j - 1) z) cos .f_]}	 (20) 

[(2j —1)z 1 , (2j + 1)z 1}, j = 1, 2, ...,m —1,	 - 
• /ürtE [0,z 1 },	-•	j=0 

[(2m - 1) z 1 , T],	• j = m	 • 
-	Ii	z1	z1\	-T mit B = x2 (z i )/ z i cos - —a sin -) und m =
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Beweis: Anhand von (7), (14), (16), (19) und Lemma 4 kann man z5 ; c1 , b, und 
p2(z, + 0) berechnen und dann in (7) einsetzen. Dadurch wird die Behauptung für 
t E [(2j - 1) z 1 , (2j + 1) z 1 ] mit j = 1, . - I gezeigt. Die iibrige Behauptung 
kann man ähnlich unter Anwendung von (10) und (11) beweisenl 

3.3 Bestimmung des optimalen Prozesses 

Zuerst sei T <at. Nach Lemma 4 und Folgerung 3 müBte T ^! at scm, falls es eine 
Aufsprungstelle gabe. Deshaib existiert bei T < an keine Auf-und Absprungstelle. 
Anhand(5), u(0) = u(T) = 0 (vgl. (3) und (4)) und x2(0) x2(T) = 0 kann man darn 
b = 0 und P2(0) = 0 zeigen. Durch Einsetzen in (5) ergibt sich, dalI (x 1 , x2 , 'u) nut 

=X2 = u = 0 der einzige ProzeB ist, der optimal sein kann. Nach Satz 2 ist or auch 
tatsächlich optimal.	 - 

Es sei nun T = at. Hierbei kann der Fall u(z 1 ) = 0 wegen Lemma 3 niclit auf-
treten. Deshaib kann em optinialer ProzeB nur die Form (5) für alle t € [0, T] oder (20) 
mit z 1 = a/2 und rn = I haben. Der Wert des Zielintegrals ailer Prozesse der Form 
(5) für alle t € [0, T} ist wegen (12) gleich Null. Für den Prozell der Form (20) ist dieser 
Wert wegen Folgerung 2 ebenso gleich Null. Naeh Satz 2 sind deshaib alle soichen 
Prozesse optimal. Sic haben die gleiche Darstellung. 

Zusammenfassend erhalten wir 
Satz 3:Für T <a't hat die Au/gabe (2) genau einen optimalen Prozef3 (x 1 , x21 u), 

ndmlich mit x 1 = x2 = u = 0. Für T = at ist eirt 'Prozefi genav dann optimal, wenn er 
die Form x2 (t) = —ab sin (11a), x 1 =	u = ±, JbI ^5 a/a hat. 

Wir gehen nun zujn Fall T > at ilber. Dann existiert immer em ProzeB (x 1 , x21 u) 
der Form (20) mit an/2 <z1 <u7t. Nach Folgerung 2 gilt I(x 1 , x2 , u; T) <0. Deshalb 
muB jeder optimale ProzeB eine Aufsprungstelle haben, sonst entsprache er Fall 4 
und nach (12) ware der Wert des Zielintegrals gleich Null. Man kann zeigen, daB jeder 
optimale PrçzeB zu einer der heiden folgenden Kiassen gehoren mull:	- 
(F0) Prozesse (x 10 , x201 u) "'it u0 (z 1 ) = 0 und T	2kaz. 
(P) Prozesse (Xim, X2m, Urn) der Form (20) mit ar12 :!E^ z 1 < air, die durch die Anzahl 

m ihrer Aufsprtingstellen (bis auf Spiegelung an der t-Achse) eindeutig festge-
legt und markiert sind.	- 

Zu beachten ist, daB für einen ProzeB (Xirn, X p Urn) aus P mit z1 = a gilt u(z 1 ) = 0. 
Nach Folgerungen 1 und 2 gilt für Prozesse (Zjrn, X2rn, Urn) aus P 

z1=—, 2m

	

Ta2	z1 	z 1	z1	z1 
I(xl rn,x2rn,urn;T) = -----cos—/z1—cos--sin---I,	(21) 

	

a a/ a	a	a/ 
• weshalb wir zurn Vergleich verschjedener Prozesse die Funktion 

Ta2	I / (-L	t E(t) = -	cos —/l 	cos--sin2a	a/ a	a	a 
anwenden weiden,' für die offensichtlich I(X i rn, X2m, Urn; T) = E(z 1 ) gilt. Ferner def i-
nierenwir die Hilfsgröllen 

Faz	1	1: 2z*	z''	2* 
•

[2	j 2	a	a	a 
{T1	T	 T 

und m2 =m1+ 1 , =-[2z j	2m1	 2m2 

([N] - ganzer Teil von y; z <z< i tind z	0,7151468ai).
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Lemma 6: E ist in [ai/2,.z*] streng monoton /allend, in [z*, an] streng monoton 
wach,send und z ist die absolute Minimalstelle von E innerhaib [a/2, an]. 

Lemma 7: Wenn ein Prozefi (x 10 , x201 u0) am P0 optimal ist, so mu,6 2 > a'z sein. 

Beweis: Angenommen, die Behauptung ware falsch. Wegen z <2* < ist dann 
Z	a7r und für den Prozel3 (Xim,, X2rn,, Urn) gilt wegen (21) uxid Lemma 6 
I(Xi rn,, X2m,, um,; T)	B(ar). Ferner, nach Definition der . Funktion E gilt 
wegen T 4 2kar

a2 T	a2 1T 
- --I-aj 2ai	a 2ar 

deshaib nach Folgerung 1 I(X i m,, X2m,, u m,; T)	E(at) <I(x 10 , x20 , u0 ; T), im Wider-
spruch zur Optimalitat von (x 10 , x20 , u0 ) U	- 

Lemma 8: Wenn ein Prozef3 (x 10 , x201 u0 ) aus P0 optimal ist, so hat er genau eine 
Au/sprungstelle 21 = a21 und genau eine Absprungstelle 22 = T - a-r und es gilt 
.!(x10 , x20 , u; T) = —a2/a. 

Beweis: Nach Lemma 7 ist E > an und deshaib 

•	

T > 2a_ ( T	2an	- 

 T> ^m - an = 2a.	
11) 1. 

cf. h. T	an  

Im Falle 4a:^-, T <5,1ai gilt nach Folgerung 1 I(x10 , x20 , u0 ; T) = -. 2a2/ar und 
aus (21), der Definition von E und Lemma 6 folgt I(x13 , x23 , u3 ; T) < —24a2/av, im 
Widersprueh zur Optimalitat von ( x10 , x20 , u0 ). Also niut3 T < 4an sein. Nach Folge-
rung 1 gilt nun die Behauptung des Lemmas I 

Die ses Lemma besagt, daB (Zj, z2 ) das einzige° Verweilintervall eines optinialen 
Prozesses aus P0 it. Also hat jeder solehe ProzeB nach Lemma 3 die Form 

x20(an) /
V	 -	•V	 V 

•	 V	 Iasin —  +tl;	 t E [0, an ] 
an	a	/. 

x20(t) =	x20(a),	 t E [air, T - a]	(22) 
X20(an) I V t — T 

•	 -	 (asln	+t —Tl, tE[T— an, TI, 
-	V 

an \	a	/ 
x2(an)l = a, x10 = k20 und u0 =.	

V 

Lemma 9: Wenn ein Prozefi (Xlrn,X2mtUm) aus P optimal ist, so mufJ m =m1 oder 
M = m2 sein.'	 S	 V 

B ewe i s: Wegen m2 = m1 + 1 kann rn 4 m 1 u n d m 4 m2 nur bei m > m2 oder 
rn <rn1 oem. Bei m > m2 gilt wegen (21) und Folgerung 3 ai/2 z 1 <,z und dem-
zufolge ergibt sich aus Lemma 6 I(X i rn, X2rn, urn; T) = E(z 1 ) > I(Zi rn i , X2rn,, urn1 ; T), 
im Widerspruch zur Optimalitat von '(x,,, X2rn, Urn). Analog, bei m <rn1 ist I(Xirn, 
X2rn, urn; T) > I(X i rn,, X2rn,, urn,; T), ebeiifalls un Widerspruch zur Voraussetzung I 

Nun wenden wir die Lemmata 7-9 zur Bestimmung der. optimalen Prozesse. an . 
Dabei wird die folgende Konstante T1 benutzt: 

T1 E (2ar, 4air) mit tan- -	+ 2v = 0 (T1	2,278814a). V (23) 

I'
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Tm weiteren werden zwei bez. der t-Achse symmetrische Prozesse identifiziert, weil die 
entsprechenden Werte des Zielintegrals gleich sind. In ,diesem Sinne sind die Wörter 
,,einzige" und ,,genau" zu verstehen. 

Satz 4:Bei	 - 
a) T € (an, 2ar] ist (x11 , x21 , u 1 ) aus P der einzige optiniale Prozef3 der Au/gabe (2), 
b) T € (2a-, T 1 ) ist (x10 , x20 , u0 ) mit (22) der einzige optimale Prozef3 der Au/gabe (2), 
c) T > T 1 'St (x10 , x20 , u0) nicht optimal. 

Beweis: a): Ist'cin Prozel3 (x 10 , x20 , u0 ) aus Po optimal, so gilt wegen T != 2ka 
und z = T - = an die Ungleichung T> 2ai. Deshalb mu!) für T € (an, 2av) 
jeder optimale Proze!) aus P scm, etwa (x i m, X2m, Urn). Wegen m = T/2z1 und a7i/2 

z 1.:5-,an  muB m = 1 sein (m könnte für T = 2a,z gleich 2 scm, aber wegen I(x12 , x22, 
U2 ; 2at) = 0 'St (x 121 x22 , u2) nicht optimal.) 

b) und c): Nach Folgerung 3 und Lemma 9 kann bei T € (2a, T1 ) nur (x10 , x201 u0) 
oder (x 12 , x221 u2 ) optimal sein. Aus 

aI(x12 , x22 , u2 ; T)
< 0 und I(x12 , x22 , U2 ; T 1 ) = I(x10 , X201 U0 ; T 1 ) - 

folgt

	

[ > I(x10 , x20 , u0 ; T) NP	T € (2a71, T1) 

	

J(x121 x22 , u2 T) <I(x10, x20 , U0 ; T) für	T> T1. 

Daraus ergeben sich die Behauptungen I 

Satz 5: Für T> T1 hat die AnfUahe (2) genau einen oder genau zwei optimale Pro- 
zesse, ndmlieh (XI,,,,X2m,, Urn,) oder ( Xi.,, X2rn,, Urn,) . Bei > an ist (Xirn i , X2m., Urn,) und 
bei z <ai/2 ist (Xim,, X2rn,, Urn,) der , einzige optimale Proze/3. 

Zum Beweis dieses Satzes werden Folgerung 3, Lemma 9 und Satz 4 angewandt I 

Zur Abrundung der Theorie wollen wir noch einen Satz unter Verweis auf [2] an-
gehen. Dabei werden die wie folgt eindeutig definiertenGr66en bcnutzt: 

1'2 € (3ai, 4a0, T, E (2jz* , 2(j + 1) z*) für j = 3,4,..., 

Gk(Tk)==O fürk=2,3,..., 

.. (
___- tan 2a(k+ 1)) - (k ± 1) (-& - 

tan _NTk- ) 2a(k + 1)

Satz 6: Sei k	1. Bei T. € (Ti , Tk+I) ist (X Ik+j, X2k+I, u0 der eiñzige optimale Pro-
ze/3 von (2) und bei 7' = Tk+1 hat (2) genau zwei optinzale l'rozesse, ndmlich (x 11+ 1 , X2k+1, 

Uk+1) und (xlk+21 X2k+2 1 Uk+2). 

Beispiele 
- 1. 7' = 2,2a7t: Wegen 21 2ajj € (2a, T 1 ) 'St ( x10 , x20 , u0 ) nach Satz 4 der emnzige 

optiruale Proze!) von (2) (vgl. Abb. 1).	 -' 

Oc

air 1,2a7r	 2,2ant 

Abb.1
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2. T = T2 ; Nach Satz 6 hat die Aufgabe (2) genau zwei optimale Prozesse,namlich 
(x12 , x221 u2) und (x12 , x231 u) (vgl. (22) uid Abb. 2).	 S 

2t EEIIII 
Abb.2 

3. T = 7,7an: Hier gilt T> T 1 , m1 = 5 und m2 = 6. DeshalbkOnnen nach Satz 5 
nur (x 15 , x25 , u5) oder (x 16 , x26 , u6 )optiinaI sein. 

2S 

Abb.3 

Wegen
a2	 a2 I(z15 , x25 , u5 ; T)	—1,51 - < —1,46 -	I(x 6 , x26 , U6 ; T) a	a 

'St (x151 x251 u5) der einzige optiinale Prozel3 von (2) (vgl. Abb. 3). 

4. Diskussion 

Darnit die Ergebnisse besser interpretiert werden können, betrachten wir nun die Lange T 
des Stabes als fest vorgegeben und die belastende Kraft P als variabel. Entsprechend Tk sdPk  

= Tk2P/a2T2 (k = 1, 2, . .). Nun besagen die oben erreichten Ergebnisse, daB im Falle 
a) P < fl,21T? (d. h. T < an) der Knickstab auf der Achse des Kanals liegen bleibt. 
b) P = '67t2lT2 jede Kurve der Form x2(0 = —ab sin (t/a), t € [0, T], und, JbI 5 a/a dine 

stabile Lage des Knickstabes ist. 
C) P € (z2/T2, 4fl1 2/T2] (d. h. T € (an, 2an])der Knickatab die Form von x21 und dabei nur 

einen Bcriihrungspunkt mit dem Kanairand' besitzt. 
d) P € .(4ir2/T2 , F 1 ) der Stab cine stabile Lage hat, namlich x25 . Dabei gibt es einen Stabab-

schnitt, der am Rand des Kanals anliegt. Die Linge dieses Abschnitts ist gleich T - 2jT fP r. e) P	P der Stab genan zwei stabile Lagen hat, niimlich x20 und x22. 
f) P € (P -11 Pk ) (k 2, 3; ...) X2k die einzige stabile Lage des Stabes ist. Dabei hat er k 

Beruhrungsstellen mit dern Kanulrand. Obwohl sich die Form des Stabes bei zunehmehder 
Kraft iindert, bteibt die Anzahl der Berührungsstellen erhalten.	 - 

g) P = ' k (k = 2, 3, ...) der Stab genau zwei stabile Lagen hat, namlich X2k und z2+1. 
SchlieBlich wollen wir noah cin wenig auf andere einschhigige Arbeiten eingehen.. E. HOLDER 

[3] hatte im Prinzip eine notwendige Bedingung für den t)bergang des Knickatabes von der 
geradlinigen Form zu einer anderen Form gefunden, jedoch noch nicht gezeigt, daB T = 
sein mufi. Als Anwendung der Losungsverzweigung bei Variationsgleiehungen betrachtetc 
E. MIERSEMANS [7] das Knickstabproblern. Dabei ging es urn relativ stabile Lagen für T € [2az, 
4at]. Für ein solches T zeigte er, dal3 (x 0 , x20 , u0 ) ein lokal optimaler Prozel3, d. h. x20 eine relativ 
stabile Lage des Stabes ist. H. LrrK [5] stllte unter Ausnutzung einiger notwendiger Optimali-
tätsbedingungen mOgliche Lagen des Knickstabes ebenfalls für '1' € [2az, 4a] zusammen. 
Einige der von ihm angegebenen Lösungen ergeben keine stabile Lage. M. SCHREITER [8] hatte 
unter Anwendung des Pontrjaginschen Maximumprinzips Mr T€ [0, 4ar] stabile Lagen 5des
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Knickstabes gefunden, jedoch mit ungenugender Begrundung. Wir , haben in dieser Arbeit für 
alle T optiinale Prozesse von (2) erreicht, die stabilen Lagen des Knickstabes entsprechen. 

Für den Anwender dürftc die physik.alische Interpretation von P2 von groBem interesse sein. 
Diese Gr6l3e gibt an, .vie grol3 die vom Knickstab auf die Wand des Kanals ausgeubte Kraft 
ist. Zur Veideutliehung• betinchten wir einen optimalen Prózefi (. 2 2 , i) des nichtlinearisierten 
Problems .(I) (d. h. dieser ProzeB entspricht einer realen stabilen Lage des Knickstabes), und 
zwar im letztcn Abschnitt [z, T]: 

1 12WI =	und I2(0I < oc für t € (z, T]. 

In einer stabilen Lage mul3 das Momentengleichgewicht gelten. Daraus folgt 

ü(t) = — x2(0 +	f cos(r) dv 

wobei F(z) der Betrag derjenigen Kraft ist, die vom Knickstab auf die Kanahvand an der Stelle 
z ausgeubt wird. Andererseits ergibt sich durh Anwendung des Pontrjaginschen Maxi-

mumprinzips aul das Problem (1)	 7 

(t) =	 2(0 + P2(1 ± 0)	(r) dv. 
a2 I	 f 

Also muB p2(1 + 0) = F(z)/ft gelten. Hierauskönnen wir ganz deuLlich die physikalisehe Be-
deutung VOfl P2 ablesen.
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