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- Translationshomogene statistische Losungen déFNavier-Stokesschen Gleichungen 

	

• in cinem dreidirnensionalen Kana1gebie	 -	- 

B. KRAUSE

I	- 

Es werden die aus èinem vorgegebénen translationshomogenen Anfangsmafi hervorgehenden 
homogenen raum-zeitlichan statistischen Losungen der Navier-Stokesschen Gleichungen in 
einen dreidimensionalen Kanalgebiet untersucht. Unter Berucksichtigung der Randbedingun-
gen an den Kanalwiinden wird zunächst eine Galerkin-Approximation der individuellen Losung. 
der Navier-Stokesschen Gleichungen mit Hilfe periodiseher Funktionen vorgenoinmerl. Die 
Konstruktion honiogener statistischer Losungen der Navier-Stokesschen Gleichungen gelingt 
dann nach einem Satz von Prochorov durch den Grenzubergang auf der Grundlage geeigneter 

, Apriori-Abschttzungen und ciner entsprechenden Approximation des Anfangsmal3es. 

Hccjie y loTcH oJlllopogIIMe npocTpallcTBeHHo npeMeHHbIe cTarllcTll q ectdue peiuemiR cHcTeMb 
FIaBbe :CToica B TXM8IIOM IaIla.1e, - xolEune H3 aajaiiHorl o(Hopouioft IlaMa2lbl!ofl 
Mepax.- C yieTo- rpaHMln&x YCJIOBHil B IaHaJ1e CT0RTCH nepIaowt'leclufe raJTepHHllCmle 
annpoicuaain iiwuiuuyaiinrø peiueiin CHCTCMhI HaBbe-CTolcca. I-Ia ocHoBaHun He-
}OTOhIX aFIPHOPHbIX OIeHOH II annpo}ccHMa[MlI HaiaJlbIlol Mepbi y rtamfi fl0CT0lfTb ogHo-
pol.11ble cTaTltcTI-t'IecxIte petueun CIICTMb! -HaBbe-CToxca npee.nhuibIM nepexooM BcJlegcT- - 
mieTeopeMbl IlpOxOpOBa.	•	 • 

Homogeneous space-time statistical solutions of the Navier-Stokes equations in a three-dimen-
sional channel are studied which are based on  given homogeneous initial measure. The indi-
vidual solution of the Navier-Stokes equations is approximated by a periodical Galerkin.ansatz 
which satisfies the boundary conditions at the walls of the channel. Suitable a priori estimates 
and an ipproximation'of the initial measure allow the limit prpcess and ensure the exthtence,of 
homogeneous statistical solutions of the Navier-St9kes equations by Prochorov's theorem. 

1. Einleitung	 •	. 

Grundlage für die Beschreibung der Bewegung einer zähen, inkompressiblen Flussig-
keit'in einem Stromungsgebiet Q R3 sind die Navier-Stokessehen Gleichungen. Für, 
die Erklarung turbulenter Strom ungen sind didse Bewegungsgleichungen jedoch 
noch mit eiriergeeigneten statistischen Betrachtungswêise zu verbinden, die den offen-
sicht!ich zufalligen Charakter der Turbutcnz widerspiegelt. Die Theorie der. statisti-
schen Losungen der Navier-Stokesschen Gleichungen geht deshaib von einem Wahr-
seheinlichkeitsniaB z atis, das aiif der Menge der ffir die Navier-Stokesschen Glei-
chungen moglielien Anfangsbedingungen erkhirt wird und die Wahrscheinlichkeiten 

- angibt, mit der zum Zeitpunkt t = 0 gewisse Geschwinigkeitsfelder u 0 (x) im Strö-
mungsgebit realisiert werden. ..Die sich aus diesein AnfangstiiaB . entwickelnde 
Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf den Trajektorien u(t, x) der Navier-Stokessehen 
Gleichungen wird dann als (rauni-zeitliche) statistische Lasung dieser Gleichungen be-
zeichnet. 

Ausgehend von der grundlegenden Arheit [3] wurden in [1, 91 unifassende Unter-
•s uch ungen zu statistischen Losungender Navier-Stokessehen G leich ungen publiziert, 
die sich ziinachst nur auf endliche Stromungsgebiete Q hezogen. Die Arbeiten [2, 7, 8] 
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und die ausführliehe Darstelltmg in [9] waren dann der Erweiterung dieser Theorie 
aufunendliche Strämungsgebiete Q = R3 gewidmet, urn auch zur Besehreibung der 
hornogenen Turbulenz einen geeigneten statistischen Lösungsbegriff bereitzustellen. 
Sowohi für das AnfangsmaB a als auch für die daraus entstehende statistische Lösurig 
P mu13 dazu die Invarianz. bezuglich beliebiger raumlicher Translationen gefordert 
werden. Soiche translationshomogenen Maf3e lassen sich aber nicht mehr auf dem 
Ratrne (12(Q)) 3 erklären, sondern erfordern die Einheziehung von Sobolevräuinen mit 
Gewicht. 

Mit der vorliegenden Arbeit . wird durch die Berücksichtigung re ' aler Haftbedingun-. 
gen an den- Wañden eines unendlichen Strom ungskanals Q = {x = (x1 , x2, x3) C R3: 
x2 1 < 1} erreicht, daB aiich fur wichtige technisehe Sjr6niungsprob1eme entspreehen-

de transiationshomogene statistische LOsungen dr Navier-Stokesschen Gleichungen 
erkiärt werden können. Der Existenzbeweis für derartige Losungen P beruht dabei 
wie in [9] auf periodischen Galerkin-Naherungen u,(t, x) für die (individuellen) LOsun- 
gen der Navier-Stokessehen Gleichungen u(t, x), auf gewissen'Apriori-Abschatzungen 
für diesé Näherungen und auf einern in [9] bewiesèiien ailgemeinen Einbettungssatz, 
der nach 'dent Satz von Prochorov'die Konstruktin von P ais schwaches Grenzeie-
ment der gecignet definierten ApproxiinationsmaBe P, sichert. Die an den Kanal-
wänden gesteilten Raiidbedingungen erfordern aber irn Unterschied zu [9]neben 
einer Einschränkung der Translationshomogenitat auf die zu den Kanalwänden parai-
lelen Verschiebungen auch beweistechnisch an einigen Stellen die Weiterentwicklung 
der vorhandenen Theorie. Dies betrifft vor ailem die Abschätzun.g der Zeitableitung 
der Gaierkin-Naherungen eu,/at und die Approximation des AnfngsrnaBes z durch 
hornogene, auf periodischen Funktionen konzentrierte MaBe z,. Es kann damit die 
Existenz einer part.ieil translationshomogenen statistisehén LOs uiig der Navier-Stokes-
schen Gleichungen gezeigt werden, die ini Unterschied zu der in [10] für eine ent-
sprechende Prob1emsti1 ung gefundenen Losung niçht n ur auf periodischen Funktio-
nen konzentriert ist. 

2. 'Funktioneitrãuine 

Für die Untersuchung transiationshoniogener sttistischer Losungen der Navier-
Stokesschen Gleichungen im Kanaigebiet Q = {x'= (x', x2, x3) E R: 1x2 1 < 1} wer-
den queilenfreie Funktionen benotigt, die an den Kanaiwänden' aD = {x C R3 : Ix2 
= 1 der Haftbedingung genhlgen. Zunäehst werden dabei Räunie von mi aiigemèinen 
konipiexwertigen quellenfreien und pe, iodischen Vektorfeidern u= (ut , u2, u3) auf 
Q hetrachtet, die auf. dem Period izitatsgebiet T, = {x E Q: jx'j < 1 und IX31 < l} in 
X 1.- und x3-Richtung 21-periodisch sind und auf a.Q verschwinden. Es sei 

?,J(l) = {v C (C00(Tg))3: v(x) = ' (k1 , Ic3 ; x2)exp (i(k,x' + k3x3)) 
- mit i(k1 , Ic3 ; . ) . E (C0 (-1, 1))3 ' und div v = 

wobci Ober alie Ic 1 , Ic3 € ( -n/l) Z sumniiert wird (Z bezeichne die Menge der ganzen Zah-
len). Ferner sei 11 0 -' (L2 (T,))3 und His = ( W2'(T,))3. Mit fl(l) soil dann für s = 0, 1 
der AbsehiuB. von ?J(1) in der Norm des Raumes 1118 bezeichnet werden, während 
Yl(l) = H i s n fl'(1) für s = 2,3,... geiten soil. Mit'I . I Ti ll, iverde die von 1118 auf 
fl3(1) induzierte Norm und mit (, ')T, das Skaiarprodukt in flb(l) bdzeichnet. Dabei 
wird bei der Bezeichnung der Räurne und Normen der Exponent und der Index 0 oft 
weggelassen. Der bezuglich des Skaiarproduktes (, .)7, zu 31(l) duale Raum vird mit 

7 8(1) bezeichnet. Mit >', werde der stetige Operator y: 71(1) -- H 1 1 2(r) bezeichnet, 
der für u C (C(T,))3 gernaB yu = u nj erklärt ist. Hierbei ist n die äuBere Einheits-
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norinale,auf I':r= 3T,. Entsprechend sei ': W2 1 (TI ) _>11112(T') mit yw = wlr für 
w E C°°(T,). Der Raum 9(l) IäBt sich nun in Analogie zu [6: Theorem 1.41 wie folgt 
genauer charakterisieren. 

Sat z 2.1: Bezeichnet fl1 (1) da.s orthogonale Komplenent zu fl(l) im Hilbertraum H,, 
so gilt

= {grad p: p E W2 1 (TI) mit ,YPIx'=l = yp_,,	I = 1, 31
und

= {u E H, : div ii = 0,	U11xtj..1	0, y UIz5.I = —nU1i=_,,	
0	 - 

j=1,3}.	 0 

Eswird der positive symmetrisehe Operator A, = 7l(l) —> fl(l) betrachtet, 
wobei i, den Operator der orthogonalen Projektion von H, auf fl(l) und -A den Laplace-
Operator bezeichnet. 'Analog zu [6: Theorem 2.1 und Satz 2.2] gilt damit 

•	S a tz 2.2: Die Gleichung A,u = I besitzt für jedes! € YI(l) genau eine Losung u € al(l). 
1st 1 E ,Ylm(l) für ein m = 0, 1, ..., so gilt I ju I T111m+2	C,,1 12]lf I T1 , für 1	1 mit 

•	einer von 1 unabMngigen Konstanten Cm. 

Nah diesem Satz ist A,J'(l) = J(l) undsoniit A, ein seibstadjungierter, invertier- - 
barer Operator. Wegen derkompakten Einbettung 712(l) -+ 51(1) ist A,': J1(l) —^- 71(l) 

• vollstetig. Die , orthonormierten Eigenfunktionen e, 1 , e,,, ... von A,, elk € (C00(T,))3, 
bilden deshalb cm n in 81(1) vollstandiges System. Mit 2,,, 2121 ..., 0 < ' 
werden die zugchorigen, Eigenwerte bczeichnet. Sowohi die Eigenwerte ats auch die 
Eignfunktionen von A, lassen sich explizit angeben. Im weiteren wird jedoch nur be-
nutzt, dal3 sich jedc dieser Eigenfunktionen inder Form 

e,k(x) =. C1k(X2) exp (i(k,x1 + k3x3))	 (2.1) 
• mit/c,, k3 € (i/l) Z undFunktionen ik E (C0(-1, 1))3 schreiben läBt. Von der Gültig-

keit diesdi Darstellung Uberzeugt man sich leicht dadurch,daB man in A,e, k = /.,ke,k 
'für k = 1, 2, ... jeweils die Fourierentwicklung (bezfiglich x' und x 3) der Eigenfunk-

•	tionén einsetzt. 
Wegen der Yollstandigkeit des Systems {e, k } k in R(l) ist für ii € II, die Projektion 

7i 1 n € 81(1) explizit durch 
oo 

•	ii,u(x) = 	2, f-', ( X ) mit. Ulk = (u, C,k)T,	 S	 '	 (2.2) 

0I	 k=-1 

gegeben. Mit den hierin erklärten Entwicklungskoeffizienten 21k definieren wir auf 
• 31(l) für s Z die Norm	 -	 • 

00	 •	 / 

11uII 2 =	2	I'lkl'	 (2.3) 
k=1 

Auf der Grundlage von Satz 2.2 läLlt sich die folgende Norm quivalenz zeigen. 

Satz 2.3 Au/ 48(1) gilt für 1	1 und s = 0, 1, ... 

•	IHL	IV Ti ll 3	. c8l 11 . 1!8,	 .	 (2.4) 

wobei C3 von 1 . unabhdngige Kon.stanten sind. Insbesondere ist IH =11 . 1 T,ll. 

Neben den auf Q erklärten period ischen Furiktionen au8 den Räumen ,fl8(1) werden 
noch die folgenden gewichteten Sobolevráume benotigt. Es sei 

!!U118	= (	, 1(1 +	2)t'	u(x)12 dx\'12. 
\II8Q	 / 

17*	 'I	•	 •	 -
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Mit 11 8(r) soil dann der AbsehiuB von (Co- (Q))3 in der Norm JjIS(r) uñd mit X8(r) der 
AbschluB von (u E (O0 (Q))3 : div u = o} in der Norm • j 8	bezeichnet werden.
Analog zu Satz 2.1 laBt sich der Raum X°(r) vie folgt charakterisieren: 

X°(r) = (u E (Loe(Q))3: div,u = 0, II0,(r) <0°, LIflx1 =i = o}, 
so daB wie in [2: Lemma- 1.2]durch dieAbschatzung der entsprechenden Nornien der 
folgende Satz hewiesen werden kann	 - - 

	

Satz 2.4: Für 1	1 und r < —1 ist J(l) -)- deo(;) eine stetige Einbettung; au/ 
111(1) gilt IIII0.(,)	cj. I T111, wobei c eine von r aber nzcht von 1 abhdngige Konsi ante ist. 

3• Galerkin-Näherungen für die Lsungen der Navier-Stokessehen Gleichungen 
im Kauai 

Die Strmungsgeschwindigkeit v einer inkompressiblen zähen Flüssigkeit genhit den 
Navier-Stokes.schen G?eichungen. 

	

•	v ,;.a	- 
at	Oxi 

Die  Dichte des Fluids ist dabei gleich Ems gesetzt 'worden, v steht für die konstante 
djnamische Zdhigkeit, p für den Druck und g für cine ãuf3ere Kra/t. Setzt man voraus, 
daB die Stromungsqeschwindigkeit an den W/inden des betraehteten Kanals eine vor-
gegebene, von x' und x3 unabhangige Funktion ist,;1ie sichzu einer in Q glatten quel-
lenfreien Funktion ]U ' =  U(t, x) fortsetzen läBt, und daB auch g = g(t, x) von xL und 
x3 unabhangig ist, so entsteht atis den Navier-Stokesschen Gleichungen für u = v - U 
das foigende hotnogene Rand-Anfangswertprohlein in (0, T) x Q: . 

au	 . (Uj Ian	&i
-- - 

vLU +2 U3 i) +,gradp = f,divu = 0(3.1) 

mit u(-, • )o.n	= 0, u(0, .) = u0(.). 

Dabei ist f = g - all/at + v AU- ' Uj aU/axi und U0 cin vorgegebenes Vekt.orfeld 
mit div u = 0. 

Die im vdrigen Ahsehnitt bereitgestelltenFunktionenraume n8(1) ertuogiichen nun 
die Definition eine'r sehwachen Läsung des Problems (3.1) in der Masse der auf T1 in 
X'- und x3-Richtung 21-periodischen queiienfreien Fttnktionen. 

Definition 3.1: Eine Funktion U E L2(0, T; 711(l)) nL(0, T; l(l)) niit au/at 
E L,(0, T; fl-(l)), s ^ 3, heiBt schwache Lösung des Problems (3.1), wenn für alle 
W E fls(i) gilt 

'au /	 aw' 
1- ' w) + ' (u, LW)T — 2.' (UJLI ± utU ± Uu, —j-) = (1, wh at	/T 	\ 

nit (u(0, ), W)T, = (u 0 , %V),.	 -	 -	- 
Die Anfangsbedingung ist dabei (als Gleichung u(0, .) =u 0 ( . ) in-R "(1)) korrekt 

gestelit, da die in Definition 3.1- besehriebene Funktionenklasse nach [9: Lemma 
1V.1.11 stetig in C(0, 7'; JL- 8(1)) eingebettet ist. 

Für die schwacheLosung soil nun mit Hilfe der Eigenfunktionen des Operators A1 
die Galerkin-Nãherung gebildet verden. Dies geschieht durch Projektio'n auf den 
dureh die ersten k0 Eigenfunk-tionen e11 , e12 , ..., C/k, aufgespannten Unterraum
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At(l)

	

	a(l). Dabei wird k0 so gewahit, daB für die zugehorigen Eigenwei 4te 2,
gilt, während A,(k;+ l) > 12 sein soil. Mit pi . wird der dureh 

pu . = 2''u1ke1k nTlit ilk = (u, C,k)T, 

erklarte.Projektor Mn 71(l) auf )1((l) bezeichnet. 

Definition 3.2: Eine Funktion- u E C1(0,T;41(l)) heiBt Gulerkin-Ndherung für 
die schwache Losung des Problems (3.1) in T1 , wenn sic Losung des Anfangswertproblenis 

	

• ai- &&n	auU aW	 S 

- vA 1 u + PII2:	 ax,-- ----- +	= p,l,	 (3.2)- 

u(O, .)	vo := p 1 r1 uo	 (3.3) 
ist.	 . 

	

S t z 3.1 :Gilt für die Funktionen I und U in (3.2)	 - 
T	 aut	

0 
•	

C = fil f( x) 	I TzJI2dx <cc und CU =6 max	sup —i- < Co, 
0	 i.j=I.2.3 .(O.T)XTI I ax 

•	so besitzt das Sys&em (3.2), (3.3) für jeden Anfagswert v0 € al(l) eine eindeuiige Losung 
u-J= S1v0 EC1(0, T; 4t(l)) ihit - 

lu,(t)lI- + r f II I, , ( -r)11,2 dx ^ (Ilu i (0)I1 2 + ± C f) exp (cut).(34) 

/)er Losungsoperator 8 1 : 4t(l)	C'(O, T; 4t(l)) ist stetig.	 S 

Beweis: AngQnoinmen u 1 ist eine Losung von (3.2), (3.3). Dann folgt nach skalarer MultiplikatiOri von (3.2) mit u 1 und anschiieBender Integration fiber T, und (0, t) 

• 1111' 
1 
(t)112 H- if IIn(x)lI 2 dx +	J (ui (x.)	ul(x)) dr

axj	T, 

=	IIL1 i (0)II2 + f(I(x), Uj(x))T, dx, 

wobei die in (2.3) erkkLrten Normen benutzt wurden. Beachtet man die Ungleicliung 
•' (i aU/axi , U)TZ ^5 21cjj 1 11,112, so erhalt man	 - 

IIu(t)11 2 + 2v f Ik' (x)I1 i 2 dr ^	(0)11 2 + cuf IIt1 i (x)11 2 dx	Il f() I T,11 IIL1z (x) II dx 

: Wegen IIu1II :54 l lu i ll, und 4 Ilf I T111 IIu,1I1 - v IlsII i2	(4/0 Il l I T1112 ëntsteht darau 

•	Ilui(t)112 ± vf lug(x)11 i 2 dx	Juj (0)11 2 + - C +CU f I II,,(-r)112 dx. '	(3.5) 

• Nach deni Gronwailsehen Lemma foigt hieraus 
•	 lIii1(t)112	(IIut(0)112. -f- (41v) CO exp (Cat). -	 S 

Benutzt man in (3.5) diese Absehatzung, so erhalt man für t € [0, T] schliellhieh die 
Ungleichung (3.4). Da (3.2) ein System gewohnlicher Differentialgleichungenfiir die 

• Entwicklungskoeffizienten 2Lk von	 •	 S	

• 

11 1 (t, X)'= 2 'ü,,(t) Cjk(X)	 S	 •	 S 

•	 2l'	 - 
-	 S	 •	

-	 I 

I'	
5'	 '	 •	 S	 •
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darstellt,.dessen rechte Seite polynomial von den ilk abhängt, folgt die Existenz und 
Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems (3.2), (3.3) aus der Apriori-Ab\ 
schatzung (3.4). Die ilk hängen dabei stetig von den Anfangsbedingungen ab, SO dat3 
der Losungsoperator S 1 tatsächlich stetig ist I 

Unter der. Vora ussetz ung, daB I und U von x t und x3 unabhangig sind, gilt 
Satz 3.2: Der Losungsoperaeor 81 des Problems (3.2), (3.3) ist mit dem Verschie-

bungsoperator fi: u(t, x) -- u(t, x + h), h = (h1, 0, h3) € R3 beliebig, vertauschbar. 
Beweis: Zunáehst wird die Vertausehbarkeit von n, und Ii gezeigt.Nach (2.1) 

und (2.2) gilt für beliebige in x 1 - und x3-Richtung 21-periodisehe Funktionep 
uE (L2100(Q))3 

1hu(x) = ' (flu, eik)r elk(x) = L' (u, f1_i egk)T, e,k(x). 
= ' (u, e,k)T, exp (i(h'z' + h4x4 )) elk(x)	.'	I 

= ' (U, egk)T, ezk(x + h) = fi	(u, egj)r,ejk(x) = firju(x), 
wobei über N zu summieren ist: Sehreibt man hierin nur endliche Summeñ, so ergibt 
sich Pg "i fi = 1 Pii . AuBerdem gilt offenbar fi(3u/t) = a(flu)/at, fi An = hlL und 
fiu iu = fiuifiu. Weil aiieh fil = I uxid flU = U ist, folgt fl(u 7 U) = (flu') U urd h(U'u) 
= Ui( fiu). Wendet man-also den Operator Ii aul die Gleiehung (3.2) an, so vird Cr-
sichtlich, daB mit u auch flu Losung von (3.2) ist. Per Anfangswert von flu bei t = 0 
ist 60 E M(l), wènn v0 PIJIIUO € 4t(l) der Anfangswert von it ist. Wegen der Em-
deutigkeit der Losung von (3.2), (3.3) bedeutet dies fiS1 v0 = Sj fiv0 I 

•, Ober die im Satz 3.1 formulierteri ApTiori-Abschatzurig hinaus ist die Abschatzung 
der Zeitableitung von u 1 erforderlich. Wie in [9: Kap. VII, § 3] sei dazu K Q em 
besehrnktes Gebiet. und X8(K) = {u € (W2 8(K)) 3 : div u = o}, •= 0, 1, ..., der 
Soholevrauni der auf K erklärten quellenfreien Vektorfelder nut der Norm 11 . 1 KJI8 von H 8(K) := (W2 8(K)) 3. Wirset.zen 1ju I KII_, = sup {(u,w)o/llw I K, : WE (c0(K))3}, 
wobei (., .)D für das Skalarprodukt in (L2 (Q)) 3 steht, und bezeichnen mit H- 8(K) die 
Vervollstandigung von (C0 (K)) 3 in der Norm II . I Kll_3. Im weiteren sei K = {x E Q: 
jxj < N} mit einern N € N. Es sollen nun Abschätzungen für ilaul lat I K I8 bewiesen 
werden, die den Ungleichungen (12) und (3.23) aus [9: Kap. VII] entsprechen. Für 
die in (3.2) eingehenden, von x' und unahhangigen Funktionen I und U muB dabei 
gelten

Ct = sup f If(t,x)1 2 dx2 < - und Cu, = sup f IU(t,x)1 2 dx2 < 
tE(0,T) -1	 WO. T)-1 

Satz 3.3: 1st u1 die Galerkin-Naherung für die schwache Losung des Problems (3.1) 
in T, zum An/angâwert v 0 = p,II U0 E A(l), so gilt für K T1 und's >21/2 

H' KH	C(lInt 1	+ 1-2 II u t . I T111 2 ± IIUIIIO.((e_3)/2) ± 1),	(3:6) 
'wohei die Konstante C nur von v, N,s (0 <e < 1), Cu und C, aber nicht von v0 und 1 
abhdngt. 

Beweis: Für de'ssen Dauer wird der Index 1 bei Li i und weggelassen und das 
Skalarprodukt in II mit (., .) bezeichnet. Ferner sei w° E (C'0°°(K))3 und w die in 
x'- und x3-Richtung 21-periodische Fortsetzung von w°. Skalare Mültiplikation von 
(3.2) mit w und ansehlieBende Integration uber T1 liefert 

I u	\	/	1 / u1u	au'U	âuiu\	1 - 
(_—, .w) =	[ u —E -- + --- +	+f w).	(3.7)axf
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Die Kianimer [...] wird der Kürze halber mit Fbezeichnet. Wir zerlegen p i n in 

p= I + (n - I) ± (p, I)	 (3.8) 

and sehätzen nacheinander die auf der rechten Seite von (3.7) bei Anwendung dieser 
drei Operatoren auf F jeweils entst.ehenden Terme ab. 

A) Anwendung von I: Wie in [9: S. 222] sieht man 

l(u, w)I = (u, w)I	ilu I Eli Il w I Ku	(Il u I .KII -- 1) IJW I R112, 

w) = k 	c I lu I K1 2 11w I K13. 

Vollig analog IäBt sich sowohi I(8uu/ax, w)l als auch I(aUuIx5, w)I dureh 
c(IIu I Kj + IIU I K u 2) 11 w I K13 abschätzen. 

Wegen (, w)I	.Ilf I K II 11w I KII gilt dann mit einer von v, N, CU und Cf abhangigen
Konstanten CA  

1(IF, w)l ^5 CA(II u I K + 1 )11 w I K 3 .	 (3.9) 

B) "4nwendung von n - I: Für die hier benotigten Abschtzungen ist es erforder-
lich, Ableitungen von (n - I) w abzuschätzen. Dazu wird nach AbschluB dieses Be-
weises der folgende Hilfssatz bewiesen.	 - 

Lemma 3.1: 1st w° E (C0 (Q))3 mit supp w° c K	so gilt für alle x E T1, 
€> 0, II	1 ünd s> 7/2 + lLx l - 

	

- I) w(x)I ^5 C11 N4 + 1 * I 11 w I Ku1 (i + Ixi)2-'	
Cl_2_ tI). (3.10) 

Für die zweite Koniponente (ir - I) w(x)2 des Vektors (n - I) w(x) gilt mit s'> 9/2 und 
e>O

(n - I) w(x) 2 I ;5 2C 1 N5 l1wI KII8((1 
+XI)	

+ Cl- 3).	 3.11) 

Dainit ist die Abschätzung von (n - I) F moglich. Furs > 11/2 und 0 <e < 1 
gilt	 . 

((n - I) Au, w)I = j(ti, i(n - I) w)I 

•	 . .• .	

C2N6 11w I KII. (T[' ±
C, Jul	

dx 
 XI) -'	

+ C1- 4 f .I n i dx) 

-	 c(IIuII. -/2) .+ '	lu I T 11 2 + 1) .11w I KII3.

Entspiechend folgt aus Lemma 3.1 mit lLxl = 1 und s > 9/2 

I	a&u	\	I (Ufu,	 -. ((n — I)---- W) =	 _i(n - I) w 

^ C1y'5 11w I Ku8 (f (1 1 . ± C13fluI2dx) 

^	3)12) -•l- l	lu I T111 2 ) 11w I Ku8 

Analoge Ungleichungen erhält man für die Terme milk uU und Ufa. Schlie3lich gilt 
für die von x- und x3 unabhangige Funktion f = (/, /2 , /3) nach Satz 2.1 (n — I) £
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= (	J) (0,/2,0), so daB aus (3.11) für s > 9/2 und 0 < e < 1 

•	 I(( - I) f, w)I = f/2(t, x)( - I) w(x)2 dx 
-	

<21T& l lw I Ku8 (T/(1;	dx +fci- a (t, x)[ dx) 

C 1 1w I KuIS	( 

folgt. Nit einer Konstanten C5 , die von v, N, e (0 < e < 1), Cu und C, aber nicht von 
1 ahhängt, gilt also für s > 11/2	 - 

I((v'— I) F, w)	CB([IujI((_3)/2) ± l- [[ii I '11j2 + 1) lw 1 K[[3 .	(3.12) 

C) Anwendung von (p	I) : Für u E iIt(l) ist (p 1 —1) iu = 0. Stellvertretend 
•

	

	für die anderen Glieder aus ((ps - I) 7rF, w) wird die folgende Abschatzung ange-



gehen. Für m> 3/2 ± 1 gilt 

•	I	 un	\	I. 
I(pi - I) 'r 	= (,u'u,--..(p1 - I) 71W) 

ax,

S	II I T,I1 2 sup	(p1 - I) w ^ c1 [u Zui2 II(	- I) y
ax i xET,

(3.13) 
Gema3 (2.4) kann hierin das Quadrat des letzten Faktors weiter abgeschdtzt yerden: 

- I) w T1IJ,,2	(Cmt)2 [[(Pt - 1) (71S5 )II rn 2 = ( Crn i tm ) 2	4 kvN 
-	 -	 Aj>1 

•	 -'	 C,,212m2" y ;mi.n [W,kl2

	

-	 - 

•	
^	 Il71wll,,	(C811m-n)2 [71w I	(3.14)' 

Setzt man dies in (3.13) em, so erhält man mit n = ni ± 2 und s> 7 die Unlei- 
chung Y	c2 1 2 u T1112 [[71w I Ti ll, AuBerdem gilt nach Lemma 3.1 für alle	nhit

s, XE T,, s 1 >'7/2 ± s  

•	 D(I - ) w(x)[	CN8+4 JJW I K[[8 , 
	

+ C13); 

• woraus dann IjD(I - i) w I T1112	c3 [[w I KII, folgt. Man addirt die letzte Bezie-, 
Eung fiber alle a mit 1	s und henutzt die so entstehende Ungleichung zur
Ahsehatzung

I T,[ 8 2	[[tw I T,[[ 2 ± 2	' (I[Dw I T1 1 2 ± }D(I - i) w [ T11[2) 

2 l lw I T,[[3 2 + C4 [w I KII,	C52 1 11V I K iI,.	 (3.15)
/ Damit erhält man sehlieBlieh für s1 > 21/2 

auitt 
- I) .
	w) ^ cl2 [u I T, [[2 [w I K[J.
L9xj

In gleicher Weise lassen sich die Glieder mit uf U iind Uu durch 

•	 cl2([[u.[ T1[[ 2 + [[U I T111 2 ) 11 w [K[[8 ,	c(l	[u 1 21,112 ± 4Cu) 11 w I K[[8,
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absehätzen. Dau analog gilt mit s2 > 7/2 + 1	 - - - 

-	 I) nf, W)	Ili I l '.lI II(	'. i'v I T111	 - 

21/C1 ( -F llvlkl' 
I 

12 ^ 2(C1 + 1) II'w Ti ll, < C lw Ku,,,

	

Ajk>I.	 - 

so daB man die für s> 21/2 gultige Ungleichung 

((pi	1) nF, w)I 5 Cc(l-2 I JU 1 11,112 + 1) 1 1w I K1 3	 (3.16) 

erhält: Auch hier hangt Cc nieht von 1 und v0 , sondern nur' von N, s (0 <s < 1), 
Cu und Cf ab. EJnter Berucksichtigung der Zerlegung (3.8) folgt die Behaiptung aus 
(3.7) tnd den Ungleichungen (3.9), (3.12) und (3.16) I 

Für den noch ausstehenden Beweis des Lemmas 3.1 wird der folgende Hilfssatz benotigt, der 
in gleicher Weise vie [9: Lemma VII.3.3] be'iesen werden kann. 

Lemma 3.2: Es sci K = {x E 92: lxj < N} und w° E (c0 (K)) 3 . Dann ist da.s'iVewtonsche 
Volumenpotential von, div w°: 

q(x) =	r divw0 (y)	 . 
S	 47EJ	ix—yl 

It,	
-.	 - 

ine C9'Funktion, die in ganz R3 der Diflerentialgleichuny A q = dlv w° und der Abschatzung 

74+I8I 1w0 I Ku •	 D grad q(x)i	c 1	 3mit s > 7/2 + lol	 (3.17)
(1 + xD3II 

geniigt.  

	

Beweisdes Lemmas 3.1: Die in (3.10) links stehenden Ableitungen von (I - n)w (es	- 
war w0 E (U0°°(Q)) 3 mit supp w0	K	T,) lassen sich für Ja t̂  1 mit Hilfe der in Lemma 3.2 
erklärtcn Funktion q E C°°(R3 ) explizit angeben:	 -	 - 

D(l - n) w(x) =	' D grad (q(x + ni) + q(x + m)),	 (3.18)
m',m'(2(Z m2(4Z 

wobei x -- in = (x' ± m 1 , x2 ± in2 , x3 + in3 ) und ,x + n' = (x' + ni l , m2 ± 2 - x2 , x3 ± ?,',3) 
ist. Urn (3.18) zu beweisen, uberzeugt man sici, zunachst von der auf T1 gleichmat3igen Konver-
genz dieser Reihe. Nach (3.17) gilt für s > 7/2 + jal tind r = 3 +loc l 
• •'	

Dgrad(q(x+m)q()) 

^c11 N 1 ' 111'0 I K18	I f	 ) 
+ 

j (	 Ix 	ml	(1 ± Ix +rnJ)T 

wobei 'Svie in (3.18) über alle m. = ( ?11 1 ,7112 , 311 3) m ni t till, in 21Z timid ni2 E 4Z zu sunimieren ist. 
Die Konvcrgenz der rechts stehenden Reihe wird durch die folgenden Abschätziingen bewiesen. 

• Die-Teilsurnme S = E [...], Summation fiber iml > 41, kann wegen der für nile x E T, gültigeii-
IJnglcichungen 

ix + ml	 i m I - lxi ^ Inil - }121' + 1	Inil - 21	1 

lx+nil	I m I - lxi t̂  I ml —21-1 m i t in = (in ',m2 ± 2,m3 )	- 

durch S	ci1_2_i8l abgeschatzt werden (vgl. [4: S. 35-37)). Die Teilsunime 82 enthält alle 
noch verbleibenden Summanden [ ... ] mit ImP	41. 18t im'i + 1n13 1 s 0, dann kant, jeder
Summand [ ... ] durch cfr" abgeschiitzt werden, so dal3 wegen der zu 1 proportionalen Amizahl 

S	(
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'solcher Summanden für r = 3 + II gilt: 

S :5 , C21-r+1 + E 1	1	
+	

1 

L 
+Ix + mI)r (1 +1 x+mI)T 

2 

-	keZ (1 + (x 1 ) 2 + (x2 + 4k)2 + (Z3)2)T12

c.,i-+' + 2 2 (1 + IxJa)_(_)/2 (1 + 4k2)—h,'2 
kEZ 

^ c-2- 11 + c	 , •	 —	 (1 -+- IxI)2' 

•	falls r1 = 1 + e > 1, d. h.> 0 ist. Hieraus und aus g, C j2HI erhält man für j al '^t 1 und 
allexET,  

-	 - 
•	EDgrad(q(x +") +q(x +m))I	 - 

c 1 N4 1* 1 11w0 I EI [cl_2_I + ( 1 + Ix2+lii_d]' (3.19) 

woraus die gleiehmBige Konvergenz der Reihe (3.18) fo!gt. Gleichzeitig ist mit dieser Unglei-
chung gezeigt, daB (3.18) gliedweise differenziert werdén kann und die dabei entstchenden 

• Reihen sämtlich wieder auf T, gleichmiiBig konvergieren. Ms Summe von Gradientenfeldern 
entsteht mit (3.18) auch jeweils ein Gradientenfeld. Tnbesondere gibt es also skalare Funktioncn 
V' E C(R'), j = 1-, 2, 3, für die 

a	 - grad V'(x)= L' -- grad (q(x + rn) '+ q(x + m))	 (3.20) 
m8X	 - 

gilt. Integriert man nun aV i1ax2 = 19V21axi nach x1, so kann wegen der gleichmkBigenKonver- 
géhz der Ablenitungen gliedweise integriert werden: 

-'

 

V2(X) = I -- (q(x -f-rn) + q(x ± m)). 
m 0X 

Für álle x  T, 1st V2()i, 1 = 0. Darüber hinaus ist nach Umordnung dieser auf , gleich. 
• mkBig konvergenten Reihe sofort ersichtlich, daB auch V2(x):._1 = 0 ist. Aus der Darstellung 

(3.20) folgt, daB es eine Funktion V mit aV/axi = Yj für j = 1, 2, 3 gibt. Diese muf3 sich dann 
als gleichmaBjg konvergente Reihe in der Form 

I'(x) = P (q(x +/ rn) + q(x .± rn) -f- vm'x' ± Vm X + Cm) 

darstellen lassen,so daB neben .V' auch V' und V3 jeweils in x1 - kind x3 -Richtung 21-periodische 
F,mnktionen sind.	 . 

Damit läI3t sich nun zeigen, daB die mit (3.20) erkllirten Funktionen grad Vj tatskchlich mit 
den Funktionen a(I - r) w/axi übereinstimmen. Die in x1 - und x3 -Richtung 21.periodische 
Funktion (I - r) w ist nach Satz 2.1 -cin Oradientenfeld, (I - 22) w = grad p, dessen zwcitc 
Komponente ap/ax2 bei IX21.= I versçlrwindet und das in T1 der Differentialgleichung Ap = div w 
genugt..Berucksichtigt man, daB nach (3.20) wegen Aq = dlv w für alle XE T1 und j = 1, 2, 3 
auch

-	a	 a	 a 
•	 iV1(x) = -s (q(x + m) + q(x + rn)) = —q(x) = —div w(x) 

-	ax' in	 -	a 	 ax' 

•	gilt, so erhält mai'für ri = V — ap/ax' die Gleichung	 - 

f I grad ri(x)I' dx = -f ri(x) (tVi(x) —	 dx + f ri(x) grad r i(x) . ndo 
T1	 7'm	 axf aT, - 

Das Oberfiachenintegral hierin verschwindet, da r und grad ri in x1 - und x3-Richtung 21-
periodisch sind und r2 (x)ii i i _ i = 0 ist. Es gilt also grad V'= a grad p/axi = a(I - x) w/axi.
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Daraus ergibt sich mit (3.20) und den Abschhtzungen (3.19) die Ungleichung (3.10). (3.11) er-
halt man aus (3.10) durch Integration der zweiten Komponente von (I - z) w/x2 nach x2 
unter Beachtung der Nullrandbedingung I 

Mit Satz 3.3 konnte eine Abschatzung für 11au1/et I KIL.S unter der Voraussetzung. 
K = (x E Q: lx! <N) T gefunden werden. Analog zu [9: Theorem VII.3.21 wird 
nun eine entsprechende Abschatzung für these Norm bewiesen, die auch im Falle 
K c1 TL gultig bleibt. 

Satz 3.4: 1st u die Galerkin.-Naherung für die schwache Losung des Problems (3.1) 
in T 1 zum An/angswert v0 € JJt(l), so gilt für s> 6 und q = ml mit m = [N/i] + 1 
([a]bezeichnet den ganzen Ted von a) 

K	^ Gthu 1 T lI2 + 1),	 (3.21) 

wobei C eine von v0 und 1 unabhangige Kon.stante ist. 

Beweis: Die reelle ZahI q wurde so gewahlt, daB Kc Tq ist. Der Beweiskann 
deshaib teilweise auf den in Satz 3.3 behandelten Fall zuruekgeführt werden. Es sd 
dazu wieder w° E (C0°°(Q))3 mit supp y0 K und w die in x'-' und x3-Richtung 2q-
periodisehe Fortsetzung von w°. Multipliziert man die Galerkin-Gleichungen (3.2) mit 
w und integriert übcr Ti; so erhàlt man wieder brutal die Gleichung (3.7), wohei dies-
ma! (., .) das Skalarprodukt in 11q bezeichnet (abkürznd sci auch hier U = u,). In 
[4: S.'40-41] wurde gezeigt, daB fur in x'- und x 3-Riehtung 21-periodische Funktonen 
V E H, stets ir,v	qv gilt und soniit (3.7) die Gestalt	 - 

	

• 3u1 u	 Will
 = ( u —E (-	

+ au'U	ti 

Laut	 + exi ) + i,	 (3.22)
axi

annimrnt. •Der Projekionsoperator p, : R(l) -- 4t(l) bewirkt, daB in der Entwick!ung 
(2.2) nur über die Werte k sunimiert wird, für die .,k	12 ist. Dã die Eigenwerte ;i8 
zu den 21-periodischen Eigenfunktionen e q VOfl Aq 7q A nut den Eigenwerten 
,k ubereinstimmen, gilt Mr in x'- und x3-Richtung 21-periodisehe Funktionen v E H, 
die GleichlIeit p,,v(x) = Pj7q''(X). Der Operator Piq hewirkt dabei, daB die (2.2). 
•entsprechende Entwick!ung nach den Eigenfunktionen Cq fl von A g nur die Summanden 
enthält, fiirdie 2	12 ist. 

Wie mi Teil C) des Beweises von Satz 3.3 kann man nun die in (3.22) vorkommuenden 
Glieder absehätzen. So gilt wegen if E 1t(l) audi u = q m' € 4t(q) 2(q) und des-
haib

I(11, Pz7igW)Tq l = I("	p,'iW)r0 l	ju I TqII I! m 4w I Tq112 

Analog zu (3.13) ist für s > 5/2 

I( -	_' 
p,xw ')	C1 lu I Tq11 2 llPLq	I	qII, 

/T81 

entsprechend lassen sieh die Glieder mit U abschätzen. AuBerdemn gilt 

(1, p,Iow)T8 l	11f I TgII lIP, 7 qW I TqII	2i	!l"" I Tqll. 

Mit den obigen Ahschatzungen folgt die Behauptungaus (3.22), da wegen (2.4) und 
(3.15) furs, > 7/2..-f- s die Ungleichung l ip,n,w I T I13	c(N) 1 1w I KI!8, erfullt ist I 

I
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4. MaOthcorctische Hihsmittel 

LEs sei (X- 
' 8,

u) ein Mat3raum mit einer nichtleeren Grundrnenge X, einer i-Algebra 
8 und cinem vollstandigeni WahrseheinlichkeitsrnaB u, u(X) = 1. 1st X em metri- 

'scher. Raurn, so bezeichnet 3(X) die -Algebra der Borel-Mengen von X, d. h. die 
minimale a-Algebra,diealle offenen Mengen aus X enthält. Irn folgenderi werden nur 
Borel-MaBe, d. h. auf deniMeBraum (X, 8(X)) erklärte Malle betrachtet. Wir gehen 
zunächst eipige in [9: Kap. II, § 21hewieseneEigenschaften von Borelschen a-Alge 
bren und inellbaren Abbildungen an. 

1st x1 ein separahier reflexiver .Banachraum, der stetig in dm separahien Banach-
raum X2 eingeettet ist, X1 --> X2 , so . gilt 8(X 1 ) = 3(X2 ) n X, := (co € (X2) 
w X1 } und seziell X1 E 3(X2 ). ht ferner x3 ein Banachraum und /: X3 --X2 
eine meBbare Abbildung mit 1X1 + ø,.dann 1st auch die Einschrankung /if-x,: K3 
—,- X 1 meflbar. Für beliebige MeBräunie (X 1 , 930 und (X2, 2) und einer meBbaren Ab-
bildung A X1 —> K2 läBtsich zu einem auf (X 1 , 58 k ) gegebenen MaB 1uauf (K2, 2) 
das MaB A*u gemäB .A*u(w).= 1u(A'w) für alle co E-8 2 erklärcn. Für jedes A*u 
integrierbare Funktional g: X2 -^- R gilt 

fg(u)A*1j(du) = fg(Au0 ) 1i(du0),	-	.	 (4.1) 

insbesondere ist also das Funktional u0 — g(Au0) t-integrierbar. 1st unigekehrt' 
A o g: K1 —> R 1u-integrierbar, so ist auch u -> g(u) A*uintegrierbar und esgilt (471). 
Wird iiber Mengen mit vollständigein aB integriert, so geben wir vie in (4.1) den 
Integrationsbereich nicht mit an. Gilt für die Banaéhräurue X 1 , K2 die stetigeEin- 
bettung X1 -+ K21 so läBt sich ein auf (K 1 , (X1 )) ,erklärtes MaB a geniall (w) 

= (a) n X1 ) für alle co E (X2 ) auf X2 fortsetzen. 
Es sei K ein metrischer Ráum. Al it Cb(X) verde die Menge aller auf X definierten 

stetigen heschränkten Funktionale bezeichnet. Eine Folge {z} von auf K erklärten 
Mallen heillt schwach konvergent gegen das Mall u auf X, eu,, — It hei n —> oo, wenn 

• lim f 1(u) i(du) 
= f /(u)u(du) fur alle / E Cb(X) 

gilt.. Eine Menge - 9N von auf Xerklärten MaBe'n heillt schwach kornpkt, wenn ans 
• jeder Folge, u}	9)1 eiñ a e uf X schwach konvergente Teilfolge ausgewahit werden 
kann. Gilt z,, -	z und sup f /(u)-u(du)	c für cin auf X st.etiges Fiinktional /, soist 

audi j /(u) (du) c. AisFolgerung aus dem Satz von Prochorov wurde id [9: Leiiima 
11.3.11 das folgendd Kriteriuin für die scbwache Konipaktheit bewiesen. 

Satz 4.1: Der Banachraurn K 1 .sei voiLsietig in den separablen Banachraum K2 em-

gebettet. Eine Familie 9)1 von auf K2 gegebenen Maen ist au/ K2 schwachkompd kt , wenit 
/ür alle y E 9)1 (las Funktional u — uIx, 1u-integrierhar und sup f IuJIx, (du) C < cc 

Wir wollen nun 'partiell translationshoinogene Malle aid FunktionenräunienX be-- 
trachten — im Unterschied zu den in [9: Kap. VII, § 1] untersiichten homogenen. 
Mallen, die bei beliehigen Translationen Ii invariant bleihen, fordern wir die Invarianz 
der MaBe nur für Translationen in x- und x-Richtung. Dabei sei K = X°(r) hzw. 
X = L2 (O, T; ,9'O(r)) und Ii derdurch fi: u(x) —> u(x + h) bzw. Ii: u(t, x) —i- u(t, x + h) 
erklärte Trarislationsoperator.  

D ef 	4.1: Ein Mall 1u heillt auf X in x'- und x3-Richtung translationshomogen, 
wenn fi für alle ii = (h1 , 0, h3) € R3 einen mellbaren Automorphismus auf K realisiert 
und It = fl * L ist. 

I-''
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Satz 4.2: Em beschrdnkle.g Ma/i ,u ist"genau dann in x'- und x3-Richtung translations-
homogen, wenn gill 

-	f /(u) (du) = f./(h'u) i(du) für / € C b(X), h = (h', 0, h3) € R3. 

Beweis: Die'Notwendigkeit folgt aus (4.1), die Hinlanglichkeit atis dem Satz von 
B. Levi und einer geeigneten Approximation für die Ind ikatorfunktionale von Borel- - 
Mengen dureh stetige Funktionalel 

In Analogie zu [9: Theorem V1I.1.1] bzw. [2: Lemma 2.1] kann der folgende Satz. 
formuliert, werden.	 -,	-	- 

Satz 4.3: Es sei ,u ein in x'- und x&Richlung translalionshomogenes Map aufX und 
0: X - L 1 b0c(Q) bzw. 0: X -- L, b oc ((0, T) x Q) eiie Abbildung, die für z-/ast alle u € X 
und alle h = ( 41 , 0, h3) € R3 mit dem 'J'ransl5ationsojerator Li verlauschbar i'st. Auflerdem 
seien für FunktiOneii w mit w(x) = i(x', x 3), ü € C0 ( R2), die Funklionale 

/	u .>: f G(u(x)) w(x) dx,	u_+fI0(u(x)) w(x1) dx 
bzw.

-f  0(u(t, x))w(*) dx dl,	U -f  I0(u(l, x))I w(x) dx dl 

/2-integrierbar und die enlsprechenden integrale endlich. Dann gibt es Konstanten 

= 1•1 G(u(x)) dx21i(du) bzw	G,--'1 - f f f G(u(t x)) dx2 dt(du), 

so 1a/I für alle ü'(•, •) € L 1 (R2) gilt 

f  0(11(x)) ü(x', x3) dxu(du) = 00 f ü(x', x3 ) dx' dx3	 -	
S 

bzw.

fff G(u(t, x)) (x', x3) dx dt(du) = 0,f (x', x3 ) dx1 dx3 .	(4.) 

1st ein Ma13, das den Voraussotzungen von Satz 4.3 1 genugt, so 1st speziell ouch das Funk- 
tional u -+f G(u(x)) dx p-integrierbar, falls K eine beschränkte rnel3bare Teilmenge von Q ist. 
Dies,folgt aus (4.2), wenn man für ü( . , •) € L1 (R2 ) die lndikatorfunktion der Menge 

• .K'-= {(X',Z3)ER2 :X=(x', x2 , x3)EK furein x2E(-1.1)} 

einsetzt. Es gilt dann mit K'l =1 dx1 dx3	 S 

ff(u(x)) dx1 (du) = IK'i ffG(u(x)) dx2 t(du).	 (4.3) 

Der folgendeSatz wird bei der Konstrukion der statistisehen LOsungen benotigt, 
urn aus dern vorgegebenen Anfangsmal3 y die für die Galerkin-Approximationen er-
firderlichen AnfangsmaBe ,a hereitzuste!len.	S	

- 

• Satz 4.4: Au/X = X°(r), r < —1, sei ciii in x 1 - und x3-Richtung translatioiishomo-
genes Wahrscheinlichkeitsmafi a mit endlicher ,,Energiedichte" 

e = ffIuox)I 2 dx2 (duo) < oo	 '	
-	(4.4)
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gegeben, wobei ,ti die Vorav.&getzungen des Saizes 4.3 mit U: u0( . ) —>-ju0( . ) 2 er/ülle. Es 
existiert dann eine .Folge von Wahrscheinlichkeitsma/Jen {,}, init den folgenden Eigen-
scha/ten: 

1. yj sind au/ /11(l) konzentrierte, in x1- und x3-Richtung translationshomogene Ma/Je 
au/ X0(r).	- 

2. Für die charakteristischen Funktionale fA, und /1, 

= f exp (i(v0 , v)) 1u1 (dv0) und 1u(*) = f exp (i(uo, w) 0) i(du0), 
gilt

fi,('*)	p2(w) für beliebige w € (C0°°(Q))3.	 (4.5) 
3. er/üllen die Vorausseizungen von Satz 4.3 und 

f f jVo(X) 2 dz21u1 (dv0) :E^: e für alle 1.	 (4;6) 

-Beweis: Zum Beweis des entsprechenden Approximationssatzes für in ganz R' 
translationshomogene MaBe wurde in

'
[9: Anhang II, §4] zu gegebenem U eine 21- 

periodische q'uellenfreie Vektorfunktion Ufw konstruiert, die auch tiler für den Fall 
ii = 25 benutzt werdensoll. Für u = (&(X', x3), u3(x1 , x3)) mäge dazu der Operator. Y1, 

Yj U(x' ) x3)	(?11(ul, u3), ?13(ut, u3)) 

= ((u)' (x', x3), (ü8)2 (XI, x3)) = Uj(j) ( Z1 , x3), 

these Zuordnung realisieren. Damit läBt sich für von . X21 iinabharigige Funktioñen 
U E 9'°(r) der Operator Y1 durch Y,u = (Y, 1 (ul , u3), 0, Y1 3(u', u3)) erklären. Ferñer 
sei J: X°(r) —> X°(r) der durch 

-. Ju(x) 

=	
u(x) dx2 = i (ful(x) dx2, 0f u3(x dx2) 

erkhirte Operator, der soiche von x2 unabhangigen Funktionen Ju hereitstellt, auf die 
-darn der Operator Y1 angewendet werden soil. Mit ilulfe dr in [9: Anhang II, § 4] 
konstruierten Abschneidefunktionen	E Coo' ((-1, 1)2) und 1 (x) =	x3) (es gilt 
dannO :E^: i,,(x) ^ 1, pi(x)	1für IxI 5 l():= I -l",j = 1,3,0 <x.< 1) kann so
zu vorgegebenern u0 E X°(r) die Approximationsfunktibn ii € A(l) gernaB 

u1(x)	p,g(ip,(x) (u0(x) - Ju0(x)) + Y,Juo(x)) 

gebiidet werden. Wir betraehten chlieBiieh den Wahrscheinlichkeitsraum 

(X°(r)xTj',3(X°(r)XT,')uX ,) 

wobei T1 ' = {(x', x3) R2 I x'I, x31> l} und rg das über 1'1 ' auf Ems normierte 
Lebegue-MaB in R2 ist: rj (dh) (2l)2 dh'dh3. Es soil nun . gezeigt.werden, daB die 
Verteilung der,zufailigen Funktion hu, mit h = (h', 0, h3) das gesuchte MaB y j er-
gibt, daB also das gemaB 

= x t({(u0 ,hi , h3) € X°(r)X T': hu, € B}), B E 

erklärte Ma13 alle genannten Eigenschaf ten besitzt. Wegen 1u(X0(r)) = 1 und r1 (T,') = 1 
ist auch i,(4t(l)) = 1, d. h.u, ist ein WahrscheiniichkeitsrnaB. Die Transiationshoino-
genitat von p' in x'- und x3-Richtung kann mit den gleichen Betrachtungen wie 
in [9: Anhang II, Theorem 4.2] bewiesen werden.



TransIationshomogene statistische Losungen	271 

Urn die Gültigkeit der Ungleichung (4.6) nachzuweisen, benotigt man die Beziehung 

f Iu,(x)1 2 dx ^ f (ip ( x ) Iuo(x) - Ju0 (x)I)2 dx ± I I Y,Juo(x)l' dx -	T	 T1 
-	

I I u (x ) 12 d - f Ju0(x)I 2dx + f IY1Ju0(x)I2dx.	\	(4.7) 

Aul3erdQnI gilt eine Ungleichung[9: Anhang II, (4.51)], die hier als 

ff1 Y:JLIo(x)I 2 dx' dx31u(du) ^ f 	Ju(x)' dx' dxa(du0 )	 (4.8) - 

	

T'	 T' 

geschrieben werden kann. Die recilte Seite ist wegender Voraussetzurig (4.4) endIich 
Aus der Homogenitat vony, und 1u folgt danri nach (4.3), (4.7) und (4.8) die geforderte 
Ungleichung aus der Abschätzung 

f  jv(x)J 2 dx21(dv0) f dx' dx3 = f f Ivo(x)1 2 dx,(dv0 

= f f (21) f u,(x + h )l' dh' dh3 dx1u(dii0) 
T i	T' 

f  (21)- 2 [f I III (X + h )1 2 dx l dh' dh31i(du0) = f  1 11,(x) 2 dx1u (duo) 
Ti '	 LT,	 j	 , 

f 
(

fjuo (x)j 2 dx - 2 f 1J 0 (x)1 2 dx' dx3•+ 2 f Y1JU0 (X)1 2 dx' dx3 4duo) -. 

•	
T' 

^5	 dx2p(duo) f dx' dx3. 

	 -	

(4.9) 

Darinwurde bcnutzt, daB wegen der Periodizitt von Li die Klariinier [...] von h Un- 

	

abhangig ist.	 / 
Urn nun noch die Konvergenz der charakteristischen F,inktionale (4.5) zu beweisen, 

hetrachtet man fur w € (c0 (Q))3 die Differenz ,(w) - (w) und'berücksichtigt die 
Hornognitat von  

1ü1 (w) - 1ü(w) = f. exp i(v0 , W)Q uj(dv0) - f exp i(u0 , W)Q 1u(duo) 

= f (21) f (exp i(fiu,, W)Q - exp i(fu0 , w))dh' dh31u(du0) 
T1 '	 S 

= f (21) f [exp i(u,; cI-W)Q 
T j -

- exp i(ipj (u0 - Ju0) + Y1 Ju0, fi-'w)4dh' dh3u(du0) 

+ f (21) f exp i(pj(u o - Ju0), fi'w) [exp i( Y1 Ju0 , f1'w)Q 
T,'	 S 

	

exp i (Ju0 , FW)Q} dh' dhu(du 0 )	 0 

•	 + f(21)2 f [exp i( 1 (ii 0 - Ju 0 ) + Ju0 , fi'w) 
•	 T,' 

- exp i(ii, IF'W) Q ] dh' dh31(du0). 

Es läBt sich zeigen, daB jeder dieser drei Suninianden, die nachfolgend mit S, a 63,, 
bezeichnet werdeui, für 1 —> oc gegen Null strebt. Die .Konvergenz von 

1 621 ;5 f (21) f le	( Y,Ju0, flw)Q — exp i(Ja0, h'w)l	 - - 
T4' 

•	 • 

•	 x dh' dh3 (dii 0 ) —1 004 0

	

S	 • 

/	 U
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• folgt dabei aus dein Beweis der entsprechenden Konvergenzau.ssage in [9: Anhang 
Ti,. Theorem 4.3]. Analog zu [9: S. 3841 kann auch der Suniiñand 6, abgeschätzt 
werden. Dazti seifiir l(x) = 1 '- 1", 0 . < x < 1,  

{(h', h3) € T,': supp fv'w 

die Menge der h, für die (wegen p,(x)	1 bei x € TI(.)) 

(p1(u0 - Ju0) + Ju0,1w)Q = (Uo, h_lw)Q 

	

- ist. Zirein.hinreichend groBes, festes 10 giltThr alle l() > l	 - 

T ) (w)	I •= ((h, h3) € T1 ': Ih'I	1--	10,	J = 1, 3),

so daB man für G,dic folgende Abschatzung erhält:. 

I3 < f (21)	f 2dh' dh(du0) 

^ 2(21) (1 2 — (1	1" — 1o) 2) < c3 "'	0. 

Ahnlich kann mit 6, verfahren werden, denn mit 

T1 '(w) = {(h', h3) E T1 ': supp fv'w	T} 
•	gilt entsprechend die Ahchätzung  

	

•	 ^ f (21)-2 I IeXr i(u 1 , f 1 w) T — exp i(rj (uo — Ju0) + Y,Ju0, fi-'w)rj 
-	 T,'(w).	 - 

	

7	
• X dh' dh(du0) + 2(21) 2 (1 2 — (1 - 1)2) 

- ^f (2l)-2 f ((m' - I) ((u 0 — Jn0) + Y1 Ju0 ), h_1w)Tl 
•	 . 

	

•	 Xdh'dh21u(dio)+cjl' 
^ (21)-2f	I,'(x) ( u (x) — Ju0(x))+ Y1Ju0(x)I	• - 

•	 •.	x (p, -I) ii,w(x — h)I dxL(d11o)] dh 1 dh 3	.	--

.+ (21)-2jf [I I l(' — 1) t i(x) (u(x) -- Juo(x))I 

	

•	•	x jw(x —li)j dx(duo)] dh' dh 3 ± c1l'	 -

= : S11 -f- S12 -f- c111. 

Dabeiwurdeder Operator p i n, — I in die' Summanden (p - I) , und — I zer-
legt so*ie ausgenutzt, daB Y,Ju0 bereits -ein quellenfreies, in x'- und x3-Richtung 
21-periodisehés Vektorfeld 1st; dessen Normalenkomponente bei I x2 = 1 versehwindet, 
also (i - I) ,Y1 Jti 0 =0 ist. Tin ersten Suinmanden S 11 ist die Klanimer [ ... 1 naeh 

•	•Anwendung der Schvarzschen Ungleichung wieder von h unahhängig, soda B analog 
zu(4.7)—(4.) weiter abgesehitzt werden kann:	- 

S11	[ffIV (x) (u0(x) - Jii 0(x)) -f- Y 1 Ju0( X ) 1 2 dxiu(dno)1z 
-.	LT1	 -	 -	 J.	•	•	- 

	

- -	 x [ff I(p —1) 7i1w(x)12 dx,4 (du0)1 112	 -	 -• 
[ T j 	 J 

- -	-	[iz If IUo(X)1 2 dx2(duo)]	II( p — I)	w I Till .	 --	-
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Nach Voraussetzung (4.4) und gemal3 (3.14), (3.15) folgt daraus 

-S.	S 11	21 li c1 2 lw I T1116	c111' 

Für den zweiten Sunirnanden S12 gilt	 S 

S12	(21)2 ff (I('i	I) t,(x) (u(x) - Ju(x))I 

•	•X f w(x - h)l dh' dha) dx,u(du0) 

C(w) (2i)2ff (i-P + lfl I(s - I) V, (X) (u(X) - Juo(x))1 2) dxs(du0) 

C(w)[l fl +	lP(2l)-2 f (Cl	lu0 T1 11)2 /(duo)] 

^C(w)	+ c2lP2]	0, 

falls 0 <9< 2x gewahlt wird. Hierbeiwurde die für u 0 € X°(r) giiltige Ungleichung. 
II(,'-- I) 1 (u0 — Ju0) I T111 cl" Iluo l T111 [4: S. 54-561 benutzt. Also ist ab- 
sehlie8end gezeigt worden 

• I,(w) - A(w)l	i t-1621 + 1631 

(jS 1 + I S12I.+ c 1 11) + I21 + 1631-- + 0 I 

5. Galerkin- Approximation der statistisehen Lisung	-	 S 

Es sei a ein in : x'- und -Richtung translationshomogenes WahrscheinlichkeitsrnaB 
auf .JC°(r), r < —1, mit endlicher Energiedichte (4.4), das den •Voraussetzungen 
von Satz 4.3 mit G: u( . ) — lu( . )1 2 genügt, und {u,} die in Satz 4.4 konstruiertéFolge 

• von auf 4((l) konzentrierten WhrscheinIichkeitsm13en. Ferner sei S : t(l) 
— 01 (0, T; 4t(l)) der nach Satz 3.1 stetige Operator, der dem Anfangswert. v 0 € 4t(l) 
die Losung. S1 v0 = u1 E C'(O, T; 440) der, Galerkin-leichungen (3.2) zuordnet. 

•

	

	Wegen der nach Satz 2.4 stetigen Einbettung C1(0, T; (l)) - L2(0, T; 7C0(r)), 
r < —1, ist S1 : 4t(1) —> L2 (0, T; X°(r)) ebenfalls stetig und damit me0bar. 

-S 

Definition 5.1: Das auf L2(0, T; X0(r)) erklärte MaB P1 .= S,*ug heif3t Galerkin 
Approximation der statistischen Losung von (3.1) zum , An/an gsma/3 1u. 

Bezeichnen wir aligemein rnit .', den Spuroperator yg: u( . ,	u(t, .), so können 
wir P1 wie folgt charakterisieren.	 - 

Sat z 5. 1: P1 ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, das au/ den Losungen 'U1 E S1 (4((1))
von (3.2) konzentriert ist. F2r alle co € (L2 (0, T; X0(r))) gilt	 -	 S 

:' •	•	Fl (w) = P,(w n S,(c/ft(l)))= ,ui(yo(w ri S,(cit(l)))).	 (5.1) 

Beweis: Die Gultigkeit von (5.1) ergibt sich sofort aus P1 (w) = u,( *S,'w), wenn 
man berucksichtigt, daB Sg-'a = yo(o n 51 (i4t(l))) ist. ius (5.1) folgt insbesondere 
P1 (L2 (0, T; X0(r))) = ,zg(c41(l)) = 1 und 

Pg(L2 (0; T; X°(r)) \ S,(c4t(l))) = Pi ((L2 (0,T; X°(r)) \ 51 (4t(1))) n S(.4((l)))	0, 

so daB P1 tatsächlich ein auf S(It(1)) konzentriertes WahrschèinlichkeitsniaB istl	 • 

18 Analysis Bd. 0, Heft 3 (1987) •
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Stz 5.2: Das Map P, ist auf L2(0, T; X0(r)) in x1 - und x3-Richtung translations-
-	homogen. - 
•

	

	 Beweis Die Behauptung folgt nach Satz 4.2 aus der für alle P,-integrierbreii 
Funktionale /: L2(0, T; X0(r)) — R und alle h = (h', 0, h3) E R3 gUhigen Beziehung 

f /(u) P1(du) = f f(Sv) uj(dv0) = f 1(S1 f1v) 1u1(dvo) 

	

= f /(I81v0)1u1(dv) = . f /(1w) P1 (du),	 (5.2) 

wobei die Honiogentat von ,a (gernal3 Satz 4.4) und die nach Satz 3.2 rnogliche \Ter 

tauschbark'eit von S 1 und ft ausgenutzt wurden I 
•

	

	Satz 5.3: Mit einer von 1 unabhdngigen Kon.stanten C 1 gilt für alle 0 ^ t s- T, T >0,
die Abschatzung  

(Iu(r x)1 2 ± v	eu(v,x)	dx2 dv ±f Iu(t, X)1 2 dx2} P1(du) I {i7  
^ ci(ff Ivo(ü)J dx2/2,(dv0 ) + cf).	

'.

 

Bewets: FU**
,
 r u,(t, .) = yS,v0(•) gilt die Abschatzung (3.4): Wegen S	= P1

- erhält man daraus nach Integration bezuglich 4u,(dv0 ) entsprechend (4.1) 
7'

u(t.) 11 2 ) fj II u ( t,.) T,11 2 ± J' (IIu('r	) T1 2 + V'
	1 .

^7, 
	
dr 

•	
0	 ,	 -	

c(T) (f 11 vo I T1112 i,(d'0 ) + 412C1), 

wobei die 1u 1 -Integrierbarkeit aus (4.4) und (4.6) folgte. Da die MaBe P
I

und in x'- 
.uncl x3-Richtung.translationshomogen sind, ergibt sichiie Behauptung nach Sâtz4.3 
und Gleichheit (4.3) aus Division durch-4121 

Satz 54: Die Galerkin-Approximation der sta'tistischen Losung von (3.1) genügt für 
s> 21/2undK = {x E Q:xI <N}, NE N, den Abschdtzungen	 - 

fIIu ( t , • )-I KJL P,(du )	C(N) und
•f 3ut,	

KP1 (du) < C(N). 
•	 -	-	 - 1(5.4) 

Die Konstanten h.angen dabei nicht von I ab. 
Beweis: Es ist, v0 - IlytSi vo I K11_3 offenbarein stetiges und somit meBbares Funk-

tional auf 41(l). Die Integratkn der Ungleichung II ytS: vo I Kj_S	ygSj V0 I K be-
zuglich u,(dvo) liefert wegen F, = Sg *1u, nach (4.1) und (4.3)	- 

f Iu(t,) I KI3 P,(du)	.f Uu(t,.) I K11 ?,(du)	1 + f II u (t ,-), I K 2 P,(du) 

•	 -	 1 + IK'I ffIu(t,x)I2dx2P,(du) 

-	-	
1 + . I K'j  C1 (i f Ivo(x)1 2 dx2i,(dvo) + C1) 

-	< 1 + N2C1 (ë + C1 )	- 

(die letzten beiden Ungleichungen folgtei dabei aus '(5.3) und (4.6)). Damit ist die 
erste behaupt6te Abschatzung nachgeiesen.	S
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Tim die zweite Abschatzung nachzuweisen, betraehten wir zunächst diejenign 
• Werte von 1, für die K c T1 ist. Sämtliche in (3.6) vorkômmenden Funktionale sind 

wieder , u-integrierbar, so daa sich die folgende für 0 < e < 1 gultige Ungleichungs-
• ketteergibt: 

JT') KO P(du) cf {fIutxl 2 dx + 1- 2 / Iu(t,x)1 2 x

	

-at

•	 ±f 

^ cIfpK'I+l- 2 1T1 'I+ f	dx'dx 

-	

• - 

 

(1 + (x1)2 + (X3)2)(3-)I2 

Xffu(e,x) 2 dx2Pi (du) + I - 

•C2 f f IVo()I dx21z,(dv0 ) + Cf)	C(AT). 

-. Hierbel'urdeSatz 4.3 angewandt und das vorletzte lntegral wie im i3e'eis der 
ersten Abschatiung behandelt. 1st im anderen Fall jC nicht in T1 enthalten, d. h. 
1	'N, so ben utzen wir Satz 3.4. Die Integration von (3.21) hezuglich 1 (dv0 ) liefert 
dann analog	 - 

KP1 (du)	cf( fLI(;,x)12dx + )Pi (du)	- 

-	
4Cq2 	u(t x)12 dx2P1 (du) + i)	C(N) I 

Wië in [9: Kap. VII, § 2] soIl nun eine Integralidentitat für die Galerkin-Approxi-
mation P, der statistischen Losung von (3.1) hergeleitet werden. Es sei dati 

•w0-€ (C0 00([0, T] X.Q) )3 mit div w0(t,.) = 0 und supp w0 Q1 := [0, T] xT,. Mit w 
werde die in x'- und x3-Richtung 21-periodischcFortsetzung von w0 und mit (., .)q1 
das Skalarprodukt in (L2 (Q))3 bezeichnet. Nach skalarerMultiplikation derGalerkin-
Gleichungén (3.2) mit v erhält man dann	- 

L01 , w) = 
(Ul , aw)
 + v(u,, w) 

	

•	 i±E((uiiui + u1 U + Uui),Plw):+ (f,pW)Q, = 

	

•	 5=1	 X 

•	 ¶5.5) 
Daraus ergibt sich nach Inegration beziglieh uj (dv0 ) wgen u, = S1 v0 und P1 = Sj*u, 
der folgende Stz.	 - 

	

•	

•

 

'Satz 5.5: Für beliebige beschrãnkte P, -me ,Gbare Funktionale q : L2(0, T; n(1)) -* R 
und beliebige Funktionen ' E (L2 (Q1 )) 3 gilt 

• •,	f ç(u L, (u, w) exp (i(u, )Q1) P, (dul l = 0. 

18*
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Wirkönnen nun die schwache Kornpaktheit der Ma8familie {P1 } nachweisen. 

Satz 5.6: Es gibt eine Zahlen/okje I —> oc, /fir die die in Definition 5.1 erkldrten Maf3e 
P, schwach gegen ein in x1— und x3-Richtung translationshomogenes Wahrscheinlichkeits-
ma Paul L2 (O, T; 90(r)) konvergieren; dabei gilt 

fIiulIL(o.T;x0r) P(du)	C < oo.	 (5.6) 

Beweis: Urn mit Hilfe von Satz 4.1 die schwaehe Konipaktheit-son (P1 ) zeigen zu 
können, erklären wir den Banachraum X von Funktionen it E L2(O, T; 7e0(r)), für die 
die Norm	 - 

T 

llUllx -	0(N) 2 f ( Iu.) I K 8 +	
u(t,•) KH dt + iIUIIL(o,r;x0(ri)) 

endlich ist: Hierbei sind 0(N) die in Satz 5.4 eingefuhrten Konstanten und K 
= {x EQ: lxi <N}. Dasich volliganalog zu [9:Lenmia VII. 5.1] beweisen 1è13t, daB 
X L* L,(O, T; 7e0(r)) für s > 21/2 und r < r 1 < —1 eine vollstetige Einbettuug ist, 
hraucht nur noch die gleichmaf3ige Bechränktheit von f IJIlA- P,(du) gezeigt zu werden. 
Multipliziert man dazu (5.3) mit der Kónstanten 

1( 1 + (x 1 ) 2 + (X3)2)r, dx' dx3 ,	r < r1 < 

so folgt aus (.2) und (4.6) 

f lI t1 l1(o.T;X'r) P, (du) :^-- c1 .	 (5.7)

Ails (5.4) ergibt sich nach Integration übr (0, T)für s > 21/2 

	

lu(t.) K 3
 + bu(t,.)	)dtPi(du) 

0(N) 2Nff(  

Summiertman dies fiber alle N € N, so erhält man'aus dem Satz von B. Levi und au 
(5.7) die P1 -Integrierbarkeit von	und die bezüglich 1 gleichmal3ige Beschränkt-
heit der Integrate: f Ii U ilx P1 (du)	c 1' + 2T. Daniit ist die Konvergeriz P, — P für
eine Folge I -> 00 gezeigt. Für alle / E' Cb(L2 (O, T; 1C0(r))) gilt deshalb 

7	
lirnf 1(u) P,(du) = f 1(11) P(du). 

Da P1 WahrscheinlichkeitsmaBe Sind, folgt mit /(u) 1 auch f P(du) = 1, d. h. P ist 
ein WahrscheinlichkeitsniaB. Ails der in Satz 5.2 festgestellten Hornogenitat von P, 
ergibt sich nach (5.2) die für alle h = (h1 , 0, h3) E R3 und alle / E Cb(L2 (0, T; Xo(r))) 
gültige Beziehung 

f /(u) P(du) = urn f /(u) P1 (du) == lim f /(hu) PI(du) = f /(fiu) P(du), 
1-00	1-00 

woraus iiach.Satz 4.2 die geforderte Homogenitat von 'P folgt. Die Ungleichung (5.6) 
ergiht sich schlieBlich wegen P	p aus (5.7) I 
6. Eigenschaften derstatistischen Lösung	 S 

Von dem (nicht notwendig cindeutig bestirnmten) GrenzmaB P soil gezeigt werden, 
dalI es auf den im folgenden Sinne verallgemeinerten Losungen des Problems (3.1) 
konzentriert ist.
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Definition 6.1: u E L, (0, T; XO(r)); r < —1, heiBt veraltgemeinerte Losung des 
Problems (3.1), wenn für alle w0 E (C000 ((O, T) xQ)) 3 n C(O, T; X0(r)) =: G°° die Be-
ziehung	V	 V 

L(u,w0 ) :=V(u, \ ) + v(n, Lw0) +'	+ &U + U'u, 
at 

/	+ (!, w0 ) = 0	 V (6.1) 

- erfililt ist. Mit (., ) wird dabei das Skalarprodukt in L2 (0, T; (L2 (Q)) 3) bezeichnèt. - 
Satz 6.1: Es gibt eine in L2(0, T; X0(r)) abgeschlssene Menge W0 E 5(L2 (0, T; X° 

(r))), r < —1,mit P( W0) = 1, so dap jedes Element ii € W0 verallgemeinerte Lösung des 

	

Problems (3.1) ist.	 -	V 

Beweis: Wie in [9: Theorem VII.7.1] geniigt der Nachweis, daB 

f L(n, wO j exp (i(u, v,)) P(du) =0	(w0 E G, mp E L2(0, T; X0(	))) (6L2) 
gilt. Es iäBt sich zu jedem w0 E G°° eine ZahI 1 und eine Kugel .	R3 so wählen, daB 
• KO : = B n Q c T1 und supp w0 [0, T] x K0 gilt. Mit w soil -wieder die auf T, in 

x1- ünd 3-Richtung 21-periodische Fortsetzung von w 0 bezeichnet werden. Nach 
Definition von.G und nach Satz 2.1 ist w E R(l) und sornit ,w = w. Aus(5.5) mind 
(6.1) ecgibt VSiCh für u = ul = 9v0 die Gleichung L1 (u, w) = L(u, w0 ) + F(u, w) mit 

-	F(u, w)
=	

((ii + u1 U + Uit), -	(p - I)	+(f, (Pi - I) I W)Q. xi 

Wir wählen nun 99R € Cb(L2 (0, T; X0(r))) mit 0	R(U)	1 mind.. 
V /	

J 1	für	IjUlI L (o T ; X o ( r ) ) <'J	V	 V 

9'jUj - 0 für 5 1UlIL.(0T;X ( r ) )> B + 1. 
1st au3erdern V	 (L2(Q1))3 nit, 	c [0, T] x K0, dann folgt vegen (ii, mp),1 

(n, V.) ails Satz 5.5	 .•	
V 

f R(U) L(u, w0) exp (i(u, )) P1(du) = -f R(U) F(u, w) exp (i(L1, )) P,(du). 

Weil der Integrand auf der linken Seite em (bezuglich u) stetige"s beschränktes Funk-
tional auf L2 (0, T; X0(r)) ist, kann nach Satz 5.6 für l_ oozum Grenzwert fiberge-
gan \gen werden:	

V	 V 

f 9,R(u) L(u, w0 ) exp (i(u, )) P(dii)	 S	 - 

= —urn f q(U) F(u, w) exp (i(u, )) P1 (du).	 (6.3) 

Dabei verschwindet die rechte Seite. Urn dies zu zeigen, benutzt man für m> 5/2 die 
Abschatzungen (3.14) und (3.15) und die Formel (4.2): 

	

f
99R(u) Uill" 

(	^xi ,

a	
'w) exp (i(u, )) P(du) 

•	c f f 	u(t, X)12 clx IJ(p, - I) w(t, .) I TgIm dtP,(du) 

	

OT	

I 
.c2 sup	II' I TIIIm+n+?/2 C1 ff jv0 (x)f2 dx2 ,(dv0 ) + C	c3l6, 

	

E10.TJ 	-'	 J 
wobei aul3erdern die Abschätzungen (5.3) und (4.6) verwerdet wurden. Ganz analog 
Jassen sich die anderen in F(ii, w)enthaltenen Glieder abschätzen. Da für jedes R der
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Integrand auf der linken Seite von (6.3) dureh c I U 1IL 2(o,T;xo(r)) majorisiert werden 
kann, folgt die B'ehauptung (6.2) beirn Greñzubergang R —> 00 vegen (5.6) aus dem 
Sat'i. von Lebesgue U 

Urn analog zu [9: Kap. VII, § 11] den Begriff der statistischen Losung für das Pro-
bIeni (3.1) sachgerecht definieren zu können, benotigen wir noch die folgenden Funk-
tionenräunie. Für s > 21/2 sei B y- 8 die Menge der Funktionen u E L(O, T; X0(r)), 
fiiz die die Norm 

1	 00	IUIN 
II U IIBV- .	IUIL,(0,T;Xo(r))	

C(N) 2N 

endlich ist. Dabei sind C(N) die Konstanten aiis Satz 5.4 und 

	

k	 - 
JUI N = sup E ose (N)u ± vrai sup Ju(t, .) K_3 

	

(t} j= 1	 10. TI 
- nut

K = {x E Q: 1XI < N} und ose (N) ii = vrai sup Ju(t', .) — u(r', ) I K_3. 
[t.) 

In der Definition von IUIN wird das Supretnuw über alle Zerlegungen {t}, 0 = t0 
< t 1 < <t = T, k E N, des Intervalls [0, T] genommen. A,il3erdeni séi der 
Raum der auf Q erklürten (veraligemeinerten) Funktionen u mit div u = 0 und end-

• !ichei' Norm	 S 

I	I_ l u I KII_3\) 2]1/2	
-	 - 

IlnI!- = [ N-	k, C(N) 2	J	 I 

Wie in [9: Kap. VIE, § 8] läl3t sich zeigen, dat3 I? V-s E 93(L2 (0 1 7'; XO (r))) gilt. Für jedes 
U E B V ist die Abbildurig t -> u(t, .) E (evtl. nach Abänderung auf elner Teilmenge des 
Intervalls [0, T] vom Lebesgiie-11al3 Null) elne stuckweise stetige F'iinktion wit liächstens ab-
zahibar vielen linstetigkeitsstellen erster Ordnung. Darüber hinaus ist diese Funktion rechts-
seitig stetig, so daB der Spuroperator y : BJ 1	--	gemaB u--k u(t + Q, .) erklärt ist.. 

Definition 6.2: Ein auf L2 (0, T; X0(r)), r < —1, erklärtes Wahrscheinliehkeits-
maB P heiBt raum-zeitliche -statistische Lösung des Problems (3.1) zu einern au/ 7C°(r) 
gegebenen An/angsmaf3 /2,wenn es auf einer Borel-Menge W J3V-, s 21/2, von 
verailgemeinerten Losungen des Problems (3.1) konzentriert und P(yo_1(0) ,u(w) 
für nIle 0) E (X0(r)) 1st. 

	

Der letzte Teil dieser Definition ist gerechtfertigt, da für co E (X0(r))	(Ifr) die Menge
'o w bis atif eine Menge vorn P-MaB Null mit {u € W a B V_S: You E (0} € ( L2(0, T; X°(r))) 
übereinstimmt (vgl. [9: Lemma VI.E.10.2]).	 I . 

Satz 6.2: 1st a ein ant X°(r), r < —1, gegebenes in xL undx-Richtung translations-
homogenes Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit ezdlicher Energiedichte (4.4), dann gibt es ZU 
dieseni An/an gsma/3 y eine in x'- und x 3-Richtung translationshomogene raum-zeitliche 
statistische Lösung des Problems (3.1), die au/ einer Menge W L 2 (0, T; X'(r)) kon-
zentriert ist und für 0	t	T den /olgenden Ungleichungen genügt: 

Ti 

	

u(t,x)l 2 dx2 + v/f ('
	 ) 

dx2 dr P(du)
f1f

 

C, (il I vo(x )I 2dx2 (dvo) +	 -•	- 
(6.4) 

.1 II u IJv-. P(du) :5: C2 < 00.	 -	
(6.5) 

Beweis: Wir zeigen, daB das in Satz 5.6 erhaltene translations hornogene Wahr-_ 
seheinlichkeitsniaB P, das nach Satz 6.1 bereits auf einer Menge W 0'€ 3(L2 (0, T ;, X0(r)))
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von veallgerneinerten Losungen von (3.1) konzentriert ist, auch die anderen geforder-
ten Eigenschaften besitzt. Dazu erhält man zunachst in der gleichen Weise wie in 

49: Theorem '111.8.1] aus den Ungleichungen (5.4) und (5.6) die Behauptung (6.5). 
Entsprechend ergibt sich durch den Grenzübergangl ->- oo analog zu [9: Kap. VII, 
§ 9] 'aus (5.3) die Ungleichung (6.4), woraus mit Satz 4.3 insbesonderc auch 

-	 lli,(o,T ;X'(r)) P(du) < 3o folgt. Damit. kann festgestellt werden, daB Paul der Menge fII"  
W = TV0 n B V8 n L2 (0, T; X'(r)) E 8(L2 (0, T; Xo(r))) konzentriert ist. Auf der Grund-

• lage von Satz 4.4 folgt schliel3lich vie in [9: Kap. VII, § 10], daB das für alle co E 8('fr') 
geniaB ,u0 (w)	P(yo_1a) erklrte MaB u0 auf X°(r) = 0-8 konzentriert ist und dort 
mit ,u uberinstimmt I	 - 

Zusäizlichlallt sich analog zu [9: Kap. VII, § 10] beweish, daB für die verallgemeinerten 
Losungen U E W und alle w E (c0 (Q)) 3 n 7e°(r) für fast alle t E [0, T] die Gleichung 

3( 
/	(u(t, .), W)Q - I v(u(v, .), iw) + E kill ± &U + Uiu,— .dr 

J	 8x'/aJ 
0	 '.	0 

- = (u(0, .), w) + f (f(v, .), w) .Q dv 
erfüllt ist.	 0	-	 .	 -.	.	 . 
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