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Uber Gleichungen vom gem' iseht.zusammengesetzten Typ 

A. MULLER-RETTKOWSKI 

Es werden Randwertprobleme für partielle Differentialgleichungen dritter Ordnung vom ge-
mischt-zusammengesetzten Typ untersucht. Im ersten Tell werden lineare, im zweiten Teil 
nichtlinare Gleichungen behandelt. 
1,I3y1aIoTcfI HpaeBale 3aJa4If ARR AH44epeutAHaJ1bHEJx ypaBHeHIIft B tiaCTHWX npoHaBojHhlx 
pemero nopnjja cMe uauHo — cJToHoro Tlina. llepBaH tiaCTb flOCBRlueHa JlI1lleHwM, nopa qacTb HeJrn Heil hibsM ypaBileHilfiM. 

Boundary value problems forpartial differential equations of the third order of mixed-compsjte 
type are studied. In the first part linear equations are investigated, in the second part nonlinear 
equatiohs.	 - 

1. ProbemforniuJierung. Ergebnisse. Bezeichnungen 

Die Gleichungn werden in einein einfach-zusam men hangendcn bêschränkten Gebiete 
D R2(x, y) betrachtet, das mit der x-Achse den nichtleeren Durchschnjtt {(x, 0): 
O<x -< 1}==(A,B) mit A=(O,0), B=(1,0) hat. Es sind a E C'(D),c E C°(D) und 
eine Funktion k = k(y) gegeben, die in [,y1] stückwcisc stetig ist und k(y) 0 für y 0 erfullt, wobei Yo = mm {y: (x, y) € D} und y = max {y: (x, y) € D} bedeuten 
sowie Yo <0 und Yr> 0 sind. Wir bezeichnen stets durch n = (n 1 , n 2 ) die äu3ere Einheitsriormale für D auf dem Rande ÔD von D. Dieser Rand ist für y> 0 eine stuck-
weise glatte Kurve I', die B mit A verbindet. Für y < 0 setzt sióh c9 D zusammen aus der Kurve P_, die Charakteristik Mr den Operator T = k(y) a2/ax2 + a2/ey2 durch A. mit negativer Steigung 1st, und aus einer für T nicht-charakterist,jschen stQckweise 
glatten Kurve J' durch B, die r_ in C schneidet. Es wird noch vorausgesetzt, daB 
kn 1 2 + n2 2 > 0 und n 1 ^! 0 auf r, erfüllt sind. Die Charakteristik f'., die Charakteri-
stik4 mit positiver Steigurig durch B und das Intervall (A, B) der x-Achse bestimmen em 
charakteristisches Dreieck: die Bedingung an J' besagt, daB f' innerhalb dieses Drei-ecks verläuft. Wir haben somit aD = P0 . P_ u P. Wir zerlegen ro in P0 = {(x, y) € P0 : n 1 0} und PO 4 = {(x, y) E P0 : n 1 > 01 und P1 in ô = {(x, y) E P1 : n 1 > 0} undO2 ={(x,y)€ J'1.: n 1 = 0). 

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden Bedingungen für die Funktionen 
a und c angegeben, die für das Randwertprobleni 

Lu	(Tu + au.) + Cu = /(x, y) in D	•	

-	 (1.1) 

u = 0 auf aD und u,, = . O au/ ro-
und für das zugehorige adjungierte Problem die Existenzhalbstarker und 1-verall-
gemeinerter Losungen zu beveisen gestatten (Sätze 1-3; für die bier verwendeten 
Lösungsbegriffevergleiche man [13]; u5 bezeichnet die Ableitung von u in Richtung 
15 Analysis Bd. 6, 1-left 3 (1987)	 -	 (	-
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von n). Im zweiten Teil wird gezeigt, dal3 das nichtlinere Problem 

Pu:= Lu - u l u l e = /(x, y, u) in D(e L̂, —1/2,1onst.)	 (1.2)
u=0au/bDundu=0 au/ I'o 

Losungen in W21(D) in einem veraligemeinerten Sinne besitzt (Satz 4). 

Randwertprobleme Mr Gleichungen vom geniiseht-zisammengesetztefl Typ auch von höhe-
rer als drittér Ordnung und auch in hoheren Dimensionen wurden hiufig in der Literatur be-
handelt (man vergleiche etwa [2-4, 7, 8, 12, 14, 15]). Meist werden die Ergebnisse durch Urn- 
formen der Probleme in aquivalente Integraigleichungen erhalten. In [8, 14, 15] wird auch die 
hier benutzte Energie-Integralmethode angewandt. In [8, 14] werden ähnliche Probleme wie 
hier untersucht, doch setzen die Existenzaussagen dort voraus, daB F1 mit der durch B gehen-
den Plus-Charakteristik (kn12 + n22 == 0 und n2 = —j n) zusammenfällt. Bewiesen wird 
dort die ExistenL sehwacher Losungen für das zu dem Ausgangsprobleni adjungierte Problem. 
Die Bedingungen an die den Funktionen a und c entsprechenden Koeffizienten in [8]'sind em-
schrirnkender als hier. in der Arbeit [15] wird ein nichtlineares Problem für eine andere Glei-
ehung vom gemiseht-zusammengesetzten Typ in einem Reehtecksgebiet behandelt. Hinsicht-
lich der Anwendungen von Gleichungen vom zusammengesetztcn Typ bei der Behandlung ebe-
ncr stationärer Stromungen einer idealen inkompressiblen Flussigkeit oder eines idealen elek-
trisch leitenden Gases urn ein dünnes Profil in einem hornogenen Magnetfeld oder hinsichtiich 
des Auftfetens derartiger Gleichungen als Grenzfiille elliptiseher Probleme wird verwiesen auf 
'die Bemerkungen in [5] und insbesondere, auf [1: Kapitel V, § 5 und Kapitel VIII, § 3, 
Abschnitt 3]. 

Die Sobo1ew-Raunie der bis zur 1-ten (iE ii u (0)) Ableitung einschlieBlich in D 
quadratintegrablen Funktionen weiden mit W2 1 (D) bezeichnet, das zugehörige Skalar-
produkt mit (., .) und die Norm mit Es ist W20(D) = L2(D), T 2 1 (D) der Ab-
schiuB von G0 (D) in der Norm 11-11, und W2-'(D) der DüalraumzuW2 1 (D). (Man ver-
gleiche [11].) Wir vereinbaren, daB positive Konstanten, die höehstens vom Gebiet D 
oder dem Operator L abhangen, fortlaufend mit c 1 , c2 , ... bezeichnet werden. 

I. Das lineare Problem 

2. Das adjungierte Problem 

Per Operator L ist durch (Lu, v)0 = (u, L 4 v)o für alle u, v E C0"°(D) definiert. Es 
ergibt sich Lv = —a(Tv - av)/x + cv. Man überzeugt sich durch Anwenden des 
GauBschen Integralsatzes von 

(Du, v)0 = (u, Lv)0 ± f v(Tu + aug) n1ds - f 'uavn1ds 
OD	 .ØD 

+ f (ud,,(v) - vdu) ds für u, v E C3(D)n C2(ii),	(2.1) 
OD 

wobei dw = kwn1 + 'wyn2 auf OD die Konorinalenableitung von w (bezogen auf T) 
bezeichnet. Wir definieren die Funktionenmengen 

D(L) = {u E G3 (1)) n CI(F)): u = 0 auf c9D, u = 0 auf J'}, 

D(L) = {v E C3(D) n C2(D): (Lu, v)0 = (u, Lv)0 , u E D(L)}. 

Unter Verwendung von (2.1) pruft man 

D(L) = {v E C3(D) n G2(D) : v = 0 auf aD, v = 0 auf I'0 u ô}
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nach. Das zu (1.1) adjungierte Randwertproblem lautet somit: 
Zu'einer in D de/inierten. vorgegebenen Funktion g ist 

v E D(L) ge,.sucht mit Lv = gin. D.	 (2.2) 
Wir definieren - die Hilbert-Räunje 

(W2 
3(D, bd), (•, .)) und (W23(D, bdi, (., .)) als Ab-

schiuB von D(L) bzw. D(L-4-) in der Norm von W23(D). Die Operatoren L: D(L)	W23(D, bd) -* L2(D) und L: D(L+)	W23(D, bd+) - L2(D), lijssen sich abschliel3en zu 2: W23(D, bd) 
-* L(D) und 2: W2 3(D, bd+) -* L2(D). Es gilt (2u, v) 0 = (u,+u 2v)0 für u E 'V2 3(D, bd) und 
y E 1V93 (D, bd+) L und L+ sowie 2 und + sind zueinander formal adjungierte Operatoren im 
Sinne von [9: S. 7f.]. 

3. Apriori-Absehatzungen  
-. Wir ordnen L den folgenden synimetrischen (im Sinne von Friedrichs, siehe [9: 8.191) 
linearen Ausdruck von sechs Differentialoperatoren erster Ordnung zu: 

Ku=A i -P_-u+Ca	
S 

mit
u = (u,u,U.., u)T und. U E C3 (D) fl CD) 

und den matrixwert. igen Funktionen	 -	-•	-. 

ca

 ya 0 i/c 0	 yc yar—c 0 0 0 0 
•	 aO.  	0	 0 —ya	0 

 0	.	 . 0	O	0 A 1 = 	 undCk0 .	 .	 0—yk	0.. 
•	0..	 .	 0	0	 0. 

yO	.	•.	..0	 0—y	0.	.	0-. 
Hierbei sind x und y in. b definierte,fiir alle weiteren Umformungen gentigend giat5te 
Funktionen, die spater geeignet festgelegt werden: Mit 2(x, y) := C + CT,- (A 
und B(x, Y)IaD = A 1n1 erhält man 

2 f uT.Kudxdy= f uT. 2,(x,y)udxdy+fuT ..(xy)Uds	(3.1) 
D	 D 

(man vergleiche [9]). Vin ersten Integral rechts tritt der Ausdruck 

I r;f (-2ykuu — 2yuu - 2ykuu - 2yu1u) dx di,' 

	

auf, der durch partielle Integation umgeformt wird zu	 S

=f [—u2T(y,) ± 3yku 2 ± 2yuu + yu 2] dx dy 

• + f.[u2d(y) - y(u 2k - u, 2) n1 - 27udu - 2yuun2 ] ds. 
OD	 .	 .. 

	

Wird- dies in (3.1) eingebracht, so erhält man	 • 
2fuT.Kudxdy =f(u,u,u).2x(x,y)(u,u,u)Tdxdy 

+ f [u2(cni -+ d(y)) ± 2u(yau,nj - ydu + yTuni )] ds 
OD-

	

+f( —y) (u1, u) B(, y) (ui, u)T ds 	1 1 (D) + 12(aD) + 13(aD).	(3.2),

/
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Hierbeisind	\. 

-	 / 2-ye : — a 	O \ 
I	

(n2

kn1
2(x,y)= I —ya —	 —2ya+ 3yk y, IundB(x,y)= 

I 	1 

yy 

Wir kommen jetzt zuin'Hauptsatz des Teils I. 
Satz 1: Sind die Vorau&9etzungen 

(i) a E C'(D) mit •min(ax, y): (x, y) €	= a0> 0 
(ii) CE C0(D) mit c(x, y)	0 /fir (x,'y) E D 

erfililt, so gibt es em 2 > 0 derart, daf3 mit y(x, j) := x — 1, (x, y) E D, gilt 
S	

(Lu, 7u)0	c 1 bu ll1 2 /fir alle U E D(L).	 (3.3) 

Die Voraussetzungen (1) und (ii) können zu ,,stuckweise' stetig differenzierbar bzw. ,,stuck-
weisc" stetig abgeschwächt werden.	 - 

B ewei s: Es sei u E D(L). Dann hat nin insbesondere u = 0 auf D, also 12 (eD) = 0. 
Weiter folgt aus u = 0 auf 3D daB dort u = u,,n 1 und u = u,1n2 gelten. Ver- 
Wendet man das, so kann man schreiben 

13(aD) =f (. —y) iiu82(kn 1 - n 2) ds.	 - 
OD 

Far u E D(L) gilt u,, = 0 auf F0-, und da F_ eine Charaktèristik für T ist, folgt 
I3(i'o uf4 = 0 unabhangig von • 

Wir whIen 2> 1 so groB, daB y(x, y) = x - 2 
<0 in  gilt. Dann'folgt 13(T'0.0 1') 0. [nsgesmt hahen wirdann his hierheri2(aD) 
± I3(D) ^ 0 für u E 0(L) erhalten. l)as bedeutét mit (3.2) 

•	 D 

U T . K dxdy	f (u, u, u) . 2x(x, y) (u, u, uv ) T dx dy.	(3.4)

' für u E D(L). Wi r legen'a durch (x, y) = —x, (x, y) E D, festund berechnen 

/2(x-2)c+l x 	0 

2 (x, y) = (x — a -.

	

	3k + 2(2 — x) 0
o 

Nach den Voraussetzungen kann 2 so groB gewählt werden, daB (x, y) in D positiv 
definit 1st. Wegen 	Ku dx dy =, (Lu, u)o für u E C3(D) n C2(D) folgt jetzt mit 

D  
(3.4) die Behauptungi 
• Satz 2: Unter den Voraussetzungen aus Satz 1 gilt mit geignetem 2 > 0 und (x, y) 

= °—x — A die Abschátzung•  
(Lv, v)0	c2 11v111 2 für alle v E D(L).	 -	(3_.5) 

•	
- Beweis: Wir gehen analog vo' wie ab_Beginn dieses dritten Abscl :Initts . Mit. 
V = , V,Vy,	Vy vuy)T, v E C3(D) n 02(D), wird Lv der Differentialausdruck 

- erster Ordnung i = A /ex ± O iugeordnet mit	 - 

j ö-	0 —k 0 —

	 ( 0.

9c	8a— 0 0 0 0 

#a 00	0.0	O	 O—/9a	0 . . 0 
A	 0	0

A1 
= 	

Sund 
=

fik 
o. ../	 o	

0—.	o	.	.	.	of 	 0 .	.	o 

-	/
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wobei ft und in D definierte und geniigend oft differenzierbâre Funktionen sind, tiber 
die später veHugt wjrd. Geht man so vor wie mi Anschlu3 an die Definition'von K, 
so erhält man entsprechend (3.2) 

2 f IT .1vdxdy = f(v,v,v) . 2(x,y)(v,v,v)Tdxdy 
D	-	 D

+ f [v2(6n1 - d(9)) + 2v(av7n 1 + fld.v pTvm i)I ds 
aD 

+1 P(v, v) E(x, y) (Vi* 
I v)T ds =: 1 1 (D) + I2(D) 

OD 

+13 (t9D),	 (3.6)
obei

I 29c - ± T(P) —a ô - 0 \
kml	712) 2(x, y) =.( —#.,a -6	—2a - 3k ---i9I und E(x, ,) =

(712 	'n1 
\ 0-  

bedeut.en. Für v E D(L) gilt v = 0 auf aD;deshalb erhält man wieim Beweis zà 
Satz .1	 0 

•	-. I2(D) = 0 und 13(9D) = f j9n jv 2(knj 2 + n2 2) ds.	 - - 
aD 

A,is v E D(L) folgt v, = 0 auf I'0' u 6 1 , da dort v = v = 0 gilt Auf 62 ist nach Defi-
nition n 1	0, undda F_ für T eine Charakteristik ist, hat man kn 1 2 + n2 2 = 0 allf 
I'_. Es gilt also 13'(F- ' y [' u F0 ) = 0 unahhangig von fl, so daB 1 3(OD)	0 ivird, 
falls nur	0 auf '0 erfiillt 1st. Dies gilt mit der Funktion = —x - 2, wenn

• 2 > 0 geèignet gewahlt wird. Es folgt damit aus-(3.6) die (zU (3.4) analoge) Ab-
schätzung	 - 

2f VT . iv dx dy	f (v, v, v) 2(x, y) (v, v,v) T dx dy	 (3.7)

für v € D(L). Wir legen 6 durch 6(x, y) = —x, (x, y) € , fest und berechnn 

/-2c(x+A)+1 a + x	OX 
2(x,y)=( a+x	2a(xJL2)+3k 0).	 0 

•	 o	 o	 1/ 

Durch Wahl ton 2> 0 geniigend groB wird 2(x, y) in D positiv definit, so daB, wenn 
man f vT	v dx dy = (Lv, v)0 für v E C3(D) o C2(D) beachtet, sich atis (3.7) die 

Behauptung ergibti	 0	
0 

- 
4. Existenzatissagen	 .	-	••	0 

Für die in diesein Abschnitt verwendeten Losungsbegriffe vergleiche mariden Uher-
sichtsartikeJ [13] und die dort angegebene Literatur.	 0	0 

Sat z 3: Unter den Voraiissetzungen au.s Satz 1 be.sitzt da.s Problem (1.1)	 -: 
(i) zn jedern / € L2 (D) eine haibstarke Losung;	 / 0 

(ii) zu jedem ' / € W2-'(D) elne 1-verailgemeinerte LOsung, d. h. eine Funktion 
U E W2 1 (D),/ur die (u,	v)0 = (/, v)0 für alle v € W2 3(D, bd)'gilt. 

'S.	 0•	•	0
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Beweis: (i): Nach [13: Satz 4/S. 231] sind die Ungleichungen IILuIIo c3 l lUlIO 
ju E D(L)) und llLvll0 c4 Ilvilo (v E D(L)) nachzuweisen. Diese folgen so fort aus den 
Abschätzungen(3.3) und (3.5), wenn man die Schwarzsche Ungleichung anwendet 
tind llll ^	beachtet. 

(ii): Nach[13: Satz 9/S. 244] ist die Ungleichung 9, vll_i ^! c5 JJv ll j (v E W2 3(D, bd+)) 
nachzuweisen. Diese folgt'unmittelbar aus der Abschatzwg (3.5) I 

Es gelten L = L und D(L) = D(L++), so daB das zu (2.2) adjungierte Problem wieder das 
Ausgangsproblern (1.1) ist. Damit gilt ein Satz3 entsprechender Satz für (2.2). 

II. Das nichtliuieare Problem. 

5. Definition des verwendeten Lösuigsbegrilfes 

Wir untersuchen das Randwertprobleni	 - 

Pu := Lu —, u l u l Q = f(x, y, u) in D (	—1/2, konst).	
(51) 

u = 0 au/ 3D und u,, = 0 au/ J.	 J 
Wie / von u abhngt, wird spãter festgelegt. Tm folgenden ist stets y(x, y) = x — 
(x, Y) € D, die Funktion y aus Satz 1. Beachtet man, daB in Satz 1 max {y(x, y): (x, y) 
€ D} < 0 gilt, so folgt mit (3.3) für u € D(L) 

(Pu, -y).	(Lu, iu)	C 11u11 i 2 und llPu llo	r6 llu lli . ,.	 (5.2) 

Nach einem Einbettungssatz von Sóbolew [11:.Th6or6me 3.7/p. 721 ist W2 1 (D) stetig 
in L(D) eingebettet für q € [1, oc) beliebig. Hieraus folgt zUnächst, da W2 3(D) stetig 
cingebettet ist in 1V2 1 (D), daB Pu für u E W2 3(D) definiert ist und die Ungleichungen 
(5.2) auf W2 3(D, bd) fortgesetzt werden können. Man erhält welter 

• .	 (u J ul e , v)	llu ll, .11v llo	llulli' llvllo 

für u € W2 1 (D) und v € L2 (D). Damit ist der Ausdruck 

B(u, v) = (ku, (yv)4o + (up , (?v))o' — (au-- I (yv)40 + (cu, yv)0 - (u Iu'J, iv)0 

für u € W2 1(D) und v € W2 2(D) vohldefiniert. Es ist B(u, .).linear, und es gilt 

B(u, v)l - 080lu111) IIV112 für u E W2 1 (D) und v E W2 2(D).	(5.3) 

•	Man hestatigt mit partieller integration die .Beziehung 

(Pu, yv)0 - f yv(Tu ± au) n 1 ds + f (yv) du ds = B(u, v)	(5.4) • aD	 VD 

fflr.0 € W2 3(D) und V € W2 2(D). Neben den in Abschnitt 2 eingeführten Funktionen-
mengen D(L) und D(L) und Hilbert-Räunien W2 3(D; bd) und W2 3(D, bd + ) definieren 
wir noch die Hilherträurue	. . 

W2 2 (D, bd)	i•••5l•II., W 22(D, bd) =D(L^)IIfl, 
W2 2(D, ii) = D(L) n D(Llli.. 

Wir notieren die folgenden stetigen Einbettungen: 

W2 2 (D, bd) '-k 3' 2 1 (D) n JV2 2(D), .	W2 2(P, bd)	t421(D) n W22(D), 

W2 2 (D, bd) - W2 2(D, bd.);	W2 2(D, ) -- W2 2(D, bd).

(
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Aus (5.4) erhlt man jetzt 

(Pu, yv)0 = B(u, v) für u E W2 3(D, bd) und v E W2 2(D, bd).	(5.5)

Von / = /(x, y, z) setzen wir voraus: 

(V)	(i) / = /(x, y, z) ist in D x R definiert und bezuglich z stetig. 
(ii)	•, u(., ))Il	e9 + c10 IluIk' für u E JV2 1(D).	- 

Die Forderung (ii), d. h. die Existenz von II/(• .,u(-, ))JIo beinhaltetauch die Voraussetzung, 
daB /(x, y, z)in . (x, y) meBbar sein soil. (V) bedeutet also:/ erfullt die Carathéodory-Bedingun-
gen-und besitztein gewisses Waehstumsverhalten in der dritten Variablen. 

Definition!: Die Funktion u e W2 1(D) heiBt 'verailgemeinerte schwache Lôsung 
des Problems (5.1), wenn gilt 

B(u, v) = (y/( . , •, u( . , .)), v)o für.alle v E W2 2 (D, bd).	-	 (5.6) 

1. 1st u verailgemeinerte schwache Losung des Problems (5.1) und gilt u E C°(.), so hat man• 
Pu = /(x, i, u) f. 6. in D und u = 0 aul 3D wegen u E *21 (D). 2. Wegen (5.3) und der Defini-
tion von 'V2 2(D, b) genugt es, die Gleichheit in (5.6) für aile v E D(L) n D(L) zu fordern. 

6. Existenz verailgemeinerter schwacher Losungen 

(W22(2, bd), (., )) ist ein separabler Banach-Rauni, in dem D(L) n D(L) dicht 
Iiegt. Es gibt.damit eine Funktionenfolge {92j}jEN mit folgenden Eigen.éhaftei: 

(E)	1. {,}	D(L) n 
2. { q, , ..., p,,,} ist linear unabhangig für jedes rn € N; 
3. die endlichen Linearkombinationen der 99 j liegen dicht in W2 2(D, bd);: 
4. = bi j für i, j € N. 

Diese Funktionenfolge (Basis in W2 2(D, bd)) wird im Beweis des folgenden Satzes zur 
Konstràktion von Naherungslosungender Gleichung (5.6) verwendet. 

S at z 4: Unter den Vorau&9etzungen au.s Satz 1 an die Funktionen a und c und den 
Vorau.ssetzungen (V) an die Funktion / besitzt da8,Problem (5.1) eine verailgemeinerte 
schwwhe LOsung. 

Beweis: Zur Vorgehensweise vergleiche man die Arbeit [10]. 
1. Schritt: Für r € N heliebig wird zunächst gezeigt, daB es Zahlen c 1 , .. .,Crr derart 

gibt, daB für u, = C1971 +	+Crr92, die Gleichungen 

B(u,, q)	(y/( . , ., u( . , .)), q,,)o für n = 1, ..., r	 / (6.1) 

gelten. Dazu fUhren wir die folgenden Spaltenvektoren em:	- 

= (Cfr)ij^r, 92 = ( q )r, 77 = ('i)i	 (62) 
mit i/j = B(CT . , .) - (y/(.	r. 

Man beachte u =CT. 9,und H UAI =	wegen (E)/4. Durch (6.2) wird eine Abbildung 
J: Itt RT, J() = i, definiert. Nach Voraussetzung an / ist these stetig. Es 1st ill 
zeigen,dal3 J eine Nulisteile besitzt. Nach dein l3rouwerschen Fixpunktsatz ist das 
gegeben, wenn wir zeigen können, daB es eine positive Zahi r alit der Eigenschaft 
gibt, daB für alle ç mit; II = r gilt C r . 0 [6: Lemma 4.3/S. 53]. Ausgehend 'von 
(6.2) wird dies durch einfache Abschatzungen nachgewiese, wënn man (5.2), (5.5) 
sowie (V)/(ii) verwendet und IIII = CI beachtet. 

.1
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I
2. Schrilt: 1st u eine im 1. Schritt definirte Lasting. von (6. 1), so folgt aus (6. 1), 

B(u,	) = (Pu,','9)0,(5.2)und (V)/(ii) 

C11 IktIi1	C9 -r CIO I4I i 1 I2	Cq +	C +	E IIUrIIi 

mit eineni e > 0. Wählt man e	so ribt sich mit von r unabhängigen Kon-
stanten

IIUrII1 :^ C i ' und	IIt(	, Ur(,	C13-	 (6.3) 

3. Schritt: In (6.1) wird jett'der Grenzubergang r — oo durchgefuhrt (es wcrdn 
haufig Teilfolgen ausgewahit - wir vereinbaren, these wie diejeweilige Ausgangs-
folge und schwache Konvergenz mit zu bezeichnen). Es ist {u} 411(D) Dies ist 
ein reflexiver Hilbert-Raum

'
so daü aiis (6.3) die Existenz einer Teilfolge.{u,} (von 

{t}) und eines Elernentes u E 41 2 1(D) mit u - u in W2 1 (D) folgt. Nach einem Em-
bettungssatz von Sbbolew [11: Consequenoe 6.2/p. 1071 'St *2 1 (D) kompakt einge-
hettet in L(fl) für beliebiges q	1. Es 1st dann (man heachte g	—1/2) insbesondere 

-- u in L22(D) und auch in L2(D). Ferner folgt (Ur)	U. und (u)	u, in
L2 (D), so daB zunächst für alle v E D(L) n D(L) 

	

-, B(u, v) H- (u, lur l P , yv)0	 - 

- (ku, (yv))0 + (un, (yv))o — (au, (yv)40 + (cu, yv) 0	 (6.4) 

für r -> 00 bewiesen ist. Ails u -> u in L29+2(D) folgt (Ur IU,l e , yv)0 -> (u IUJ, yv)0 für 
v € D(L) n D(L), insgesamt, also mit (6.4) schliel3lich 

B(U, v)	B(u, v) für v € D(L) n D(L).	 (6.5)
Wegen U,. — U in L2(D) und(V)/(i) gilt für eine Teilfolge {u,.} 

f(x, y, u,.(x, y)) -- /(x, y, U(x, y)) für f.	(xy) E D, 

mit U € 412 1 (D) und (V)/(ii) hat man f(•. , u(., •)) E L2(D) und nach (6.3) gilt 
IIf(*) , ur(, ))IIo c13 unabhangig von r. Deshalh folgt nach [6: Lemma 1.31 für alle 
j€N

ur(, .)), ç4o -> (/(-,;, u( . , .)), q'1)o für r '-> 00. 

Aus B(u,., ) = (y/( . , .;U,(., .)), 99j )O für j = 1, 2, ..., r erhàlt man dann mit (6.5) 
B(u, ) = ('t( ? u( . , .)),	für alle j und hiermit (man beachte (E) und (5.3)) 
B(U, v) = (y/(•; ., u( . , .)), v)0 für alle v € D(L) n D(L)bzw. v € W2 2(D, bd) I 

1. Ausgehend von Satz 2 kann cin zu Satz 4 analoger Satz für das Probl'em 

Pv:=L+v_vvQ=g(x,y,v)inD 
v = 0 auf OD und v1 = 0 au/ ''0+ u 

formuliert und bewiesen werden. 2. Hangt I nicht von u ab, so kann Satz 4 wie folgt erweitert 
werden: Zu 1 € W27'(D) existiert eli', u € W2 '(D) mit B(u, v) = (y/, v) 0 für ulle v E W2 2(D, Ed). 
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