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Der Satz yon Cauchy- Kowalewski !ür hyperanalytische Fünktionen 

H.BEGEUR 

J Der Satz von Cauchy-Kowalewski wird in bzug auf eine Kiasse hyperanalytischer Funktionen 
mehrerer Variablen formuliert. Im Falle einer nichtlinearen Gleichung.ohn Lipschitz -Bedin-
gunggelingt eine Existenzaussage. 

DopMyJlMpyeTcI Teopema Homu1-HoBaJIeBcHot jisi ojHoro Haacca runepauaJlI4TIIecFcIix 
MnorMx nepeMeHHwx. B cJiy'iae neJlIlnelhIoro ypaBlieHilfi 6e3 yC.11ORHR Jlirniiiuua 

aeTcH reopeMa .cy[recTBoBaHl4fl.	 - 
The theorem of Cauchy-Kowalewski is formulated for a class of hyperanalytic functions of 
several variables. For a nonlinear equation without a Lipschitz condition an existence theorem 
is given.  

Bei hyperbolischen Differentialgleichungssystemernerster Ordnung wird haufig zur 
Losung ides Cauchyschen Anfangswertproblenis der Satz von Cauchy-Kowalewski 
herangezogen, uid zwar ml Fa11e'analytieher Koeffizienten. Kürzlich [8, 91 ist 
dieser Satz auf veraligerneinerte analytisehe und auf pseudoanalytische Funktionen 

• ausgedehnt worden.' Hier wird der Saehverhalt auf hyperanalytisehe Fun ktionen 
verailgeineinert. i)a13 dies aueh auf q-holornorphe Vektoren moglieh ist,' wird in [2] 
gezeigt. Auch eine Ausdehnung auf verallgenieinerte hyperanatytisehe Funktionen 
erseheint naheliegend.	.	 •	 S 

Herrn W. TUTSOaKE danke ich für die Anregung zu dieser Thematik undfür seine 
kritischen Bemerkungen. 

1. Hyperanatytische Funktionen  

,(C) sei die Menge der unteren Dreiecksniatrizen w Uber C vorn Rang r, 

WO	 S 5	 .	 S 

WI	•WO.	 S.	 S	

S 

-	 w:=	 S	 (WeEC,Orl), 
W _ W,_1 •.. W0	

- 
Wr_i w,_2 ... WI w0 •	• 

die einen zu er isomorphen Vêktorraum und bezuglich der Matrizenmultiplikation 
eine ahelsche Gruppe bildet. Imfolgenden werden Abbitdunen abs dciii C 5 in ¶(C) 
betrachtet.	

0	 •	 • 

Definition: Sei . ZcCeinGëbiet und w5 :D— . 0 (O	r— 1). Zu vor-
gegebenen Funktionen	

S	 '	

•	 .-

q,: 0 -WC),	q,0 = 0 (1 v n),
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die beziiglich z, und F. bei festgehaltenem (z 1 , . . z,1, ..., z) partiell differenzier-
bar mit Holderstetigen Ableitungen sind, ,hei8en die r(C)-wertigen Losungen des 
Systems

Dw:=-w±q–w=O	(1vn)	 (1) 

hyperanalytische Funktionen in z: (z 1 , ..., zn ). Mit (D) wird die Menge der in D 
stet.igen Losiingen von (1) hezeichnet. Vermittels 

r-1 

:= sup It( z), 	IkI	 - 
zE	 k=O 

vird.(C) zu einern Banach-Raum. 

Es sei t, mit t(z) €	(C) für z E D bei festgehaltenem (z 1 , ..., z_ 1 , z 1 , ..., z) 
nach Douous [3] eine erzeugende Losung von D, und mit 

a	F a	a	a	a 1'	 a 

	

,	(z)=---t,[...i' 
t9z"	c9z^	C92 

:der Differentialoperator	 - 

D,:= x-	+---	 . 

gegeben, so daB t, 0 (z)	z,, Dt, = 0, D,t, = 1 und a/aT, = D,, a/at,	D. jet. liii 
veiteren wird vorausgesetzt, daB q, allein von z, (1	v	n) abhangt; 'dies gilt

dann auch für t,. In [3] und [5] ist gezeigt, dali jede in z, Iiyperanalytische Funktion 
in einer Kreisunigebung von 2, als Potenzreihe der Forrñ 

+, I /(z,) . ='.E C(t,(z,) - t,(,))k ,	CL = 

dargesteilt werden kann. Hieraus folgt 

Lemnia 1: Es sei $Y= D x	>< $3, und q,: O, - IZ,(C) mit q, € C'(,)

(1 :E^ v :!E^ n). Dann gilt /fir jede Losung w von (1) 

w(z 1 , ..., z) = E C 1 ,(t 1 (z 1 )*— t 1 ( 1 ))' ... (t(z) - t()) 

mit

=	D' . . .	. . ., 

in einern Polyzylirider urn (, ..., ) in D.	 - 
Sind 0 iind D beschränkte offend Mengen in C e',	D, d := dist (D, 

und sind die Differentialgleiehungen (1) in 0 1 gegeben, so kann D, ats linearer Ope- - 
rator von () nach	aufgefaf3t werden. 

Le mm a 2: 1), ist ein heschrdnkter Operator auf (D 1 ) mit Norm O(d 1) 

Beweis: Aus der Cauchy-Formel (siehe [3] und [5]) 
1	P	dt,(,) W(Z) = 

b—	j w(z1 ,.. .,,, ..., 
z) t,(,) — t,(z,)	-
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für z E Z folgt
1	r  D,w(z) =	i w(z 1 , .,	..., z,) 

	

27i	j	 (t,(..) - t(z))2 

Wegen (siehe [4:.S. 328]) I t,(.)	t(z)	
eonst und IdL(,))	const IdC, j	

•. ^'l 

folgt für z E D 

ID,w(z)t ^S O(d') sup Iw(z i , .,	. . .,	^S O(d') IIwIIo 
S	 S 

das heiBt II.3,wjI t ;S 0(d- 1 ) 11wc1 I 
2. Linearer Fall 

• Fur eine offene beschränkte Menge D Cu und 0 <d sei 

:= {z E C's : dist(z, D) < sd}	(0	s	1), 

sodaBfürO	s' :E-,s	1 gilt	 S	 •	 •	 • 

und dist(3,C'\D3)=(s—s')d. 

Für I E [—T, T] und O s' <s	1 sei.A(t) ein beschrankter linearer Operatr 
von (D) in	(D8 ), stetig in 1 und (IIII := IIIIoa) 

(t)wII3 . M7"IwII8	(0s's1)	 (3) • - 

mit von I, .s','s und w unabhangiger Konsanten M. Ferner sei / eine stetige Abbil-
dung von [—T, T] in (D 1 ) und	 - 

II/(t)II	 (0 5 s <-1)	 (4) 

mit von t und s unabhangigem K sowie w0 E (D 1 ) so, daB •	 S 

11W0113	 s	1)	•	 -	 - -	 • (5) 

mit von' s unabhangigent C. Unter diesen Voraussetzungen läBt sich vie in [7: 
- S. 146f.] die eindeutige Losharkeit des Cauchy-Problems zeigen.	-• 

Satz 1: Unler den Vorau.ssetzungen (3) —(5) ist dajs Cauchy-Problem 

w = A(I) w ± 1(1),	w(0) =	S	
• (6) 

at 

in (—°, ô) x £ mit	:= (1— s)/eM, 0 < s < 1, eindeutig durch lein in I sletig
di//ererzierbare.s Element von (D8 ) lösbar.
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/ 

Setzt man 

l!Woii = sup (I - s) llwoiJ	und	=	sup	(1 - s) llt(l)il, 
•	tTO^8<I 

so ergibt sichaus den Ausführungen in [7] die A-priori-A bschatzu-ng 

	

• 1—s	 I	1—s 11W6 (1 -	eM ID2 
IIWOII+ 1	s	eM I	 • ll < eM 

Gelten anstelle, von (4) u n d (5) lf()lj ;^S K bzw. 11w,11, ;5 O, so erhält man statt 
dessen für Itl	(1 - s)/eM 

1-	-	'MI	\	1—s	 1—s IJWIl	1 ±1 - s - eM ji) lIWollI + eM	II (t)J log 
1 - — ' em j il 

s—eM	Jw, 
+ 1 -	 sup/(l) 

Analoge Abschätzungen gelten für It( t )II	K/(1 - s)P und_ kwo ll .,	- s)' 
(vgl. [ii).	/	 '•,	

'	 - 

	

Für.ein Beispiet seien A, (1	v	n) und B stetige Abbildungen des intervalls [—T, T] •	in	() mit	I

< ±00, und IB(t)113 o (__L_	(O ^ e k, 1). 
•	 -	 -	 1-8/	 - 

Dann ist durch	 • 

n 
A(() w:= EA,(t)D,w±B(Ow	 S	 •	 - 

-.

 

em linearer Operator A(t) gegeben, der wegen Lemma 2 der Abschatzung (3) genUgt. 

-3. Niehtlincarc Evlutionsglciehung	 S	 S 

Für w0 -E (C 1 ) mit	 S •	 •	 S 

•	 -

 

11WoII8^5' (1	(O^s< i yE 11)	
•.	 (7) 

sei	 S 

•	 R(s):=	E ') : i jw —wJ	
_55)?}	 •	 •' 

Es sei F eine stetige Abbildung von [—T, T] x 1R(3) nach () für jedes Paar 
s', s mit 0 s' <s < 1, so daf3 mit Konstanten C und y gilt 

II F( t , w)lI8' (i t t 15T, w E	 (8)' 

Satz 2: Unler den Voraussetzungen (7) und ' (8) existierl eine sletige di//erenzierbare 
Abbildunq w: [ — cx, x] —*	 x = min {T, R12YC}, die, das Cauchy-Problem 
aw/at = F(t, w), w(0) =,'w0 lost.	• 

Der Beweis erfolgt wie in [1] mit Hilfe des Satzes von Arzelà-Ascoli, der ange-
• wandt werden kann; da	(D), eine kompakt.e ñornale Familie ist. Erfüllt F die 

I.
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Bdingungen 

IIF ( t , w1) - F(t, w2)II3'	 - W2	und IF(t, w)II	
(	s)' 

so ist die Losung des Problems eindeutig bestirnmt. Dies folgt gernal3 dem in [6] 
gegebenen Verfahren.	 S	 - 

Ein Beisie1 für cin F mit (8) ist etwa	 S 

F(t,w)= A(t, w) ( b1w)Pi ... (b0w)l, '	 S 

wenn	 - 

IIA(t,w)II8-	
K0	

Iw ll8 . und	= o +	± y 
(8-8)1 

ist. Aus VereinfachungsgrundeQ sei hier anstelle von (7) 11w0 ,	M (0	s	1) und R(D3)
= {w € (D3 ): 11w - w0118 R} angenommen. Offenbar gilt dann 

JF(t, w )113- <K(M + R)Y/(s - 8.	 0

Im ailgemeinen Fall 1st eine Kopplung von s' und s vorzunehmén. Mit Hilfe dieses Beispiels 
lassen sich weitere konstruieren. 
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