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Asymptotiche Darstellungen der hypergeometrischen Funktion 
hr grolle Parameter untersehiedlieher GröBenordnuiig 

E. WAGNER 

Für die hypergeometrische Funktioñ_F(a, b; C; z) werden asymptotische Darstellunen 
für jal -^ no hergeleitet, falls b. und c - b unabhängig. voneinander entweder konstant sind 
oder gegen tJnendlich strebeh, wobei Re b = OL(1). Re (c - b) OL(l) und b= o(a'/26), 
c = o(a'I2 - 6 ), 6 > 0, vorausgesetzt wird. 
BHaosITCa acHMnToTu qecKue npelcTaBJ1eiinH i'IlnepreoMeTpH'iecicoti viiiu.ita F(a,, b; C; z)\ 
rip" jal -± no, iora b it c — b He3aBI1ci4Mo apyr 01' ipyra 113111 nocTofiHilbie 113l11,cTpeM-
fiTCH K 6ecKoHe4HocT11, npejnoiaran Re b = OL (1), Re (c - b)= OL(l) 11 b = 
c = 9(aI/26), i5 > 0.

0 
Asymptotic representations of the hypergeometric function -F(a, b; C; z) are derived where b 
and c - b either constants or tend to infinity independently of one another provided that 
Re b = 0L(1) Re (c - b) = 01,(1) and b = o(0126), c = o(a' /2-6 ), 6 > 0. 

In [8, 9], werden asymptotische Darstellungen bzw. Entwicklungen der hyper-
geonietrisehen Funktion F(a, b; c; z) fur jal -* cc und •konstante Werte b, c, z an-
gegehen. Asyrnptotische Entwicklungen für den Fall, daB atich l b[ oder (und) ci gegen 
Undndlich streben, sipd in [6, 10] hergeleitet, wobei vorausgesetzt wird, daB die Be-
trãge nicht konstant gehaltener Parameter von gleicher GroBenordniing gegen On-
endlich streben. In der vorliegenden Arbeit wird naehgewiesen, daB die Darst.ellungen. 
aus [8] aueh dann gelten, wenn b und c - b unahhangig voneinander konstant sind 
oder bei nach unten beschrtnkten Realteilen sehwächer als Igegen Unendlih 
strebe n. 

1. Bezeichnungen 

Mit den Indizes I und 2 werden die Realteile hzw: Imaginarteile, mit entsprechenden 
griechisehen Buehstahen die Hauptwerte der Argumente der Parameter a, b, c be-
zeiehnet, also 

a = a t + ia2 = ale,	a = Arg a E (-31, ]. 

Es sei z = x + ly. = Izle E 0, C = Arg z E (-3r, iv], wobei U die kings der reellen 
Achse von mach Unendlich aufgeschnittene z-Ebene (Iarg (1 - z) I < n) unter Atis-
schiuB des Nullpunktes ist. Für jede komplexe ZahI w sei stets Arg w E (— yr, n] und 
Log w = In j wj + I Arg w. Als konstant bezeichnen wir soiche GröBen, die von keirieni 
der Parameter a, b, c abhangen, insbesondere wird stets z als konstant betraehtet. 
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2. Hauptsatz 

Die wesentlichen Restiltate der in der vorliegenden Arbeit angestellten Untersuchiin-
gen lassen sich im folgeriden Satz zusammenfassen. 

Satz •l: Für jedes feste z E 0, jai oo und unabhanfigvoneinunder konstante oder 
bet ragsmuf3ig geen Unendlich strebende koinpiexe Pararneterwerte b und c - b gelten 
unter den Vorau&setzun gem 

b = o(a' /2j 2 )	c = o0 112_6 )	(ô > 0 konstant),	 (1) 

•	 b= O(1),	c1 - b 1 = OL(1),	 -	(2) 

c == 0, —1, —2 1 ..'.	 (3)

die asyrnptotischen Darstellunqen 

F(C) 
F(a, b; C; z) = P(c - b)	

(IZ)—b (1 ± 0(1)) 

•	

•	 f(s) 
(1 - Z)c_b_0 (_uz)bc (1	0(1)).	 (4) 

Dabelist	 o

2 = e_', arg (—az) E (-342, 42), 
fulls

y>O, a1 0 oder z <0, a2 <0 cider y < 0, a 1 <0 oder 0 < z < 1, 

a2 >O	 (5)

i-st. In den verbleibenden Fallen 

y>0,a1 <O oderzz0,a2 ^O oder y<0,a 10 O oderO<z< 1, 

0 2 <0	 1 -	 (6) 
181

2 =	arg (—az) E (-42, 342).	- 

Benierkungen: 1. 1st entweder b oder 'c - b-gleich Null oder einer negativeri 
ganzen Zahi, so gilt (4) mi.1/f'(b) = 0 bZW. 1/f'(c - b) . = 0. Wegen (3) kSnnen b und 
c - b nicht gleichzeitig versehwinden oder negativ ganzzahlig scm. Der Beweis dieser 
Spezialfalle fijr konstante b tind c in [8] bleibt auch dann uneingeschrankt giiltig, 
wenn b oder c gegen Unendlich streben. Tm Beweis von Satz 1 kann 'deshaib stets 
vorausgesetzt werden, df3 kine der Zahlen h, c und c - b gleich Null oder einer 
negativen ganzen ZahI ist. 

2 Streben b, c oder c - b gegen Unendlich, empfiehlt sich in der Regel das Em-
setzen der Stirlingschen Formel für die betreffende Gammafunktion,woraus sich 
weitere Vereinfachungen auf der reehtcn Seite von (4) ergeben konnen. 

•

	

	3. Für jedes feste z E 0 ist nach (5) und (6) jeweils eine -Koordinatenachse der 
komplexen a-Ehene Gultigkeitsgrenze zwischen den beiden mogliehen (sich dureh 2 

• und die Wahl von arg (—az) unterscheidenden) IDarstellungen (4). Aus den Uber-
legungeñ am Ende von Ahschnitt 5 und Satz 2 (am SchiuB der'Arbei) wird deutlich, 
daB beim Uberschreiten der' betreffenden Koordinatenachsen keine spiunghafte 
Anderung des asymptotisehen Verhaltens eintritt und sich die Ungleichungen für a1, 
a2 in (5) und (6) diirch entspreehende einseitige Beschranktheitsbedingungen ab-
schwächen lassen.



Asympt. Darstellungen der hypergeom. Funktion	267 
I

4. Die .Be'.veisideen aus [8] erweisen sich auch im Fall niehtkonstanter b, c als 
tragfahig. Ausgangspunkt des Beweises ist auch hier die bekannte Integraldarstellung 
(c 1 >b 1 >O)	 - 

F(a, b :c;	= F(b) P(c.— b)f t'( I - 1)' (1 - tz)° dl.	(7) 

SEine formale tYhertragung des Beweises aus [8] gestattet eine \ 7eiallgemeinerung auf 
•nichtkonstante b, c aber nur tinter den im \Tergleich.zu (1), (2) wesentlich sçharferen 
Bedingungen b, c o(ln a) Lind c 1 > b 1 > 0 [5], so aB man sich im nachfolgenden 
Beweis von Satz 1 nur an wenigen Stellen atif Abschätzungen atis [8] oder deren Ver-
allgenieinerungen atis [5] siitzen kann. 
• 5..Wegen	 '-

°F(a, b; c; z) = (1 —z)c—b—a F(c - a, c - b; C; z)	 (8) 

genhigt e, den Beweis zunäehst tinter der Annahme a 1	0 zu fiihren. 

3. Darstellung von F(a, b; c; z)für a1 ^ 0, b 1 , c 1 - b 1 > —n (n € N) 

Es sei a1 und ztinãchst c 1 > b 1 > 0. Das Tntegrationsintervall [0, 1] in (8) wird 
in einen kortiplexen Integrationsweg defortuiert, der kings einer Geraden von 0 bis 
zu einem Punkt T, von dort kings. eines Kreishogens mit dem Mitt.elpunkt liz Lind 
,hinreichend groBent Radius R zu eineni Punkt T und von dieseni geradlittig zum 
Punkt I fiihrt (s. [8 Abb. 1]). 1)abei seien	 - 

'/' = T('/'1 , z) = —7' 1 e 1 /z (T1 > 0 konstant),	 (9) 

= ftl'21 7) = i - 177'2 11 
Z	(T > 0 konstant).	 (10) 

\	z-1i 

IT	1/zi = IT - l/zI = R (R > 0 konstant, hinreichend groB),	(Ii)

unci T = (z) erfulle die Bedingiingen 

1<0 für (20 .	 (12) 
fur 12 < 0,	 0 

und -
'<Argz für 0<Argz, 

9' 9  
= 9'
	1) für y < 0, 0 <z < I. 

> Arg	für y > 0,.	 (13) 

Werden die Tntegrale liher die einzelnen Westiickç in der Reihenfolge ihrerDnreh-
latifttng wit J, J*.und J bezeichnet, so ist nach (7) für e > b > 0 

F(a, b; C; z) 
= F(b)	C	

h) {J(a, b; C; z; •T1) 

± J*((I, b; C; z; T1 , 'J'2) + J(a, b; c; z; 1'.,)}.	 (14)
\
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Mit der Substitution r	1	1 in J erhält man leicht 

J(a;b;c;z; 2) = (1 - z) 0 J(ac -. b;c;	i /2).	 (15)

Setzt man  

e = 2' IaI_(±a)1'2,	 (16) 

so läBt sich J in zwei Teili'ntegrale J 1 und J21 erstreckt von 0 his ' r bzw. e bis '/', zer-
legen:	- 

•	J(a, b; c; a; T1 ) = J, (a, b; C; z; 6) + J2 (a, b; c; z;r, T 1 ).	(17) 

Offenbar 1st J 1 eine ganze analytische Funktion von c und holomorph hezuglich b 
fiir 1 >0, während J2 ein&ganze analytische Funktion sowohi von b als auch von c 
1st. Mit der-abkürzenden Bezeichnung	 I 

- I'(b ± v) •:; Ji für v = 0,	 18 
-/	-	7-(b) lb(b +11).:. (b -}-r —1) für v = 1, 2, 

ergiht sich durch n-timalige partielle integration 

J 1 (a,b;c;z;r)	- 

(--1)'	( ) (—c ± b + 1) (1  
(b)	u=o v 

X fj	6Z)_a_n+ + [E ()(_c.± b+ 1) 

X (1 - t)c_b_1	(a)z(1 - tz) 1 1 dt. •	 -	 (19) 

Dureh die rechte Seite'von (19) xirdJ1 hezuglich b' nalytisch fortgesetzt in die HaIb-
ehene b 1 > —n unter Ausschluf3 des Nulipunktes uxid der negat.iven ganzen Zahien 
Setzt man these analytische Fortsetzung in (17) em, so wirdj zu einerfiir alle b und 
c mit b 1 > —n, b	0, —1, —2, ... holoniorphen Funktion. Wegen (15) kanndeni-
nach aueh J a's eine für alle b, c . mit c 1 —b 1 > —n, c - b 0, —1, —2, ... holo-
morphe Funktion angesehen werdn. Pa J* eine ganze ana1vtischFiiriktion von b 

und c 1st, wird durch den aus (19) hervorgehendenFortsetzungsprozeB dierechteSeite 
von.(14) zu einer für alle b,'c mit b 1 > —n, c1 - b 1 > —n, b und c	0, --1, —2, 
hoidniorphen Funktion. , Negen der 1-lolomorphie von F(a, b; C; a) für alle b, c (c+ 0, 
—1, --2, ...) gi1t nach dem Identitatssatz(14) also auch dann, wénn fürJ imnd J die 
aus (19), (17,) und (15) hervorgehenden analytisehen Fortsetzungen eingesetzt wer-
den. Nachfolgend soil (14) in diesem Sinn verstanden werden. 

4. Beweis von Satz 1 für a1 ^ 0 

Urn den Beweis von Satz 1 ühersiehtlich-zu gestalten, werden- wesentliehe Teil-
resultate als Lemmata formnuliert. Zunäehst wird (auBer in Lemnia 5) a 1 > 0 voraus-
gesetzt. 

Lemma 1: Für a 1 ^ 0, b > —n (n Jeste natürlicheZahl), b 0, —1, —2, ..., für 
alle c und jedes /este a E 0 besitzt die durch (19) de/inierte Funktion unter den Vorans-
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setzungen (1) die Darste11sng 
J, (u., b; C; z; c)	(-1)-' 5b+n_1znieaz [(a)_1/(b)I [1 + 0(1)] 

(-1) Z (b)	 (20)
mit  

= I,(a, b; C; z)	f tb+fl_ieH, (t ; a, b; C; z) dl,	 (21) 

= e 0lz (l _l)C_b_	(1 -. )—a—n+	1 '(a	cc) .	(22) 
gleichm'ifJig bezuglich b, c und alle t mit t = 0(c). 

.Be'eis: Aus (1) und (16) folgt gleichmaf3ig bez. b, c und alle I mit I = 0(c) 

: (i - 
t)c-b_	exp {o(a_32)}	1	(a = 0, 1, 2, ..., ii), 

(1 - tz)-a-+= exp {utz± 0(cie2)} -' exp (atz)	(u, v = 0, 1, ..., n). 
'Daraus ergibt sic  das hehaupteteGrenzverhalten der H. für al --> 00 sowie nach (19) 

•	J1 = e 'e°	 {(_1)' (v) z'a,.(a, b, c) (1 4- o(1))} 

+ (-'r -E 
(fl) z(a, b, c) I,.	 (23) 

•	

- 

c'1 (h)(—c + + 1),. (a),_	A - (—c + b + 1) (a).-,.- 
(b). , .,, (a)_ 1	'	-	(a) 

%Vegen (1) gilt  

-	11 für ' u=0,v=n-1 
-	 to(l) fur IA>O und du=0,u<n-1,. 

f
i für u=0,
0(1) ' für eu— 1 2,..., n, 

so daB (20) aus (23) folgt I - Lenuia 2: Für a 1 ^E: 0, b 1 = OL( i ), b	0, —1, —2, ...,/-ll'r-alle cundiedes /este
z E 0 gelten bei konstante,n oder gegen Unendlich strebendem b unter den Voraus-
setzungen (1) 'die asyinptotischen Darstellungen 

I,. '-. F(b + n) (_az)b_n (J a l —^ cc;	0, 1, .:., n).	 (24) 

Dabei bedeutet n èine /eSte natür1che Zahi mit b 1 + n - 1	0, und es ist 

fa
a—z für 0<z<1, u 	0arg (—az) = (25) + Arg (—z) sonst.

Beweis: Aus (21) crhält man diirch die Substitution I = cr 

cf e_8	_1IJ(5T, . . .)dz	 (26) 

hut S = :_:_ae = T1 aI (l )/ 2e i(+) undder nach Lemma 1 für jal —> co gleichmaBig 
beziiglieh b, .c it rid -r E [0, 11 gegen 1 strehenden Funktion H. Da a und p nach (12)
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verschiedene \Torzeichen besitzen, ist wegen a 1	0 

±! = ll ,l -  	- 19,1,	 (Z7) 

so daB bei konstanteni b atis cinern klassischen Abelschen Satz fur die Laplace-Trans--' 
formation [3, 41 unmittelbar (24) folgt. -	 - 

mi folgenden ,wird Ibi -s. 00 vorausgcsetzt. Der Integrationsweg von 0 nach e wird 
•	in einen aus drei Geradenstücken von 0 bis x — ia, x - w hisx + w und x + w bis c

sowieeinem Kreisbogen iini 0 von e* his E bestehenden Weg deformiert. 1)abei scien 

-	x=&/(—az), .	•b+n — I	arg=ArgT—+j9— o , ., (28) 

•	= x 16 111 zlIVE,	=r Arg &	 ( 29) 

- p*	X ±To(j) mit t0 > 1 mind	= el .	.	 (30) 

• Offenhar gilt w = o(x) und x = 0(e), so daB H, nach Lemma 1 auf alien AbseFnitten 
des neuen Tntegrationsweges für Ifil - 00 gleichmaBig gegen 1 streht. Die Tcil-
integrale uber die einzelnen Wegahschnitte hezeichnen wir in der Reihenfolge ihrer 
Durchlàufung mit I bis 'p4• Zur \Tereinfachung der Bezeichnupgen vereinbaren wir 
für jede von I und eiteren Parametern abhangige Funktion k(t, ...) die l3ezeichnung 

.) =	 k(t, . . . )/t' [3].
 

Für k(t; a, b; z) = —atz - b log 1. erhalt man	 - 

k1 (;a,b;z) =0, k2(x;u,&;z) = 6/x2b/x2. 

	

Wählt man T/k2 (7, ;, 1; z) = ]I/x, so gelten die Beziehmingen	\ 

ajlk2 (x; a, ; z) = l"zl -+00,  

k2 (x + w; a, £; z)	k2 (x; a, &; z) gleichma Big fiir alle 0 € [-1, 1]. 

Aus ihnen folgt riach BERG [3: Satz 20.31	 - 

/ 'p2=f 
tb ± fl_1 e0tzHp (it	Vk2(x a& z)	

a k z) 

S	

=	
. ( l a l - oo)	 . .	 .	. (31) 

oder mit (28)' und der Stirlingschen Formel	 S	 '• 

•	 F(b + n) (—az),	 -	 (32), 

• . wohei arg (-i-az) den in (25) angegbenen Wert besitzt. 
Setzt man  

== Re {az(x	co)) 	—b 1 +. 6 314 z1 cos (/2) und k (r, o) = 

+(b1+ n—l ) lnr ,	. .	. 

so 1st k1	+ i/t eine positive und monoton fallende Funktion von -r in (0, 1),
und es gilt 

-	.	=	 dt	2 (x -, w)I f e'; dr	- -	( 33)
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sowie	 4	

0 

	

1	 ek(l.Q) 
ek(f,e^ dT :5,	f 

	

k1(1,	
ek()kI(T, ) d-,

k1(1, 0 e+ 
1 0	 0

(34) 
- Aus (33) und (34) folgt tinter Berucksichtigung von	 / 

-	 = II exp {_I1'4zI Re j/ -	14zI2 (1 + 0(1))} 

die Abschatzung	 - 

= 0 (Xb+,-b- 3/4 exp	—' -- b' 1 zI 2 (1 + 0(1))})	-	 (35) 

und hieraus wegen (31)	 -	5 

I, = o(,,)	(jaj 	00).	 (36)
Es ist weit.erhin 

=	JJdt ' ^S 2lxb±n_i we b Ifexp[Re {k(; a, &;z)})dr (37) 

niitk(r; a, &; z) = 6 log (1 + -rw/x) + azwr.Wegen 1 0 ist jarg (w/x)! = 
und deshaib für r ;^!! 1  

Re {k2 (-r; a, ; z)} = _I 1h14 I 2 Re {(1 + rw/x) 2} < 0, 
fOlglie.h

Re {k 1 (x; a, ; z)} < Re {k 1 (1; a, ; z)}	— 1 b1j4z ! 2 <0. 

Man erhält so	 - 

f	 —Re (k,(1; a, 5; z)) 

< exp [Re {k(1;a,&;z)}] 

exP{_Ibh13 z! 2 (1 + 0(1))].	(38)

Zusamnienfassend ergibt sich aus (31), (37) und (38) 

113 = 0(1,42)	(1 a ! — oo).	 (39) 

Wãhlt man für den kreisboenformigen Integral idnswég von nach e in 1p4 die 
Parameterdarst.ellung t = (x/b) Ieazl eiu, so erhält man tinter Beachtung von (22), 
1b+n11 = IEj b +n_l eO(b)tind Iexp (atz) = exp (— kaz l cos u) die Abschatzung 

8	 U, 

-pd! = f tb+n_1eH dt	JIb+ne0(b)f exp (Iazucos u) Idul	(40) 
U. 

- mit u0 = arg (E*&/x) und u1 = arg (c&/x). Wegen	=	= x 1 --1- row/xI Lind 
x = o(e) gilt row/xl -* oo, so daB e'-.-' ta ist. 1)arausfolgt E*&/x,5._ -r0wb/x = T0 
xI h /4zI und iiiithin u0 = 1/2 + o(1). Andererseits ist u1 = arg (—ze) = x + und 
nach (27) Ia + 99 1 ;L /2 - q'I• Demnach ist für hinreichend grot3e j a l und Ibl . das
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Integrationsintervall in (40) ein abgeschlossenes Teilintervall von (—n12, ii/2), 
also 1cosu Iu > 0 ( 4u konstant). Folglich gilt wegen Ieaz	'1 aI''2 und (1) 

I i I	kl' exp ( — 1u' (tJ(l_ö)/2)	(0 < 1u' < /1),	 -	 (41) 

woraus mit (31) und tinter .Beriicksichtigting der Abschatzungen 

I E {b+nhIx+nj = cI .r I	exp {O(b)} = exp {O(b In al)) = exp {o(a(l_ö)12)} 

sehlie3lich

= o(I12)	(kzj — oà)	 (42)

folgt. . Aus (32), (36), (39) und (42)ergit sich nunmehr die Behauptung von Lemnia 21 

L e m m a 3: Unter den J7oraussetzungen von Lemma 2 gilt 

J(a, b; c; z; T 1 )	F(b) (.—az)	(jal — o)	 (43)

wobei arg (—az) durch (25) test gelet 1st. 

Bèweis: Nach Lemma 2 haben alle I,, Cu = 0, 1, ..., n) dieselbe asymptotisehe 
1)arstellung (24),'so daB aus (20) 

J, = (1)"	eb+fl_Izfl_IeOZ[(a) 1 /(b)] (1 ± 0(1)) 

-	± (1)" z"F(b + n) (az)" [(a)8/(h)] (1 + o(1))	- 

= (-1)" z"[(a)/(b)] F(b + n) (—az)" 11 + (I) 
•	

± (_aez)b_1e0(1 + o(1))1I'(b + n)} 

folgt. Wegen (a)	' a", f'(b + ii)/(b) = Rb), aez = —T, aj (1—ô)I2e (1+9 ) , (27) und
falls jbj —* oo, mit der Stirlingschen Formel und (1) erhält man schlieBlich * 

J, (a, b; c; z; e)	.T'(b) (— az)'	(I a I -^°)•	 - (44) 

Naeh (17) bleibt J2 = o(J,) naehzuweisen. Der lntegrationsweg von ' E nach T mi 
Integral J2 hat wegen (13) einen von aunabhangigen positiven Abstandvoni Punkt 
I =1 und ist von beschränkter Lange, so daB auf ihm nach (1) 

(1 — t)c_b_1 = exp {o(a h 12ô)}	 (45) 

gilt. Ferner ist nach (1) und (16) 
• lib- 11 =	1 —b.argt = I t l-n j(jb,±n— leO(b) 

-rz:; jEj" j'/'Ib'+fl—leO(b) = 1exp {o(jaj h /2_ó )} .	 (46) 

Aus [8]6bernehmen wir mit einer kleinen Modifikation (jai -3/4 ist durch aj_(1+6)/2 und 
all/4 durch I a V' 2 zu ersetzen) die Abschatzung 

(1 — tz)°j	ex ' {— aI (1_2 } (z> 0 konstant).	 (47)

Aus (45)—(47) erhältian 

J2 = f t '(1 — t)cb1 (1 — tz)° dt 

= 0 (exp {—' ja V 162} ) (0 <' <s).	 (48)

rd
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1st b konstant, so folgt (43)"unmittelbar aus (44)und (48). Strebt J bI -	so erhãlt
man unter Verwendung der Stirlingschen Formel aus (44) und (48) 

J2/J i = O(fb ebb_ b(_az) t.) exp, { —ji ' al (1_12})	V	 V 

= O(exp {—u" Ia 1612 }) = 0(1)	(0 < a" < a') I 
Lemma 4: 1st c - b konstant oder strebt IC - bI qegen Unendlich, so gilt unterden 

Voraussetzungen a 1 > 0, c 1 - b 1 = OL( l ), c - b == 0, —1, —2, ... und (1) für jedes 
festezEG	 V	 - 

VJ(a, b; C; z; 12) '- )J'(c - b) (1	Z)C_O (_az)b_c ,	 (49) 

wobei arg ( —az) und 2 = e±i(b) durch (25) bzw. gema/3.Saiz 1 cindeutig bestinimt sind. 

Beweis: Durch einfache Rechnung erhält man die Behauptung aus (15) unter 
Verwendung von Lemma 3 I 

Lemma 5: Für alle a,b, c und jedes z E G genügt	V 

J*(a , b; C: z;T1 , '2) =1 18- 1 (1 - t)' (I -- tz°dt	V 

der Gleichung	V	
V	

V 

•j* (a c - b; c; z	T2, T)= (1 -- z)GJ.(a, b; c; z; T 1 , 'P2 ). 	(50) 

	

Beweis: Nach (14) und (15) gilt für c1 > . b 1 > 0, z 6 0 und beliebiges a	
V 

V 

	

V j*( b; C; z; T	2) ' = 
r(b) F(c— b) F(a, b; 

C; z) 

V	

V	

- J(a, b; c; z; T 1 ) —(1 - 

X j (a, c - b; C; 
z

1 1 T2 ..	(51) 

Die angegebenen Gultigkeitsbedingungen bleiben invariant, wenn man in (51) b 

durch c - b und z durch z/(z —1) ersetzt sowie P17i und 9'2 niiteinander vertauscht: 

J* (, 
c - b;	

-	
'2 'i') 

= F(b)T(— 
b) (a c - b; 

C; -- ) 

V	

_J(a,c_b;c; z;T2 

S	 V	

z-1	
V 

V	

V	

V	 —(1 —z)'J(a,b;ç;z;T1).	
V 

(52) 

Wegen der bekanntcn Beziehung F(a, c - b; c; z/(z - 1)) = (1 - #1 F(a, b; C; z) 
folgt aus (51) und (52) die Behauptung (50) für c 1 > b 1 > 0. Pa heide Seiten der 
Gteichng (50) ganze analytische Funktionen von b und c sind, gilt (50) nach. denl 
Fortsetzungsprinzip für alle b, c I V  

Lemma 6: Unter den gernein.samen Voraussetzungen der Lemmata 2 und 4 gilt 
J*(a , b; C; ; T 1 , 12)	

V	 - 

— J o(J(a, b; c z; T 1 )) für y> 0, a2 ^ 0 und y < 0, a2 <0 und z < 0, 

- 1 o(J(a, b; C; z; 7'2)) für y> 0, a2 < 0 und y <0, a2	0 und 0 <z < 1. 
•	•(53) 

	

18 Analysis Bd. 5, hell 3 (1986)	 V
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Beweis: Auf deni Kreisbogen von T nach T urn den Punkt liz mit einem bin-
reichend gro3en, von a unab'hangigen Radius R gilf nach (1) 

-	= exp {o(ah/2_ô)}. V	 (54) 
Aus [8] ent.nehrnen wir für y > 0 und z < Odie Abschatzungen 

(1	tz°j 

^Je-Ii für y> 0, a2 2^ 0 und z < 0,	 (55) - 1(1 _.z)ePI0I für y > 0,a2 < 0	( > Okonstant). 
Aus-(54) und (55) erhält man wegen der von a unabhangigen Lange des Integrations-
weges  

,J*(a,b;c;z;Ti,T2) 

- f O(e' 1 )	für y> 0, a2 >0 mind z <0, -, 
- l0((1 - z)	l3I) für y> o, a2 < o. 

Für y < 0 und'O < z < I ergeben sich aus (50) und (56) die Abschatzungen 
J*(U, b; C; z; 'J', T2 )

	

	 V 

für y < 0, a2 < O 
- 1 0((1. - Z) a e — 'IaI) für y < 0, a2 > 0 und 0-< z <1.	

V 

Aiis (43), (49), (56) und (57) folgt (53) 1
V 

Ausgehehd von dci' Zerlegung (14) liefern die Lemmata 3, 4 und 6 den Beweis von 
Satz 1 unter der Zusatzbedingung a 1 >- 0. 

5. Beweis von Satz 1 für a 1 <0 

Wir setzen voraus, daB b und c die Bedingungen von Satz 1 erfüllen und auBerdem b 
und c - b weder gleich Null noch negativ ganzzahlig sind. Dann éxistiert wegen (2) 
eine naturliche Zahi n, so dali c 1 > -n ist.. Nehnmen wir zunächst a 1 -n an mind 
sètzen a' = c a, h' = c - b, c' = c, so ist a > 0 und b' und c' erfüllen offen bar 
ehenfalls alle an b bzw. a gesteliten Forderungen. Foiglich gelten fur F(a', b'; a'; z) 
die asymptotisehen J)arstellungen (4). iDasich (8) mit den neuen Bezeichnungen auch 
in der Form F(a, b; C; z) = (1-- z)c_6_0 F(a', b'; c'; z)schreihen Mt, erhält man für 
a1	n

F(a,b; c;z) = (1	z)°	[-(G.- a) z]b_c (1 + 0(1))	 V 

V	

V(c- b). ' - 
z)a+b—C [_(	a) z} (1 + o(1))} (58) 

mit 2' ==	= e ib , arg [-(c - a) z] E (-3i/2, i/2) für 

Y'>-@ und	< 0, a2 > C2 und 0 <z < 1,	a2 ;5 C2	 (59) 
s&wie 2'	eib, arg [-(c - a) z] E (-i/2, 3t/2) für 

	

' y<O und z<O, a2 c2 und 0<z<1; a2 >c2 .	(60) 
Offenbar gilt in den Fallen (59)	 S	

V 

arg [-(c - a) z] = arg (-az) - + o(1) mit arg (-az) E (/2, 3i/2)
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und in den Fallen (60)	1 

arg [—(c - a) z] = arg (—az) ± n + o(1) mit arg (—az) E (-3t/2, /2), 
so daa man aus (58) wieder (4) erhält, wobei A und arg (—az) Nvic folgt bestimmt sind: 

A	ei(c_b), arg (—az) E (—/2 3't/2)	in den Fallen (59), 
2 =	arg (—az) E (-32/2, i/2) in den Fallen (60).	- 

Daniit ist Satz 1 auch fur a 1 —n (b, c, c - b 0, —1, —2,. bewiesen, veni 
.man zunäehst davon absieht, da!3 irn Falle reeller z die beiden moglichen 1)arstellun- 
gen (4) nieht, vie in Satz 1 angegehen, durch a 2 = 0 sondern durch a 2 = c2 getrennt 
werden. 

	

Die bekannte Funktionalgleichung [2]	- 
(c .- a), F(a - 1, b; C; z) + (2a - C - az + bz) F(a, b; c; z) 

+ a(z - 1) F(a + 1, b; C; z)	0	 (61)
erlaubt nun die Erweit.erung des Uültigkeitsbereiehs der Darstéllungen (4) aus der 
Halbebene a1	—n in die Halbebene a. 1	0. Offenbar folgt atis (61),.wenn man 
nöch a diirch a - 1 erset.zt, 

F(a, b; C; z) = -. F(a - 1, b; Z). (1 -	0(1))	 S 

-	 1 1
	F(a	2, b; C; z) (i ± 0(1)).	 (6) 

Jst a —n + 1, so können für die Funktionen auf der reehten Seite dieser Glei- 
çhung die Darstellungen (4) eingesetzt werden. Nach einfaeher Reehnung erhalt man 
für F(a, b; C; z) wiederum (4). .l)ureh Wiederholung dieses Verfahrens kann dci' 

-Gultigkeitsbereich von Satz 1 sukzesive a.uf die Halbebenea 1	0 ausgedehnt wer-



den. 
Es bleiht noeh zti zeigen, dal3 Mr reelle z und a 1 <0 die Trennbedingung 0 2 =

für die beideh niogliehen Darstellungen (4) durch a2 =O'ersetzt'werden kann. 1st 
0 < z < I tind 1a21 ^ 1 c21, so liefert (4) sowohl mi Fall a 2	(c2 > 0) als anch im 
Fall a2	c2 (c2 < 0) aquivalente asymptotische Darstelluñgen, nänilieh 

F(a, b; C; z) = P(c— 6) 
(_az)b { + o(1) .± (1 - z) a exp [o(a'I)]} 

' F(c — b) (_az)b (!u - oc). (63) 

mit arg (—az) = Arg (—a) E (—/2, r/2). Entsprechend erhält: man für z <0, 
a1 < 0, Ja2l :5 ; C21 die einheitliche Darstellung  

F(a, b; c; z)'	(1 — Z)c_a (az)b_c,,ag.(az) = Arg (--a).	(64)	- 

6. Spezialfällo 

Die speziellen asymptotisehen 1)arstellungen (63) oder (64) . sindauchunter allge-
meineren Bedingungen als den am Ende des vorigen Abschnitts angegebenen gultig, 
vie aus folgendem Satz hervorgeht. 

18*	 -
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Sat z 2: Uiiter den Voraussetzungen von Satz I reduziert sich (4) auf die asymptotische 
Darstellung (63) mit arg (—az) E ( —a', 7r], falls 

Tm {z} = 0 und Iarg (—az)I	712 -	(v' > 0 konstant)	(65) 
Oder	'.

Tm {z} = 0,	a 1 = o(a2 ),	a2y — + oo	 (66) 
ist Es gilt (64) mit arg(az) E ( — it, iv] /ll 

Tm {z)= 0,	j arg(uz)	it/2 1_	(tp> Okomsta.nt)	-	( 67) 
vnd  

• Ini{z} =0,	a 1 = o(a2 ),	a2y -± —	 ( 68) 
Der Beweis ergiht sich bei beiden Virianten daraus, dali 

(1 - z) b0 = exp {o(a 1!2_1) — a 1 in 11 —TzJ + a2 Arg (1 — z)) 
unter den Bedingungen (65) und (66) niindetens wieexp {—,u aI} gegen Null strebt 
und unter: den Bedingungen (67) und (68) starker als exp (,a aj} wächst (t beeiehnet 
in beiden Fäilen eine geeignete positive Konstante) I	- 

Aus Satz 2 folgt, daB die in (5) und (6) auftretenden EJngleiehungen für a 1 , a2 durch 
entsprechende einseitige Besehränktheitsbedingungen ersetzt werden können. 
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