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- Eine Definition des I{roneckerindexes im R'I + i	I 

mit Hilfe der Cliffordanalysis	 - 

K. HABTRA 

Es wird cin Index (Umlaufzahl) für n-dimeñsionale Mannigfaltigkeitcn M in R"' mit Hilfe 
der Clifford-Analysis defjnjert und bewiesen, daB er in den Komponenten des Komplementes - 
Von M ganzzahlig ist. 

C FIOMOEI(bIO aHarnI3a Rlr((opLa onpeeJIneTcn itiijxeic jl.iiii n-Meplloro 3aMRuyToro II 
orpaHn'IeHHoI'o slIIoroo6pa3uH 111 ,B Rf+l. Jola3uBaeTcn, 'ITO 3TOT iiiijeIc nnnneTcn ueiio-
'I1CJ1CJIIIb1M B KONIno}IeI1Tax gorioaneimfi M. 

An iiidCx for an n-dimensional closed and bounded manifold M in W' will be defined with the 
help of Clifford analysis and-it will be proved, that it is an entire number in every component 
of the complement of Al. 

1st e 1 , ..., e, ein Orthonornialsvstem im R', so sei C(R) die davon inittels der 
Multiplikations_regeln e 1e, + e,e = —2,e0 (1, j = 1, ::., n) erzeugte Cli//ordalgebra der 
Dimension 2" mit der Basis e0 (Einselement), e 1 , e2 ......e, e1 e 2 , ..., e_ 1e, ..., ee2 ... e,,. 
Diese Basis kann dureh e, A	11, ..., n}, beschrieben werden. Elemente in C(R) 

werden C = E cAeA geschrieben, Elemente iiii R"' als z = , ' x1e ) , dz =' ej dx, 

sei das Differential. Der I-i bdge-Stern. ist, definiert durch 
-	

(dx1,A ... AdXI )* = sgn(i0, • " 2p 2 1,	 -

damit'ist dz* =.'e1 dx,* erklärt. Einè Fun1tion /(z) in einern Gebiet des W''mit 

Werten inC5 (R) hci0t links- (rechts-) regnliir, falls D/ = 0 (/D = 0) mit deni ver-
a	a ailgerneinerten Cauchy-Riewann-Operator D = 	e, - ist. Für weitere Einzel-

heiten sei auf [1] oder [2] verwiesen.	 jO ax,, 

Es soil der folgende Satz bewiesen werden. 

Satz: M sei eine geschlossene, beschränkte Mannig/altigkeit der Dimension n im 
sic sei hinreichend glalt. Dunn ist der Index (Uml'au/zahl) 

•	 71(m, z):=r__1__fd*	.z 	 d z	 - 
-	 M	 /	 M 

in den. Komponenten des Komplemeñts von Mganzzahlig	- Ober/läche der Em-' 
heitskvqel im R" 1 )	. 

Beitierkungen: a) Die Giattheitsvoraussetzungen sind bewuBti unscharf ge-
halten, da durch Approximation - wegen der Ganzzahligkeit dndert sich dabei 
nichts - auch stiickweise oder noch weniger glatte Flächen erfaBt werden können.
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b) Da nach Einsetzen einer lokaen Paranieterdarstelliing d4* = v do mit der 
äuBeren Normalen 3 (in der Algebra geschriehen: ' v,e,) ist und da nach deni vor-
stehenden Satz der index reel! it, gilt '	i° 

•	 .	 i	r 
n(M, z).

=

	

Re (v( 

J	
-	

do. 
•	 wn+1 

M 

- Nun ist aber Re (v( - z)) =^v,- z) mit dem norrnalen Skalarprodukt (., .) der 
nunrnehr als Vektoren aifgefaBten Gröl3en und deshaib 

	

(M, z) 
)1 f (V	

do. 
wn+i 	I C	Zj

-	 - 
An dieser Form ist die tYbereinstimmung mit deni Koneckerschen Jndexbegriff der 
Topologie deutlicher, es spielt der. Winkel zwischen Norniale und ,,Fahrstrahl"-

z eine Rolle.	 - 
c) Es seiausdriicklich darauf hingewiesén, da3 die Voraussetzungen an M Selbst-

durchdringungen picht verhieen.	 - 
d) In bekannter Weise kann eine Honiologietheorie in gegebenen Gebieten des 

R 1 entwickelt werden, allerdings nur beziiglich der n-ten Homologiegruppe, die 
dahei gewonnen wird. Für niederé Dimension sei auf F. SoIrIrEN [3] hingewiesen. 

Beweis des Satzes: ' Da derCauchykern rechts- und linksregu!ar ist, ist n(M, z) 
• in der linken- der obigen Forniulierungen eine rechtsreguiarè Funktion. Die andere 

•	Formulierung kann durch Vertausohung von reehts' und links hehandelt werden, 
- die G!eiehheit ist auch aus der vorangehenden Benierkung b ersichtlich, da das 

•	Skalarprodükt kommutativ ist. 
•

	

	Sei nun G die unbeschränkte Kmponente des Komplements von M, sie enthält
das Aul3ere Izi > .R einer Kugel, dort existiert eine Lau rent .ent. wick lung 

- n(JW, z) = +	+ cP(z) +'	' dQ(Z) 
n=O 1-1 =n	fl=O 19,1— n 

mit
=	

-- f n(M; u) du* Qa(u),	dn =	
• f 71(m, 11)	P(u. 

(L)n+1
Iul=Q 

Auf J ul	ist du* = udo mit d'em -nornialen Fiacheneleinent' oder du* = "vdo1
mit dem Flächenelenient do, auf der Einheitskugel und u = ov. Ferner ist offen-
sichtlich ln(M, u)I	C/o", und es sind Pn , Q homogene Ausdriicke in o, wegen
u=vgilt'

	

= N Pn(),	Q(v) = 	Q. Q'). 

Damnitergibt sich.	 .	 •	-. 

•	

.	 Cl	 . 
• iCn I	L1' mr —> 0 für	oc . 

Da die Ko'effizienten nicht von 0 abhangen, folgt c	0 fliralle c. Weit-er gilt nach
Fuhini

	

C = -4-- f d^* f	(U) du* 

	

M uHe	 •-	 .. -	-S.
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und nach der Cauchyschen Integralforrnel fur Iinksregularè Funkt . ionen angewandt 
au.f Pa()	 0 

da' = _L fd*P() 
(Ofj 

Nun ist P(z)	(a ± e)P(z) für ein beliebiges j mit 1	n [2: Lemma

16.5.6 (ii)] und daher 

•	=	1•	f d	P4).  
cv,^(c + 1)	at,,	 -_ 

M 

Das. Integral hier ist Null wegen des folgenden Lemmas (in [2: 5.229] ohne Beweis 
formuliert).	 S. 

Lemma: Si  
w .I9 :=(dx A ... A dxIA dz)* /ür 

sei/ lin/csregukir im Gebiet 0	R'' und seiM_^, 1 eine di//erenzierbare Man.nig-' 
/altigkeit der Dimension , n - p + 1 in 0 mit hinreichend glattern Rand. Dann, gilt 

I mi	
: 

•	M,,..9+1  

Dabei soil vie iiblich das Dach über 2m bedeuten, daB dieser Index entfãllt. Es 
sei auf a	dz* hingewiesen. Der Beweis wird später ausgefuhrt. Für p = 1- und. 

n lautet die Aussage des Lemmas	 : 

r	at.	. r	a/-- fwn/_jwø__jdz - 
OM	 Mn 

Wegen aM = 0 irn vorliegenden Fall ergibt sich' d = 0. Damit ist n(M, z) =O 
in derunbeschränkten Komponente des Komplemënts von- M. 

n(M, z) iist auch in den andeien Komponenten des Koniplements von .M gans-
zahlig, wenn es sich bei tYberschreitén von M nur urn ganze Zahlen ändert. Das 
ergibt sichso: Lokal wird'.eine hinreichend kiêine Kugel K mit Mittelpunkt auf M 
dureh M in zwei Gebiete G und 02 zeriegt, deren Winder durch .ai 1 ± M0 tind 
aK2 - M0 gebildet werden, werm M0 das durch K aus M aisgescWnjttene StUck ist 
und die Nutnerierung entprechend gewahit wird; Es sei etwa n(M, z) = k E Z 
konstant in G. Dann 1st	

0	

' 0 

n(M,z)=fd* 
!ZJ	Lt1J[	+-

 

undnaeh der auchyschen Integralformei in G 
•	

, n(M,z) - 1= f -- f . •	 - 0 

K 1	
0	

0 

Die rechte Seite ist. in-ganz K rechtsreguiar, da die linke Seite in 01 konstant ist, 
muB dies nach deni Eindeutigkeitssatz in ganz K ge1tei, also ist n(M, z) auch in 02' 
konst.ant. Wird iibrigens M mehrfach durchlaufen, so ist dieser SchIui3 niehrfach 
anzuwenden. In 02 ändert sich bei der obigen Betraehtung der Wert 'von n(M, z) 
urn 1, da dort f -+ f = 0 ist U	 0	 - 

M0 0 K,	-	 .	 • 

LI
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Beweis des Lemmas: Es wird der Satz von Stokes angewendet, dabei ist 
zu bilden. Da a j, j konstante Koeffizienten hat und eine Differential- 

form der Stufe n + 1 — (p + 1) ist, gilt	 - 

d(w11.1 /) = (— 1)"-P W, •••9 A 

-	S	
= ( - 1)''e5(dx1A... Adx1 A dxj)*Adxk__ 

a'
.	 (*) 

j.k=O	 aXk 

Von der Summe Uber ic sind riur die Summanden von Null vérsehieden, in dénen k • .	gleich eineh der Jndizes i,, ••., i, jist. 
Sei zuerst k

.

= j, dann folgt, falls j == i, ..., 1, ist, 

(dx 1 A •.• A dx Adx1) = sgn 	i) dx19 A	A dx1 

und
(dx1,A	A 

1)' -P sgn (ii, ..., I, j, z, ..., i) dx19 , A •..	dxi, A dx1. 

Diese Sum 'manden in (*) ergeben 
- -
	S 1:-- _Y 	e1(dx, A ... A dx1)* 

-	 Xl 

find wegen Eej .Pi =D/=. O . 
a1 

S 1 = _Z e1,,, (dx1 , A ... A dx19 )*	.	 S 

M =1	 3X1	. 

p	 ._-	 a = ' e(— l)P— (dx1 , A ... A dx1,, A	A dx1 A dxj* 

1st nun andererseitsk gleich einem der 1 , ..., i, etwa gleichim, so ist — wieder 
fürjr=ij,...,i_. 

(dxi, A ... AdX1 A dx)* A dXjm	 •	S 

= sgn (i .....,.I, j, 1p + I ...,i,,) dx19 , A' ... A dxin. A dx1 

- und
(dx1, A	A dx1 A .• A dxip AdX1)* 

= sgn (1k,	, 1,n	, 1p, 1, 2 p+i,	, in, 1m) dx195 , A	AdX1 A dx1 

= (_.1)fl_P+1+P_m (dxi , A	AdX1 A dx; )* A 

Diese Sunmianden liefern also in (*) 

P	 •	 -5-.	

•	
af 

:=	 ' (— 1)P'' e,(dx,, A	A dx, A	A dx 1 A dx,)* 
j-- I,.... . i 	M =I 	 5	

5	 Xi,,,
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Zusammen ergibt sich,	 . 

= S + S2	. 
•	p	 -	-.. 

(- 1)P-m+ {ex . A	A dx1 A	A dx1 A 

• + E e1 (dx, A	A dx1, A	A dx1, A	
f -	)I,..... 

In dergeschweiften Kianirner geht die Sumnie jetzt gerade über alle r= z, 
i, damit wird

- d(w1..1 /) = ' (- 1)P- + I (dx1 , A ....A dx1 A	A dx1 A dz)*	. U 
,n=1 
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