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Universalé Rettungskurven I') 

R. KLOTZLER 

Es wird in dieser Arbeit nach einer Kurve mininialer Lange geforscht, weiche von jedem Punkt 
eines beliebigen Sees gegebener Dicke bel beliebiger Startrichtuiig ans Ufer führt. Mit Mittein 
der Dualitát bei Steuerungsproblemen wird analytisch im Tell 1'tinter speziellen Struktur-
annahmen eine (his auf Kongruenz) eindeutige Losung gefunden. 
B paGore paa BeLuIBaeTcg }cpuaaa HanMelibulefi IUIMHaI, AOBOAHLileil C oepa gaimoil imipliHal 
i 6epei'y lipH yc3ioa111lx, wro Licxoaan TOIIca 11 uaqaabHoe Hanpan.rleulle npon3uomHbL. 
rlocpecTaoM IBo1CTBeHHocT11 B 3aa'1ax onTMMaJlblIoro ynpaBIeHHn H -1TH qacTHhIx 
CTpyKTypHbIx npejnoioenunx B •IaCTH I HaxoMTcn allaJIaTlI qeCInI euhIcTneHHoe AO KOH-
rpyIIuocTH peweiine npo6rIeMbI. 
Object of this paper is the search for a curve of minimal length and with the property by 
arbitrary starting directions to join each point and the shore of any lake with given thickness. 
In part I the unique solution (apart from congruence) is found by. mans of duality in optimal 
control ind a special structure hypothesis. 

1. Einleitung 

Ein Pilot eines Flugzeuges sei in einem See notgelandet. E stehe ein motorgetriebe-
nes Rettungsboot zur Verfugung. Wie groB mul3 dann jenes Mindestquantum an 
Bewegungsenergie scm, mit dem der Pilot unter ungünstigsten Urnständen mit Sicher-
heit das Seeufer erreicht, wenn keine Sicht vorliegt, keine geographische Kenntnis 
bez. des Sees und Aufschlagpunktes, sondern lediglich die Kenntnis, dal3 der See 
die Dicke zJ besitzt Mit der Losungdieser Aufgabe stebt zugleich die Klarung des 
Problems, weichen Kurs das Rettungsboot einzuschlagen hat, damit es während 
seiner Fahrt (ungeachtet der gewahiten Startrichtung) garantiert auf das Ufer auf-
trifft oder dieses beruhrt. - Es ist evident, daB der geradlinige Kurs bestimmt nieht 
der optiniale ist, denn bei eineni See mit sehr groBenu Durchmesser relativ zur Dicke 
wiirde ein geradliniger Kurs in ,,Langsrichtung" des Sees dazu führen, daB mit der 
verfiigharen Energie das Ufer nicht, erreicht wird. Es ist vielmehr zu erwarten, daB 
ein recht ,,sperriger" Kurs eine optimale Lasung bildet. 

In Anlehnung an entsprechende Termini von W. BLASCHXE [21 und H. Mn-
KOWSKI [5] (dort beschränkt auf konvexe Mengen) benuten wir (lahei die Begriffe 
Dicke und Durchuiesserin folgendeni Sinnê. 1st h die Stützfunktion eines ebenen 
Bereichs 93 urid h(çr) ihr Wert 'iuiii Riehtungswinkel q, so heiBt 

B()	h(p) -±- h(q. ± r) J?reite von 93 in Richtung c, 
A(93): = M i nB((p) Dicke von 93, 

[O.2s] 
D(93) := Max 13(p) Durchmesser von 93. 

10,2nJ 
1) er abschliel3ende Tell II dieses Beitrages wird in Kürze ebenfalls in dieser Zeitschrift er-
scheinen.
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Nach einigen geomet.rischen Vordiskussionen wird die gesteilte Aufgabe auf die 
analytische.Forrn eines Steuerungsproblems gebracht und mit Mittein der Dualitäts-
theorie zu. Steuerungsproblemen geiost gema3 .R. KLöTZLEE [3] und ANDREJEWA 
und KLOTZLER [1]. DerAutor . dankt Prof. F. L. TSC*EBNOUSKO (Moskau) für dessen 
Anregung zu dieser interessanteh FragesteBung. 

2. Geometriseho Vorbetrachtungèn 

Unter der st.illschweigenden Anrfahme, daB auf dem See keine Stromungen herrschen, 
ist der zurtiekgeiegte Weg des Rettungsbootes proportiona1 der aufgewandten Be-
wegungsenergie. Aus diesem Grunde ist die Ausgangsfrage offensichtlich damit 
aquivalent, unter den gegebenenUmstanden eine Bahnkurve kleinster lAnge £() 
zu finden, die bei beliebiger Struktur eines Sees der Dicke 4o beliebigem Startpunkt 
irn See und heliebiger Drehung (Startrichtung) garantiert ans Ufer fuhrt. 

1st 3 der Bereich eine's Sees-der Dicke Jo, so hat , auch 3	cony 58 die Dicke A0.
Wenn man also mit den Rand U8 von 3 erricht, so garant.iert auch den Rand 
von 58. 'Aus diesern Grunde genugt es, sich im weiteren auf konvexe Sdeii der Dicke A 
zubeschränkën. Dá aber wiederurn jeder konvexe Bereich T c E2 der Dike Jo in 
einen Parallelstreifen 2 der' Dicke z1 0 ingebettet werden kann, geniigt es sogar, sich 
bei unseren weiteren Diskussionen auf 'Weifenf6rmige. Seen 2 der Dicke z1 0 zu be-
schränken. 

Wir wolleh noch die'folgende Vereinbarurig treffen: 1st der Startunkt von 
auf 3, so woilen wir zulassen, daB der Pilot'in der , Aufregung der Notlandung gar 
niàht bemerkt, schon am Ufer zu scm, und einen ungunstigen Kurs hinaus auf den 
See emnschiagt: Wenn er aber aus de i Startpunkt heraus it, soil die Aufmerksamkeit 
des Piloten inzwischen so gesclarft scm, daB er jede BerUhrung mit L90 bernerkt. 
Schliel3lich können wir bhne Einschrankung der Aligem'einheit den Startpunkt alter 
zu untersuchenden Bahnkurveri in einen willkürlichen, aber festen Anfangspunkt A 
legen, da die Bestimmung der optimalen Kurven ohnehin nur bis auf Kongruenz 
interessiert. Aus dieser vorgenommenen Sicht empfiehit sich die \erwendung der 
foigenden Definition.  

Definition: Eine rektifizierbare Kurve (I des E2 mit der Parameterdarstellurig 
z(s) zum Bogeniangenparameter 5 E [0, £(fl heiRt (univerale) Rettungsiurve (zu 
gegebenen Dicke weun unter Verwendung der Bezeichnung' = {z(s) E E2 
sE (0; 3()]} ,jeder die Voraussetzungen z(0) E 2 und o n int == 0 erfiiilende 
Parallelstreifen 2 der i)icke A 0 die Eigensehaft aL' n	0 besitzt. 

Hilfssatz 1: 1st eine Rettungskurve, so muf3 A(conv )	A O sein. 

Beweis: Ware fur eine Rettungskurve	die Eigenschaft A (cony ) < A er-



fiiilt, so können wjr elnen Parailelstreifen I der Dicke A 0 finden, so daB cony 
c mt 2 und damit c: mt 2 gilt. E wurde also niclit den Rand hi' von 2 treffen 
im Widerspruch zim seiner Eigenschaft als Rettu'ngskurve I 

11 ii fs sat z 2: Gilt für ems rekti/izierbare Kurve 19 des E2 die Gleichung A (con y (!) 
A, so 1st eine Rettungskurve.  

Beweis: genuge den Voraussetzungen des Hulfssatzes2 imnd besitze eine Para-
meterdarstellung.z(s) in Abhangigkeit des Bogenlangenparameters s. Wir nehmen 
an, ist keine Rettungskurve. Dann gibt es einen spezielien Parailelstreifen I der 
Dicke A0, welcher die Eigenschaften z(0) 2,	n mt 2 zj= 0 und hE r	= 0 be-
. sitzt. Wegeri , n mt 2 + 0 Und A(conv )	A 0 enthäit hi' n cony mindestens
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zwei verschiedene Punkte. Einer von diesen, P genannt,ist dann garantiert ungleich 
z(0). Der Fall P E kann nicht eiñtreten, da dann E entgegen der Annahme doch 
eine.Réttunskurve wäre. Daher mu g P als Element von cony konvexe Linear-
kombination zwejer Punkte P1 und P2 von seth: P = 2 1 P1 + 22P2 mit A ^ 0 
(i = 1, 2), 1 + 'i2 = 1. Da (Y keine Rettungskurve sein soil, können P1 = z(s) und 
P = z(82 ) nicht auf dem gleichen . Randkontinuum (der Geraden) Q3'von E liegen, 
dem auch P angehort; sie liegen vielmehr auf verschiedenen Seiten von 03 .Da 
eine zusamrnenhängendePunktmenge ist., existiert ein . E (si, 2) mitz() E	ez
und z() E o wegen 9 > 0. Somit ware docheine Rettungskurve im Widerspruch 
zur Annahrn& U	 - 

Hi I is  at z 3: Unter alien Reltungskurven gibt es eine von kielñ.ster Lange. Wir nennen 
cine soiche optirnale Rettung.skurve.	 - - 

Beweis: mi Sinne I unserer einfuhrenden tberlegung&n können wir ohne Em-
schrankung der Aligetneinheit von den zu betrachtenden Rettungskurven	der
'Parameterdarstellung z(s) verlangen, da6 sic alle im gleichen. Anfangspunkt A - 
starten, d. h., z(0) = A. Die Menge 9J1 ailer rektifizierharen Kurven des E2 mit 
gleichem Anfangspunkt A und gleichma3ig nach oben beschränkter Lange ist nach 
D. HILBERT ml metrischen-Raum Q (vgl. [4: S. 46]) folgenkompakt: Aul3erdern ist 
zJ(conv ...) nach W. BLASCJI.KE [2] auf 9)1 ein stetiges Funktional in der Metrik von Q. 
Deshaib bildet nach Hillssatz' 1 die Teilmenge 93 0 aller Rettpgskurven von 93? eine 
folgenkompakte und abgeschlossene Menge in Q. Da weiterhin in Q das Funkt-ional £ 
der Bogenlange unteihalbstetig ist, besitzt es nach dem Satz von Weierstraf3' auf 9J' 
und damit in der Menge aller Rettungskurven cin Minimum I 

Hi Ifs s atz 4: Hat eine optimale Rettungskurve die Eigenchaft, dap ihre .säm-
lichen Punkte einfach sind und in iner Halbebene beziiqlich einer durch Start- und Zi.el-
punkt von (Y verlaufenden Geraden liegen,- so-7d sänUliehe Punkte von. ( Randpunkle 
von cony -s'-

Beweis: A und Z seien Start- bzw; Zielpunkte einer optimalen Rettungskurve 
(wir lassen auch zu, daB 4 und Z-zusammenfallenkönnen). Ohne Einschrãnkung 
der Aligemeinheit konnen wir annehmen, daB gema6 Abbildung 1 oberhaib der 
Geraden p verlauft.	 -	- 

- 
.1+	 - 

Abb.1  

Ware nunE nieht voilkom men auf de!n Rand a(conv ) von convE enthalten, 
so gabe es chic spezil1e Sekante T von mit zwei voneinander verschiedenen Be-
ruhrungspirnkten Qt und Q2, so daB	c	ist. Setzen wir these Strecke durch die 
Bogepstucke AQ 1 und Q2Z von -fort, so hatte die entstehende Kurve. 0, = AQ 
U QIQ2 u Q2Z die Eigenschaft éonv ( =- cony und eine kleinere Lange als . Das 
steht imWiderspruch zur Optinialitat von E U
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Hi! fs sat z 5: Hot eine optimale Rettungskurve die im Hil/ssutz 4 vorau&gesetzte 
Eigen.sch/t, so .sind . im Start- und Zielpunki A bzw. Z die Senkrechtem zur Verbin-
dungssirecke AZ Stützgeraden von cony . 

Beweis: Wir verdeutlichen unsere SchluF3weise wieder an Abbildung 1. Wir 
nehmen etwa an, daB der Hilfssatz 5 im Zielpunkt Z nicht erfüllt sei. Dann legen 
wir an cony IZ von links eine Stutzgerade T senkrecht zu. Der Beruhrungspunkt 
von T mit cony sei Q, der Schnittpunkt von T mit sei 2. Nach Voraussetzung 
ist 2 Z. Deshaib hat die Kurve = A u Z eine kleinere Lange als , wenn AQ 

- . das entsprechende Bogenstuck auf von A nach Q bezeiehnet. Da wegen cons' 
cony cue Dicke zl(eonv )	A(conv ) ist, stelit C9 nach Hilissatz 2 eine Ret- - 

• tungskurve kleinerer lAnge als dar. bas steht irn Widerspruch zur vorausgesetzten 
Optimalitat von . Foiglich war die Annahme falsch. Entsprechend sehlie8en wir 
für den Punkt A U 

Tm weiteren Verlauf dieser lJntersuchungen svird zunächst unter allen Rettungs- 
kurven, die die in Hilfssatz 4 genannte spezielle Eigenschaft besitzen, auf analyti-
sehem Wege die optimale Rettungskurve (eindeutig bis auf Kongruenz) gefunden. 
Die dazu eingesetzten Hilfsmittel zur 1)ualität bei Steuerungsproblemen werden mi 
nachlolgenden Kapitel bereitgestellt. 

3. Hhfsmittel aus der Dual itätstheorie bei Steuerungsproblemen 

Aus dem oben sehon erwähnten Artikel [1] éntnehmen wir I
speziell für Steuerungs-

probleme zu Funktionen einer VariaMen cin Kriterium über Minimalfolgen von 
Prozessen. Wir betrachten dazu das Steuerungsproblem 

J(x, u) = f!( t , x(t), u(t)) dt	inf,	 (1) 

bez. aller Zustandsfunktionen x E X und Steuerfunktionen u E U(x), die den vekto-
riellen Nebenbedingungen (Zustandsgleichungen) i = g(t, x, u) auf [0, T] sowie den 

• Rndbedingungen b(x) = 0 zu den Puñkten I = 0 und £ = T geniigen. Dabei ist 
mitp>1 

X: = {x E W(0, T) I (t, x(t)) E 6 für alle I E [0, T])., 
U(x):= {u E L T(0, T) u(t) E V(t, x(t)) fast liberal! auf[0, T]. 

0 sei im Sinne von C. B. MOkREY ein starkes Lipsehitzgebiet des E'"; / und die n 
Komponenten g' von g setzen wir als stetige Funktionen voraus. V sei eine stetige 
normale mengenwertige Abbildung von 0 in den E'. Em Paar (x, u) zulassiger Zu- 
stands- undSteuerfunktionenzu (1) nennen wireinenProze, (zu ,(1)), ihreGesamtheit 
bezeichnen wir mit . Eine Folge (xk , Uk) 6 3, heiBt Minimal/olge zu (1), Wenn 
lim J(xk , Uk) = inf J gilt. 

•	 •	 - 

Mit S bezeiehnen wir die Menge aller Funktionen S auf G mit folgenden Eigen-
schaften: 

I. Es existiert eine (von, S abhangige) Zerlegung von [0, T] in endlich viele inter-
valle [t1, ;] (i 0 < r1 < < t+1 = T), so daB S stetig differenzierbar auf 
jedem Teilgebict 

G(S) ={(t,) 6 G I 6 (T,r1^1)J  

ist und stetig auf 1 fortgesetzt werden kann.
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2. S gentigt in G•(S) (1 = 0, ..., x) der Hamilton-Jacobischen Differentialuriglei-
chung

) + JC(t, , S(t, )) <1 01	 (2) 
wobei X die Hamilton-Funktion zu (1) gema3 

X(t, , y) : = sup H(t, 
VEV(t,)	 .	 .	 . 

und''
IJ(, , ,, y) := —f(t, , v) + yTg(t, , v) 

die Pontrjaginsche Funktion ist.	 -	 .	.. 

	

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen sOwie	. 

	

:= {E G[0, T] (t, (t))E dund b(') =.O}	 . 
gilt dann nach [1] in leichter Modifikation des dortigen Satzes 4 folgendes Minimal-
folgen-Kriteriuni.  

Satz 1: Es sei S E von der Art, da/3 x( . , •, S(., .)) beschränkt und stetig in jedem 
Teilgebiet G1 (S) (1 = 0, ..., X(S)) 1st. Auf3erdem sei x eine in jedern der Intervalle 
(, r 1 ) stetige und au/ [ti, r + ] stetig. /ortsetzbare Funk-lion, die (bez. der Konvergenz 
dem Ma /k nach) als Grenz/unktion einer Folge von Zuslands/unklionen Xk zulassiger 
Prozesse (xk , Uk) E $ au/ge/art werden kann. 

Unter diesen Vorausstzungen 1st (Xk, ue) dann eine Mininzal/olge zu (1), wenn /ol-
gende drei Bedingungen er/üllt sind:  

I rn	Xk(t), Uk(t), S(t, Xk)) dl .= fX(t, 'x, S(t, )) di, '	 (3a) 
k-=O	 0 

S(t, x(t)) + X(t, x(t), S(t, x(t))) = 0 /.u. in (0, T),	 (3 h) 

	

s(t,())'°= if Es(t, (t))po.	 (3e) f +0
EQz=0 

Gilt (3) 'Ü- (xk, ufr) und x, so mu/3 these Bedingung in enlsprecheizder Weise auch /iir 
jede 'andere Minimal/olge (k, f1 ) und 1 er/illit sein, wenn ck dem Ma/k nach gegen 
konvergiert. 

4. ZurLösung eines zugeordneten Steuerungsprobhcm .s .	 -. 

Wir wollen uns in diesern Abschnitt darnitbegnugen, unter alien Rettungskurven  
die der Eigenschaft von .Hilfssatz 4 génügen, diejenigen ideinster Lange zu finden., 
Fur diese ist. nach Hilfssatz 4 ein Randst.iick von cony (..' Ohne Einschrärikung der 
Allgenieinheit können wir ijns irn Sinne von Abbildung I die Gerade ,i so gclegt 
denken,'da g sie durch den Pol 0 eines Polarkoordinatensyst.erns geht und '-lie Rich-
t,ung des Leitstrahls zuni Winkel 92 = 0 einnimnit. Anfangs- und Endpunkt A bzw. Z 
von denkén wir uns in syrnnietrischer Lage zu 0. 1st dann h die Stiitzfunktion zu 
con y in Abhangigkeit von ' € [0, n], so hat wegen Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5 
nach [2] die Lange von die Jntgra1darste1iung  

) =f h(t) dl.	
0	 -	

(4a)
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Wegen HiLfssatz 5 gilt	 S

(4b) 

und infolge der symmetrischen Lage von A und .0 bez. 0' gilt 

h(0) = h() = a.	 S	 (4c) 

- Nach den Hilfssatzen 1 und 2 ist für alle t E [0, ] die Breite B(t) von cony ( durch die 
Bedingung	-	 S 

B(t) = h(€) + ct I cos tj	z1	 (4d) 

eingeschränkt. Auf3erdem ist nach [2] zu fast alle'n Winkein t die Ungleichung 

h(t) + h(t) . 0	 S	 (4e) 

A \,^ 

Abb.2,  

erfi&llt. Mit x1 = h, x2 = ±1, x3 = Lx, u = )i ± h lautet foiglich naëh (4) die ana.lytische
Nrmulierung des zu Anfang dieses Abschnitts gesteilten ,,eingeschrankten' Opti-



•	mierungsproblems:	 S	 S - 

J(x, u)	fx'(t) dt - inf	 •	

5 

5 S	

-'(5a) 

unter den Zustandsgleichungen	 -	- - 

tl	X2,	2 = —x1 - u,	zt = 0,	 (5b) 

den Zustandsrestriktionen	S	 - 

x'(t) + X3 ICOS t 	4,2) 	 (5c) 

den Steuerrestriktionen	 S S	 - 

u(t)	0 fast uberall	 S	
(5d) 

und den Randbedingungen	 - S 

S	 - 

x'(0)=x'()=x3,	x2(0)=x2(n)=0.	-'	
5	

(5e) - 

• 2) Da h2 (t) + /2(e) das Quadrat des Abstandes des Beruhrungspunktes der Stutzgeradn an 
cony zum Winkel t von 0 darstellt, tritt eigentlich noch hinzu (x')2 + (x 2 )2 <N bei hin-

• reichend groBem N. Wir verzichten hier jedoch darauf.
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Wir bemerken, daB at' ch uñser ei ngesehrahktes geonietrisches Optimierungs-
problem eine optimale .Losung besitzt; man zeigt dies mit gleichen SchluBweisen 
vie zum Beweis von Hiifssatz 3. Dennoch braiicht das zugeordnete Steuerungs-
problem (5) bei weitern keinen optin]alen ProzeB aufzuweisen. Das liegt daran, daB 
wir in (5), Nvie in jedem aligemeinen Steuerungsproblem (I), die x alsElemente des - 
Wp 1 (O , 'r) bzw. 1'V 1 (0, '1) iind' dainit als stetige Funktionen auffassen. Zu jedem zu 
lassigen ,mit endlichen Krumnmngsradien haben die zugeordneten x i in der Tat. 
these Eigenschaft. Wenn jedoch (aiich Geradenstücke enthält, hesitztx 2 Sprung-
stellen und ist somit als Zuctandsfunktion nicht mehr zulassig. Wir können jedoch 
durch eine Folge zulassiger stetig gekrummter'Kurven im Sinne der Metrik von Q 
heliebig genau ánnähern. Deshalb kommt der Berechnung des infimums zu (5a) und 
einer zugeordneten i\llinimaifolge von Prozessen (Xk, uk) die gleiche Bedeut. ung zu 
wie der BeIechnung der optimalen Losung zum ci ngesch ränkten geonietrisehen Aus-
gangsproblent (vgl. dazu auch entsprechende Diskussionen in [1] und [31). 

Nunmehr wenden wir Satz 1 routinemaBig auf Problem (5) an. Hier lautet die 
Pontrjaginsche Funktion	 - 

v,y) = —4' + y1 2 + Y2(-1 + v) ± y 0 
und die Harnilton-Funktion herechnet sich zu 

•	
_1 00

—'±YI---Y2' falls Y2 ^O ist	
6 

' 	 falls Y2 > o ist. 
1)a wit' im weiteren die Bedingung (2) zu erfiillen suchen, kommt für uns in (6) nur 
der Fall Y2	0 in Betracht. In diesem Falle gilt JI(t, , v, y)	X(t, , y) nur für
V ^ 0 ruit.v• Y2 = 0. 

Für S E S im Sinne von Satz 1 machen wir den Ansatz 
3 

S(t, ) = a(t) -.- 
i

, ' y(t) si niit Yj E C'(r,, r +1 ).	 (7) 
1 

Die Bedingung (2) lautet dann	- 
3 

á(t) + E i(t)	' + y , (t)
	- y:.	11	0 

•	 (8a) 
fiiralletE(r,r +1 )	(j=0,...,x(S)) 

uiiter den Nebenhedingungen	 - 
•' +	cost e LI 0 .	 (8b). 

•Nach (3b) fordern wir für = x(t) die Gleichheit in (8a). Atis diesein Grunde nimmt 
zu alien festen I E (, -r 1 ) die linke Seite von (8a) ihr Maximum tinter der Neben- 
hedingung (8h) für = x(I) an..Nach KIJHN und TUCKER ist notwendig und hin-
reichend dafur die Existenz eines Multiplikators 1u(t)	0 mit dtrEigenschaft 

',(I)— Y2 (t ) + u(I) - I = 0,

	

	 (9a)

(9b) 
y3 (t) ± z(I) Icos tj = 0,	 (9c) 
du(t) [x'(I) + X3 Icos I -	= 0.	 (9d)

(9a) und (9h) zusammengefal3t führt auf 

92 + Y2 =u - 1 fast iiberall auf (0, T).	 (10) 
3 Analysis Bd. 5, Heft 1 (1986)
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Für x fordernwir in alien t zj= Tj	0,..., x) das Erfulltsein der Bedingung (5b)
mit

u(t)	0 und u(t) Y2(0 = 0	 (11)

und natürlich die GUitigkeit von (5c). Wir setzen x3 = const = c auf ganz [0, 04 
Aus der Kenntnis von x und V y berechnen wir a als stiickweise stetig differenzierhare 

V 

Funktion ails (8a) so, daB durch Einsetzen von = x(t) in (8a) das Gleichheits-
- zeichen' erzielt wird. 

Zur Realisierung dec Bedingung (3c) bernühen wir uns, die Existenz von 

•	M°nj' s(t, ° (t))I: 	 . 

zu sichern und semen Wert sowie seine Minimaistelien zu herechnen. Uñtr Beach-
tung der in 0 verankerten Randbedingungen '(0) =	=	(0) 4 2(z) 0 
und Nebenhedingungen (l,) + (r) cos	o ist notwendig unci hinreichend
für these Existenz die Gultigkeit der nachstehenden Kuhn-Tucker-Bedingungen 

	

- y ' (OY + y3@0 - y(0) -f- v(0) . 2 = 0,	 (12a) 

	

—0)— y1(r, + 0).— v(r,)	0,	 .	(12b) 

•	 Y2 (Ti	0) - 2(rf+ 0) = 0,	 -	 (12c) 

•	 Y3(Tj - 0) - Y3(T,+ 0) - v(r,) COS Ti  = 1)	 (12d) 

mit Lagrangeschen Multipiikatoren v(0)	0 und '(t,)	0 (für r =r 0, Ti == ), die 
•	die Kompiementaritat.sbed,ingungen 

V (0 ) [x1 (0) + x3 -	= 0.,	 •	.	 (lZe) 

•	•	v(t) [x'(r) + x3 I cos Ti l - 4o] = 0	.	 (12f) 

erfullen. (12c) laBt uns foigern, daB generell y2.stetig zu sein hat. 
V 

Man bestatigt leicht, daB mit t(S) = 5 und 0 = TO <T < 1:2 <1:3 = -b-- 

OT -- T < 7t — 'Ti = T5 das folgende Funktionensystem die Bedingungen (9) bis 
(12)erfüllt:	.	 .	..	. 

-

	

	ccosi	in [0,r 1 ]	 - 
XI (t) = L1 - :c cost in [ri, 1:21 - 

IJosin t	in [Ti, 1:3]	 .	. 
V	 mit x1 (7 —1) = x1(I),	•.	 (13a) 

X2(t) = jol (1) ,	 . 

x3 (t)	c = const;	 . .

in-

	

= {
TI), (1:2, T31	mit fi(t - t)'=.p(t),	 .(136)

1 -in [TI, T21 

	

I:Jo
0 in- [0 T) (1:2 1:31	 V 

•U(t)	 in (ri , r2) -	
mit u(n - t)	u(t),	 (13c) 

zi(t)	—92 (t),	•	 . .	V	 V
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•	 —1 + cos (t - r1 ) in [0, T1] 

Y2
 =

	

	0	 in [t1, T2 1	 (13d)
—1 + cos (t - r2 ) in [r2 , T3] I 

hilt
 

Y2 (OT —1) = Y20), 

•	y3(t) =-j: p(s) Icos SI d8 in [0,.T];	
S 

V (0) = v(T 1 ) =	= v(r4 ) . = v(r5) = 0, , -	-
(13e) 

v(r3) =	—0)	y(t3 + 0).	- 
Dabei errechnen sich r 1 , r2 und c aus der Bedingung (12a) und aus den Stetigkeits-
forderungen von x' in £ = r 1 und t = r2 . Ausgeschrieben bedeutet das:	- 

- sin -r, - f /L(t) l cost I dt =0 bzw. 2 sin r 1 =SIflT2 ,	-	( 14a) 

C COS r1 = t10 - C COS r1 hzw. 2c COS T1	 - - ( 14b) 
•	-	

Ll — C COS -r2	A0 Sin T2 .	 (14ë) - 
(14b) und (14a) ergeben unter Elimination von c	-	- 

COS T2 - 1—	= Sin r2	• 2 Cos t 1	- 
bzw. mit (14a)'	 - 

-	'2 COS T1 - 3/i - 4 Sin2 T1 = 4(sin r 1 ) (cos ).	 S	 (15) 
Setzen wr a = sin r1 , so erhalten' wir nach einer kleinen Umformung aus (15)-die 

- biquadratische Gleichuñg	-	 - 

16	 2)
-	(16) 

fliese hat die vier reellen Nulistellen	 -	 - - 

-	a1	—1,04307,	a2	0,286 00,	a3	0,5,	a4	1,25707. 

Davon erfililt nur a2. die wegen 0 , < t1 <T2 <T3 =	notwendigen Restriktionen 
0 '< a; <0,5; atich (15) wird damit befriedigt. Pas ergibt	

S 

• r1 = arc sin a2 -16,61843°,	c ='J/(2 cosT1 )	0,5218Q4, 
- T2 = are sin (2 sin r 1 )	34,889340,	fi = arc tan (40/c)	62,44467° 

und	 - 
-	) = 2J[tan-r j + (r2 - r1 ) + tan ( - t2 )]	2,278-29L10. 

Wir skizzieren wesentliche Elemente des Funktionensystems (13) durch die nah-
folgende Abbildung 3.	•	

-	 S	 - 

Man-beachte sehr wohi, daLi durch (13)'keine zulassige Zustandsfunktion zu (5) 
beschrieben wird, denn x2 = il ist nicht einmal stetig in £ = -ri und t = r2 . In 
Analogie zu [1-: S. 42] köiinen wir aber leicht. u x eine Folge zulassiger Prozesse 
3*	-	- -
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T I T2	 13	74 -r5 7r	t 

LI	 - 

1	 I	L__J	.

--	 S 

Abb.3	 -. 

(xk, Uk) konstruieren, für die XL dern MaB nach gegen x konvergiertund für die sãmt-, 
liche Bedingungen von (3) erfiillt sind. Dies geschieht, indern wir den Graph von 
in lJmgebungen seiner Knickstellen T j , r9, r4 und -r5 von oben durch zweipunktig 
heriihrende Parabein (in Abb. 3 gestrichelt angedeutet) des Gleichungstyps 2 1 == kt' 
+ aLt + bk abrunden. Dieser abgerundete Graph ist Graph einer Stiitzfunktion Xk', 
aus der wir den gesaniteu zugèordneten zulassigen ProzeB (XL, Uk) durch XL' := 

xk' + XL' definieren. x I 1st somit in [0, x] Grenzfunktion der Folge regularer 
Stüt.zfunktionen XL', also selber Stiitzfunktion. Sic beschreibt gemaI3 (13a) und 
Abb. 2 den oberen Rand	V elnes konvexen Bereiches cony , dessen unterer 
Rand (Basis) die Strecke A der Lange 2 c ist. Der Bereich con y ist dabei irn 
Sinne der von M. SHOLANDER in [(i] eingefiihrtén Bezeichnung ein ungleichseitiges, 
aber gleichschenkliges Yamanouti-J)rcieck. Es entsteiit als konvexe Hülle eines 
gleichsehenkligen .Dreiecks ARZ der Basis AZ, der.Höhe LJ 0 ,und alien Krçisbogen 
urn A, Z, II vom Radius 4	u (his zrn Sehnitt mit den Dreickseicn) gernaB Abb. 4. 

Zusammenfassend hahen wir somit folgendes Resultat erhaiten: 
Satz 2: Unier alien Rêttungskurven, deren särntliche Punkle ein/aeh sind und auf 

eine i Sçite der Verbndungsqeraden von Start- und Zielpunkt lieqen, hat die Randkurve 
de. Yarnanouti-Dreiecks,gema,6 .Abb'. 4 und analytischer Darstellung (13) die kleinste 

Lange. Sic bèträgt	2,278 2921g. 
Anmer.küng 1: Man. kann'leicht zeigen, dais unter alien der Eigenschaft von 

Hilfssatz 4 genugenden Rettungskurven die im Satz 2 angegebene Kurve	bis auf. 
Kongruenz. die einzige optirnale ist.
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R- 

o	c  
Abb.4 

'Beweis: Gabe es noch cine andere optimale Rettungskurve mit der Stiit.zfunk-
tion 2' fiber [0, yr], so existiert nach [2] eine Folge regularer zulassiger Stützfunk-
tionen 2k' , die im W(O, r) gegen 21 konvergiert. Nach Satz 1 miiBt.e dann auch die 
Bedingung () durch (2k., Uk) mit. xk' : = k1 ' Uk : = 2' -f- 2 erfällt sein. Dabei wählen 
wir S genauso \vie in der Konstruktion von Kap'ilel 4. Sornit muBte 2 wegen (3h) 
und (3c) - bei gleichem y2 und ,damit gleichem 1u bzw. r(r,) - auch den Bedingungen 
(9d) und (12e/f) geniigen. Somit it wegen v(r3 ) + 0 und 1u(1) > 0 in (ti, T2) ' U (14 , r,) 

=	und 21(1) + t3 jeog tj = j o ,
(17) 

•	 fui	I E	12) u (13,	),	 S 

wobei 2 = 2'(0) = 21 (n) bedeutet. Port, wo aber u(1) = 0 ist, gilt Y2(0 <0. Und' 
da nach (3a) - angewandt auf (2k, U) und 2 - 

lim f Uk(t) Y2(1) dl = 0	- 
k-ooO 

gelten mul3 neben iLk	0 und Y2(1) ^S 0, -konvergiert Ufr notwendig auf [0, I] 
\ ( ( T I I 'r2 ) u (ti, re)) dem Maf3e pach gegen die Nullfunktion. Daraus resultiertunter 
Beachtung der ersten Gleichung von (17), daB 2' in (12, 14 ) die Darsteliung 1 1 = 
+ A c os I hesitzt. Die Konstante A hat dabei wegen der. Stetigkeit von 21 in t = 12 
und I = r4 und wegen der zweiten Relation von (17) dieBedingungen 

'x'(r2 )+A COS rs = 'do —lcoSr2J, 

z,ftr) + A cos 14 .— z1 0 -	ICS 141 

Zn erfüllen. Wegen 

x'(r2 )	LI 0 - x3 I COS 121 und x'(14 ) = Jo - x3 ICOS 
mit 14 =I -' T2 entnehmen wir daraus notwendig A = x3 - = 0. TJnter noch-
maliger Beachtung der Konvergenz von Uk -± 0 dem MaB nach in (0, r) und (15 , 7r) 
kommen wir schliet3lich zu dem SchiuB, daB 21	x' gelten mul3. 

Anmerkung 2: Oh these irn Satz 2 genainte Kurve * generell Rettungskurve 
kleinster Lange ist, wird im zweiten Teil dieser Arbeit untersucht werden.
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