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Ein ailgerneines Bifurkationstheorem 

E. ZEIDLER 

Ilerrn Pro/. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag gewidmet 

Wir beweisen ein ailgemelnes Bifurkationstheorem. Mit Hilfe von leieht verifizierbaren generi-
schen Verzweigungsbedingungen wahlen wir eine• Menge B von normierten Elementen im 
Nuliraum des linearisierten Operators aus. Von jedem Element von B geht genau ein Bifur-
kationszweig des nichtlinearen Problems aus. Aul3erdern geben wir ein effektives Iterations-
verfahren zur Berechnung der Bifurkationszweige an. Das Theorem gestattetcine Reihe inter- 
essanter Anwendungen, z. B. auf frèie Randwertprobleme bei idealen Flussigkeiten, auf das 
Taylor-Problem und das Bénard-Problem in der Theorie der Navier-Stokesschen Gleichungen 
und auf die Hopf-Bifurkation. 

MhI gotiamem OAHY O6L1yIO eopey 4lypHaIu4u. C flOM0U.BIO JIerKo nposepeux yCJIOBHa 
eeT13JIeuI4 g Bb16kpaem M11o+ceCTBo B I{OpMIIpOBaILII}IX zJIeMeHToB pa JlHHeapLlsoBaHIIoro 
onepaTopa. OT IaHoro aJieMeilTa MH0}ICTB5 B BCXOMT TOMHO oji,na BeTBb 6M4ypHatuus 
Hem4HeflHo1 npo6JIe1M. HpoMe roro Aaem a(JM)eHTMnHu MCTO1 11'repaijim ja B1l4Ilc3leHI4R 
BeTBefl 6wypxaiiii. TeopeMa Aoriyciiaff HecH021,10 iillTepecHux npliMeHeHMi, HanpHmep 
K cBo601Hb1M'	HW1IIbIM 3aaqaM B TeopuM JUJIblthLX iUuocTei, K 3aAaqaNt '1'afliopa
it Beiiapa B T8OI4ll ypaBHeHllfl Hanhe-CToKca it x 6iiiypKaluu Xona. 

We prove a general bifurcation theorem. Using generic bifurcation conditions, we select a set 
B of normalized elements in the null space of the linearized operator. From each element of B 
there bifurcates exactly one solution branch of the given nonlinear. operator equation. More-
over, we can construct the branches by a convergent iterative method. The theorem allws a 
variety of interesting applications, e.g., to free boundary value problems in the theory of ideal 
fluids, to Taylor's problem and Bénard's problem in the framework of the Navier-Stokes 
equations, and to Hopf bifurcation. 

Zu Beginn der sechziger Jahre hat sich Herr Professor Beckert in origineller Weise 
mit einer Masse freier Randwertprobleme dér Hydrodynamik besehaftigt. I?abei 
handelte es sich urn Schwerewellen, Kapillar-Schwerewellen und Gezeitenwellen. 
Die folgende kleine Note -hangt mit diesen Untersuchungen zusammen. IJnser Ziel 
ist eiR allgerpines Bifurkationstheorern, das vielseitige naturwissensehaftliehe An-
wendungen besitzt und dessen Voraussetzungen sehr natiirlieh sind und sich in 
wichtigen Fallen leicht verifizieren lassen. Dieses Theorem verallgcmeinert den 
Hauptsatz in [6], mit dessen Hilfe man eine Reihe freier Rand wertprobleme der 
Hydrodynamik einheitlieh behandeln kann. Die Formulierung und der Beweis des 
Hauptsatzes dieser Arbeit wurden stark beeinflul3t durch das Bernühen des Atitors, 
den funktionalanalytischen Kern der Arbeit VOfl CRANDALL und RABINOwITz [5] 
zur Hopf-Bifurkation herauszupraparieren. 

26*
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1.' Problemsteiluiig 

•	Wir betrachten die Operatorgleiehung 

F(e, x) = 0,	. E-E,	XE )	 (1)
mit der trivialen Losuçig 

x = 0,	e = beliebig	 "	 (2) 
und untersuchen, wann (0, 0) ein Bifurkationspunkt von (1) ist, d. h. wann im Punkt' 
(0, 0) von dem trivialeriLosungszweig (2) niehttriviale Losungen abzweien. Abb. 1 
zeigt die einfachste Situation mit X =. E = R. Wir lassen jedoch hier nicht nur den 

• Fall eines reellen Parameters e zu,sondern fassen'c ailgemeiner als Parameter auf, 
der in dem Banachraum E Uber K variiert mitli = R oder K = C. Für die Hopf-
Bifurkation it beispielsveise die Situation E = 1t2 typisch. Wichtig für die Unter-

• suchung yon* (1) ist das Verhalten der linearisierten Operatorgleiehung 

F(0,0)xy,	xEX.	 (3) 
Hier bezeichnet F(0, 0) die Fréchet-Ableitung. In ublicher Weis'e definieren wir 

kerF(0,0)= (XE X:F(0,O)x=0},	im F(0,0)=F(0;0)(X). 
• 

Das Losungsverhalten von (3) wird durch die beiden Zahien 

	

dim (ker F(0, 0)),	fl = codim (im F(0, 0))	 • 
charakterisiert. Dabei .entspricht der Aizahi der linear' unabhangigen Losungen 
von (?)m	= 0, wahrend fi gleieh der Anzahl der linear unabhangignBedingungen 

• ist, die man an y stellen muB, damit (3) eine Losung hat. Wie wir zeigen werden, 
spielt ft aueh eine zentrale Rolle für die LOsbarkeit 'des niehtlinearen Problems (1) 

•	in der Umgebung von 0, 0).	•	 • 

•	• 

• Abb.1	-.	•.	• 

•	•Unser Ziel istder, Nachweis einer nichttrivialen C 1 -L6sung von (1) der Form 

x(s, b) = W+ o(s),	Px(s, b) = sb,	e(s,b) = O(s)	• •	(4) 

für alles in einer Nullumgebung von K.'Dabei ist b ein festes Element ausdem Null-
raum kerF(0, 0) mit jjbjj'= 1;und P ist ein Prqjektionsoperator aufdiesen Null-
raum. Es entstehen zwei wichtige Fragen: 

•

	

	(Fl) Weichen Einschrankungen unterliegt die Bifurkationsriehtung b, die das
Verhalten des Bifurkati6nszwe1ges in erster Ordnung bestimmt? 

(F2) Welcher Zusammenhang muB zwischen der Dimension des Parameterraumes E 
und 'der Linearisierung bezüglich x, d. h. der Fréchet-Ableitung F(0, 0) bestehen, 
urn cin allgemeines Bifurkationsresultat zu erhalten?	•	 -
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Wie .wir weiter unten sehen werden, kann die Bifurkationsrichtung bnicht vollig 
beliebig vôrgegeben \verdên, sondern b wird durch die geneiische Verzweigungsbe-
dingung (H 3) eingeschrãnkt. Solche b nennen wir zula.ssig. Die Menge dèr zulassigen 
Richtungen b bildet eine offene Menge B auf der Einheitssphare 'on ker F(0. 0), 

• die symmetrisch zum Nullpunkt liegt. \Vie wir ferner sehen werden, ist die nichttri-
viale Losung (4) durch die Forderung Px = sb eindeutig festgelegt. Dabei gilt 

x(s. —b) = x(—s, b);	'e(s, —b) = €(—s, b)	 (5) 
für alle s in einer Nullumgebung von K, d. h. für b und —berhält man erwartungsge-
mäl3 die gleiche Losungskurve: Wegen (113) weiter unten muB stets 

codim (im F(0, 0)) = dim E	 (6) 
gelten, d. h. die Dimension des Pararneterraumes E ist grobgespróchen gleich der 
Anzahl der Dimensioneri, die dern Bud von F(0, 0) fehlen, urn den Bildraurn aufzu-
spannen. In dem wichtigen Spezialfall eines reellen Parameters e, d ,. h. E = R, mul3 
folglich' codim (irn F(0, 0)) = 4 sein. Dagegen fordern wir für den Nuliraum ledig- 
lich did (ker F(0, 0)) ^- 1. Entscheidend für unsér generisches Bifurkationsresultat 

' ist deshalb nicht die Dimension des Nuliraumes, sonderñ de Kodimension des Bud-
raumes von F(0, 0). Zu beachten ist jedoch, daB beideDimensionen über den Index 
in der folgenden Weise miteinander zusamrnenhangen:	S 

ind'L = dim (ker L) - codim (im L).	- 
Dabei setzen wir L = F(0, 0). In dem hãu1i auftretenden Spezialfall md L = 0 
haben wir deshaib dim (ker F(0, 0)) = dim E.	 S	 - 

-	 S	 -	

- 

• 2. Der Rauptsatz 

Unsere Voraussetzungeri lauten folgenderniaBen. 0 

(Hi) Trivialer LOsungszweig. Die Abbildung'-F: U(0, 0) E x I - 1' ist vom 
Typ C" mit k. 2, d. h. sie ist k-fach stetig Fréchet-differenzierbarauf der offenen 
Umgebung U(0, 0) des Punktes (0, 0). Ferner sind X, Y und E Banachrãurne iiber 
K mit E	{0}. Aul3erdem gilt	 - 

•	F(e, 0) = 0	für alle E. 

(42) SpaltItngsbedingung. Wir setzen N = ker F(0, 0) und B = im I(0, 0) und 
verlangen, daB N bzw. R den Raum I bzw.. Y spaltet, d. h. es gibt direkte topolo: 
gische Summen •	 •	 S 

X=N()N' und Y=RR	• 

mit. deh entsprechenden fest gewahlten I inearen, stetigen Proj ektionsoperatoren 
•	P:X-NundQ:Y- * R.	

S	 •	 S	

Sc 

Diese .Voraussetzung ist stets erfullt, falls F(0, 0) ein Fredhoim-Operator ist, 
d. h. wenn gilt dim N <cc und dim R L <cc. Grofie Klassen\ von Differential-
und Integraloperatoren haben these Eigenschaft. Wir erinnern daran, daB codim 
<(im F(O, 0)) = dim R ist.	 • • 

• • (H 3) Generische Verzweigungsbedingung. Dás fést gewahlte Element b au N hat die 
•	Eigenschaft, daB die sogenannte c/zarakteristische Gleichung 

QF(0, 0) eb = y, • eE E - •	

•	 (7) - 
-	 •	

-	 S
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für jedes y E Q Y genau eine Losung e hat. Dabei bezeichnet FCZ (0, 0) die entspre-
chende partielle Frechet-Ableitung. Ferner sei MbII = 1. 

In dem haufig aultretenden Fall, dat) F analytisch ist, gilt 

F(e, x) = Cx + Dex + 

Darin ist F(0, 0) = C und F(0, 0) = D. 
Dás folgende Beispiel gestattet es, die Voraussetzung (113) bei vielen Anvendun 

gen bequem naehzupriifen. Im Mittelpunkt steht dabei die Determinantenbedingung 

det ((y1*, F15 (O, 0) b))	0,	.i, j = 1, 2, ..., n.	 (8) 

Hier schreiben wir (y*, y) für y*(y), falls y € Y und y" E Y" ist. 

Beispiel 1: Die Voraussetzungen (112) und (113) sind erfullt, falls die folgenden 
drei Bedingungen gelten:	 S	 - 

(i) F = K'3, e = (er, •.., 
(ii) F(0, 0) ist ein Fredholm-Operator. 

(iii) Es gilt (8), wobei {y1 * , •.., y} eine Basis in ker F(0, 0)* ist und b zu ker F 
X (0, 0) gehort. 

Beweis: Wir wahien Elemente Yi' ..., y, € Y mit (yj*, y,) = 5, und setzen 

=	
(y,*, y). 

Dann ist der Projektionsoperator Q von der in (112) geforderten Form. Gleichung (7) 
ist ãcjuivalent zu 

2L e1QF, (0, 0) b = y, 

di h.  

-	Ee(y* F,,(0, 0) b)	Ky*,y),	i=1, 21: n.	 -. 

Wegen (8) kann man dieses lineare Gleichungssystem eindcutig nach allen e, aiiflösen. 
Damit ist (113) erfüllt I 

Bei konkreten Problemen kann man sich y,*, ...,  folgendermaBen besehaffen. 
Man setzt L = F(0, 0) und bestimmt m = dim (ker L) sowie md L. Daraus erhält 
man n = m - md L. Nunmehr suche man n linear unabhangige Funktionale 
y*, ..., y, € Y nut der Eigenschaft 

(y, * , Lx)	 0 füralle xEXundj=1,2,...,n. 

Dann bildet das System {y * , ..., y} eine Basis von ker L*. Das kann man in sugge-. 
stiver Weise aüeh so formulieren: y, ..., y,* bilden n linear unabhangige Losbar-
keitsbedingungen für die Gleichung-

Lx = y, x  X. 
In dem wichtigen Spezialfall der Hopf-Bifurkation kann man Beispiel 1 mit 

n = 2 anwenden. Bei vielen hydrodynamischen Anwendungen liegt der Fall 
md L = 0 und n = 1 vôr. 

Theorem 1: Gilt (111) bis (113), damn jet (0, 0) ein Bi/urkationepunkt der Aus-
gangsgleichung (1).	 S
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• Genauer gilt folgende Existenz- und Eindeutigkeitsaussage. 
Es gibt positive Zahien, s , eo und r0 , so dap (1) zu jedem Parameterwert s E K mit 

0 < Isl	genau eine Losung (e, x) € E. x X besitzt mit 

ii e H	o,	IIXII	r,	Px = sb.	 (9) 

Diese Losung hat die Form (4) mit der Symmetrieeigenscha/t (5). Für I sl s st die 
Lösung (4) vom Typ Ck_1 bezugiich s, und sic * ist in einer Urngebung von s = 0 
anaiytisch, falls F in einer Urn gebung von (0, 0) analytisch ist. 

Die trivialen Lösungen (e, 0) von (1) sind die einzigen Losungen von (1), die derBe- 
din gung (9) mit s = 0 genügen. 

Bevor wir das beweisen , betrachten wir einige wichtige Erganzunge, die teils 
unmittelbar, teils erst mit oder nach dem Beweis von Theorem 1 bewiesen werden. 

- 

3. Konstruktion des nichttrivialen Uisungszweiges 

Wir sètzen C = F(0, 0) und D = F(0, 0); 
K or oil a r 1: Für testes s E K mit 0 < Isl	so bet rachien wir das Iterationsver/ahren 

sQDe +1b = Q(sDeb + Cx - F(e, x))	 0	

-	 ( 10)
Cx 1 = sD(e— e, + ) b +fJx - F(e, x) 

mit der Nebenbedingung Px 1 = sb und den Start punkten = 0, x0 = sb. 
Dann ist	x0 /fir jedes n = 0, 1, ... eindeutig bestimmt und konvergiert für 

n -	gegen die nichttriviale Lösung (4) von Theorem 1. 

Das Verfahren (10) sieht nur scheinbar kompliziert aus. Tatsächlich ergibt es,. 
sich im Beweis von Theorem . 1 in sehr naturiicher Weise als Iterationsvérfahren zum 
Satz über. implizite Funktionen.	 - 

1st F analytisch, dann kann man die Losung in der folgenden einiaehen Weise 
bestimmen. Wir gehen aus von dem Ansatz  

E = se + 82 E2 +	- x = sb+ S2 X2

Nach Theorem 1 gilt Px = sb. Deshalb ist Px = 0 für n'= - 2, '3,  ... Das ist di erste 
wichtige Beobachtung. Aus F(e, x) = 0 erhalten wir dann sukzessiv für n = 2, 3, 

• durch Vergleich der Terme mit s" eine Gleichung der Form	 -. 

F(0, O).x = y(e,,),	Px,, = 0.	 (ii) 

Der entscheidende Trick besteht nun darin, dat) wirzuntichst e,, aus der Lösbar-
keitsbedingung. 

Qy(e,,) = 0	•,	•	•	 • (12)

bestimmen. Das ergibt die Gleichung 

QF 1(0, 0) e_ 1 b = y • 
\ 

mit einem geeigneten y. Daraus erhalten wir nach der VerLweigungsbedlngung (113) 
den Entwicklungskoeffizienten e in eindeutigei Weise. Das ist die zweite wichtige 
Beobachtung. Wegen (12) ist nunmehr die Losharkeitsbedingung für (11) erfüllt, 
und Px,, = 0 erzwingt die Eindeutigkeit von x,,. 

•	 I
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In dieser Weise erhält man sukzessive e und x,, für n = 2, 3, ... Diese Oberlegung 
'£eigt auch, daI3 man in sehr naturlicher Weise auf die Verzweigungsbedingung (113)' 
gefuhrt wird.

IV 

4. Gruppeninvarianz 

Bei einer .Reihe von Anwendungen möehte man von den Symmetrieeigenschaften. 
der Gleichung F(e, x) 0 auf die Symmetrie der Losiing schlielieñ. Das folgende  
Korollar stelit ein soiches Resultatbereit. 

Korollar 2: Der lineare, stetige Operator T: X X lasse die Ausgangsgleichung 
F(e, x) = 0 und den Nuliraum ker F(0, 0) invariant. Ferner geniige neben b auch Tb 
der Verzweigungsbedingung (113), wobei wir jedoch au/ die Normierizngsbedingung 
II TbII = 1 verzichten. Dann, gilt 

Tx(s,b) = x(a 1s, aTb),	e(s, b) =,e(a 1s, aTb)	 (13) 

für jedes feste a + 0 aus K und alle s in einer Nullumgebung 'in K, die von a abhangt. 
Speziell für Tb = b ist Tx(s, b) = x(s, b). 

Beeis: Wegen der Invarianzeigenschaft von ker F(0, 0) ist TP PT. Nach 
•	Theorei 1, das auch ohne die Norrnierungsbedingung in (113) gilt, existiert eino 

Losung .	 •	 -	.	- 
e(s, Tb), z(s, Tb) mit Px(s, Tb) = sTb.	 V 

,Aus der Losung	 V	 V	

0 - 

e(s, b), x(s, b) mit Px(s, b) = sb 

erhalten wir wegen der Invarianz von (1) bezuglich T und wegen TP = PT die neue 
Losung	•	 V	

0 

s(s, b), Tx(s, b) mit PTx(s, b) = sTb. 

Die Eindeutigkeitsaüssage in Theorem 1 ergibt (13) mit a = 1. 
Für a +'0 setzé man t = a-18 und schlieBe analog I 

5. -Parameterabh&ngigkeit•	 V 

Wir nehmen'an, daB F noch zusätzlich von einem Parameter p abhãngt, der'auf einer 
offenen Menge M cines B-Raumes über K variiert, d. h. anstelle von (1) betrachten 
wir die Glechung	 S	 - 

F(, x, p) = 0.	 -	'(14) 

Korollar 3: 18t F auf U(0, 0) x M eine C"-Abbildung mit k 2 bzw. anal ytisch, 
dann hangen die Losungen (4) von (14) nicht nur von s, sondern auch von dem Parameter p 
ab, und zwar sind sie C" '-Abbildungen bzw. anal ytisch bezuglich (s, p). 

Die -Nullumgebung V bezuglich s, au/ der die Losung erklart ist, kann von p abhãngen. 
Jedoch für alle 'p in einer hinreichend kleinen Umgebung eines festen Parameters Po 
hdngt V nicht von p ab. .	 -	-	 •
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6. Regularisierung 

Entspricht die Ausg'angsgleichung F(e, x) = 0 einer nichtlinearen elliptischen Diffe-
rentialgleichung, z. B. den" stationkren Navier-Stokesschen Gleichungen, dann ént-' 
steht in natiirlicher Weise die Frage, warm die Losungen in Banachraum X auch in 
einem 'Banachraurn. X0 liegen, der b'ei Anwendungen Funktionen entspricht, die 
gegenuber denen in 'I glatter sind. Bemerkenswert an dem folgenden Korollar ist 
die Tatsache, daB nur Regularitatseigenchaften des linearisierten Problems 

Fex(0, 0) eb + F(o, 0) w = h	
-' ,	

'	 (15) 

eine Rolle spielen, d. h. bei nichtlinearen elliptisehen Differcntialgleichungen reicht 
die gUt ausgearbeitete Regularitatstheorie für lineare elliptisch'e Gleichungen aus. 

Korollar 4: Wir'betrachten neben X noch cinen weiteren B-Raum X 0 fiber K. Ferner 
qeniige /ür alle h € Y jede Losung (e, w) € E x N' von (15) der a priori Abschatzung 

•	IIJIE + ftwII,V,< const IIh y.	 '	 (16) 

Dann ist die Losung (4) von Theorem 1 nichi nur vôm Typ C1 bzw. analytisch in I, 
sondern auch in X 0 . Aufierdem konvergiert das Iteraionsver/ahren (10)auch in X0. 

7. Beweis von Theorem 1 

- Die Idee des Beweises bérüht auf dem Trick ,,Division durch s" und aul der Anwen- - 
dung des Satzs fiber implizite Funktionen.  

(I) Linearisiertes Problem. Wir zeigen zunãhst, daB die lineare Gleichung (15) 
für jedes h € Y geñ'au eine Losung (, w) € E x N -1 besitzt mit 

• V	

,	 III + fwI	const Ih!J.	 '.	V	 V	 ,	 ( 17) 

Das ist die entscheidende Beobachtung für den Beweis. Beachten wir (I - Q) F(0, 0) 
• = F(0, 0), darn ist (15) aquivalent zu	 V	 - 

QF(0, 0) eb = Qh,.  

F(0, 0) w = (I -' Q) h - (I	F,(0, 0) eb.	'	 V 

Wegen (H3) können wir die erste Gleichung eindeutig nach e auflösen. Anschlie8end 
kOnnen V%vir wegen w € N' auch die zweite Gleichung eindeutig nach w auflosen. 
Schreiben wir (15) in der Form L(e; w) h, darn ist der Operator L: E x N' -± Y 
bijektiv und stetig. Aus dem Satz uber offene Abbildungen von Banach folgt dana 
sofort (17).	 •	 V 

(II) Vorbereitung zum Iteraionsver/ahren. Die Gleichung	 V 

-	

, .F
(0, 0) -- 1 b + F(0, 0)w 1 = h	, V	 (18) 

• ist aquivalent zu	 V	 V , 

QF X(0, 0) e +1b = Qh, V	

-	 V	 -V	 V	 -	 ,	 V 

- 	 F(0, 0) w 1 = (I - Q) h - (I - Q) F(0, 0) --.,lb. 

•	

V	 V	 V
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Multiplizieren wir die.zveiteGlcichung mit s, und setzen wir x 1	sb + sw1,dann
erhalten wir wegen F(0, 0) b = 0 die Beziehung 

sQF(0, 0) r 1b =; sQh.,	
(19) 

F(0, 0) x, 1 = sh - 8F(0, 0) e+16,	Px, +1 = sb. 
(III) Existenzbeweis. Wir setzen x.= sb + sw mit w E N und definieren 

I sF(e, sb + sw)	für s = 0 i1(e,w,$) = l
Fx(e, 0,0) (b.+ w)	für s = 0. 

Dann ist I! eine C"-Abbildung auf einer Nullumgebung mit 

H(0, 0, 0) = Fev(0, 0) sb,	I1(0, 0, 0) = F(0, 0). 
Die Ausgangsgleichung F(s, x) = 0 mit v = sb + sw für s = 0 ist dann aquivalent zu 

IJ(s, w, s) = 0	 (20) 

Die Linearisierung dieser Gleichung beziiglich (e, w) entspriitht genau (15). Nach (I). 
köñnen wir auf (20) den Satz fiber implizite Funktionen anwenden (vgl. [7/Vol. 1: 
Theorem 4.B]). Dadurch erhalten wir für jedes feste s in einer Nullumgebung von K 
genau eine Losung E(s), W(S). 

•	(IV) Ilerationsver/ahren. Der Satz • über implizite Funktionen liefert zu (20) das 
Iterationsverfahren	 - 

H,(0, 0, 0)	+ H(0, 0, 0) w, +1 =h.	 (21) 
mit	 - 

h. = H(0, 0, 0) s, + H(0, 0, 0) w - Hfr,,, w,, s,,).	 - 

Das ist genau (18). Naeh (II) entspricht das (19), das identisch ist mit dem Iterations-
verfahren in Korollar 1.	- 

(V) , Eindèutigkeit. Sei (e, x) eine Losung von F(e, x) = 0 mit Px = sb. Wir setzen 
x = sb + y. Dann ist y € N'. Wir zeigen ansehlie13nd 

JsI + IJII = 0 ( 1 ) 1 8 1	 •"	 (22) 

mit o(1) -- 0 für (s, y, s) -- 0. Urn mit Hilfe der entseheidenden Abschatzung (22) 
die Eindeutigkeit zu zeigen, setzen wir y = SW. Dann gilt Jjwjj = o(1) uiid F(e, sb 
± SW) = 0. Somit' sind nile Losungen (s, x) von F(s, x) = 0 in einer hinreichend 
kleinen Nullumgebung für s + 0 mit den in (III) eindeutig konstruierten Losungen 
identiseh. 

Für s= 0 folgt aus (22) sofort y = 0. 
(VI) Beweis von (22). Wir benutzen 

F(e, sb + y) = F(0, 0) y + F(0, 0) ssb - h	 (23
mit

h = o(1) 0(8) + o(1) 001seII) + o(1) O (tJy Ii) .	 -	 ( 24) 

Tm anaiytischen Fall folgt das unter Beachtung von F(, 0) = 0 und F(0, 0) b = 0 
aus der Reihenentwicklung von F. Tm C"-Fall benutze man die Taylorentwicklung 
von F.	 S 

Aus F(e;sb + y) = 0 und (23) folgt nach (17) die Abschatzung 

lI ss II + IIYII :5 const 11h1j.



Ein aligemeines Bifurkationstheorem	411 

Für J J E JJ + IIM + Is! 15, r erhaltenwir aus (24) die Beziehung 

IIsIi + IIII ^ a(r) (I s I + IIII + lI!III) 

mit a(r) -*0 für r -. 0. Daraus folgt (21).. 
Damit ist der Beweis von Theorem 1 und Korollar 1 beendet. 
(VII) . Parameterabhangigkeit. Korollar 3 folgt in gleicher Weise aus dem Satz 

uber implizite Funktionen.	 ,.	. 
(VIII) Regularisierwng. Setzen wir die Lasung in Gleichung (20) em, darn erhalten 

vir eine Gleichung vom Typ (21). Die a priori Ab'schatzung (16) siehert die Stetigkeit 
des zugehorigen linearen Operators in (21). Das ergibt Korollar 4, wobei sich die 
Aussage über das Iterationsverfahren in analoger Weise durch Einsetzen, .Invertie 
rung und Beachtung von (11) ergibt.  

Damit sind alle Aussagen dieser Arbeit bewiesen. - 

8. Anwendu.nen 

Theorem 1 'zeichnet sich dadurch aus, daB es eind Situation charakterisiert, die viele 
für die Anwendung günstige Aussagen in sich vereint: Existenz, Eindeutigkeit, 
Stabilität geen Storungen (Parameterabhangigkeit .der Lasung), Konstruktion, 
Symmetrie und Regularisierung. Die entscheidende Verzweigungsbedingung (H3) 
tragt generischen Charakter, d. h., grob gesprochen, these Bedingung ist in den mei-
sten Fallen erfüllt, und sie ist gegen Storungen invariant. Das wird besonders deut. 
lich, wcnn man die Variante von (H3) in Beispiel 1 betrachtet. Tm Sinne der moder-
nen Differentialtopologie ist (H 3). eine Transversalitatsbedingung.' 

Konkrete Anwendungen aüf freié Randwertprobleme der Hyd.rodynamik, auf die 
Navier-Stokesschen Gleichungen und die Hopf-Bifurkation findet man in [7/Vol. 4]. 
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