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• Vergleichende Betrachtungen zur Bestimmung desasymptotisehen Verhaltens 
mehrdimensioualer Laplace-GauB-Integrale 

H. BIRNDT und'W.-D. RICHTER 

Far gewisse in der Theorie der Wahrscheinlichkeiten groBer Abweichungen interessierende 
Borelmengen mit gegen IJnendlich strebendem Abstand voin Koordinatenursprung wird das 
asymptotiche Verhalten ihres GauBmaBes untcNucht. Dazu werden verschiedene Methoden 
des Studiums von Laplace-Gauf3-Integralen miteinander verglichen. Einige neue Aussagen 
werden durch zahireiche Beispiele illustriert. 
M3yaeTcH acl4MrrroTM qecxoe- noBeeHBe rayccoBcKofl MhJ AJ111 HHOTOpbIX 6opeJIeBCKflx 
MHoaecTB, BuTepecylonwx B TeOpBH BePORTHOCTeft 6OJIbIIIBX yluloHeBlin II paccToHI1e 
KOOhIX OT uaqajia KOOH1IT CTM11TC11 H 6ecKoHeqHocTll. JImsi aTOFO cpanrnlnaioTcH 
pa3J![1uue MTO)LI 113yqeHMI IIHTerpaJIOB JIaniaca-1'aycca. HeKoTopue HoBble P3JIb-
TaTH MJLYIIOCTpHpyIOTCH pa3HLIMH nplfMepaM}1. 
The asymptotic behaviour of the Gaussian measure is investigated for some Borel sets in 
which one is interested in the theory of probabilities of large deviations and the distance of 
which from the origin tends to infinity. To that end, various methods for studying Laplace. 
Gaussintegrals are compared. Some new assertions are illustrated by many examples. 

1. Einleitung 

In der Sumrnationstheorie zufalliger Vektoren und insbesondere beim Studium so-
genannter grof3er Abweichungen entsteht •die Frage nach dem asymptotischen 
(x –oo) Verhalten der Wahrscheinliclikeit P(ZB E zA) dafür, daB ein GauB'scher 
Zufallsvektor ZB mit Mittelwert o = (0, ..., 0) E R" (k	2) und regularer Kovarianz-
matrix B in die Menge xA = ((xz 1 , ..., xz1 ):z = (z1 , .., z1 ) E Al fällt, wobei-A einer 
gewissen Kiasse.	von Borelmengen angehort. Bezeichnet (.) die Verteilung 
von Z2 und B-' die Inverse von B, so gilt 

P(ZBEXA)=P(XA) 

•	•.	
- =xkf ((2)k det B)h12 exp 1-2ZB_12T} dz. 

Dieses Integral woflen wir als Laplace-GauB-Integral bezeichnen. Dern Studium 
soleher-und wesentlich aligeineinerer Laplace-Integrale haben sich zakireiche Autoren 
(u. a. [1-7, 9]) gewidmet. In der vorliegenden Arbeit sollen verschiedene sowohi 
bekannte als auch neue Methoden des Studiums on Laplace-Gul3-Integralen mit- 
einander verglichen werden. Tm Zusammenhang mit der Arbeit [7]1) wird hierbei 
ein. tYberblick über derzeit praktizierte Vorgehensweisen angestrebt. 

1) Dus ist der vorangegangene Beitrag dieses Heftes.
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In 'Abschnitt 2 wollen wir zunäehst einige grundlegende Aussagen üher das grobe 
Verhalten von 'P(xA), d. h. über das Verhalten von In i(xA) für x -* co darstellen, 
welehe aus den Arbeiten von V. P. MASLOV und.M. V. FEDORJUK [5: Satz 1] und 
W.-D. RICHTER [6: Theorem 1] folgen. Daran schlieBen sich dann génauere Betrach-
tungen uber c(xA) an: Tin Abschnitt 3 werden die Untersuchungen -aus [5: Satz 2] 
fortgefuhrt, und insbesondere wird eine der in [5] an den Rand aA der Menge A ge-
steilten Bedingungen (siehe (6) unten) diskutiert. Die Ordnung, mit der c!(xA) für 
x --> 00 gegen Null strebt, kann aus den Resultaten dieses Abschnittes auch noeh 
nieht vollstandig bestimmt werden, jedoch sehon wesentlich besseç als urn Abschitt 2. 
Tm Abschnitt 4 sehlie8lich wird eine Anwendung der Resultate der klassischer 
Laplace-Methode (siëhe z. B. die Monographie [4] von M. V. FEDORJUK) demon-
striert. Unter Ausnutzung irn aligerneinen schärferer Voraussetzungen als in den 
vorangegangenen Abschnitten können sowohi die Ordnung von )(xA) für x -- co 
als auch die zugehorige asymtotisch eehte Konst&nte exakt bestinimt werden. Tm 
Hinblick auf Anwendungen in der Wahrseheinliclikeitstheorie werden these Betrach-' 
tungen sofort fur den Fall durchgefuhrt, daB die Kovarianziriatrix B von x abhängen 
kann, jedoeh für x -* co gegen eine regulare Matrix strebt. 

Es seidarauf hingewiesen, daB die in der Arbeit.[7] dargelegte Methode es prin-
zipiell gestattet, unter den vergleichsweise sehwächsten Voraussetzungen an 
die Genauigkeit der mit der Laplace-Methode erzieltén Aussagen zu erreichen. Das 
geliügt, indem das Ausgangsprobleni auf geeignete elementar-geometrische Betrach-
tungen zurückgeführt wird (siehe auch [9]). 

Zuin SchiuB der Einleitung fuhren wir noch einige Bezeichnungen em. Es seien 
S {z E R!c: 11 211 = 1} die Oberfläche der Einheitskugel bezuglieh der Euklidische 
Norm ll-M; A die AbsehlieBung, A das innere und Ac das Komplement einer Menge 
A c R. Zu jedem Punkt z E Rk nit 112 11 = r > 0 existiert bekanntlieh ein eindeutig 

f2 

-bestimmtes / = (ft, ... , /) aus 8 :=X [0, m)) x [0, 2i) derart, daB gilt 

zlr = (cos /, sin/1 cos /2, •.., sin/1 ... sin /1). Die Schreibweise z = z[/, r] = r . z[/, 11 
symbolisiert also die Darstellung eines Punktes durch veraligemeinerte Kugelkoordi-
naten. Im weiteren wollen wir sagen, daB eine Menge A zu einer Teilldase SO von. 
Boreiruengen mit "glattem Rand" gehort, wenn sie die Eigenschaften 1) bis 
(K58 3) besitzt: 

0 E A C .	 (81) 

Auf einer (eindeutig bestimmten) endlichen Verenigung (A) 
offener Teilint.ervalle von F8 ist eine Funktion BA so definiert, 
daB gilt 

A = {z[/,r]:r >:RA (/), /E 8(A)}.	 (S 0 2) 

.RAISt positiv und-stètig auf 8(A) und besitzt auf S8(A) stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung bezUglichalleArgumente.	(8 3) 

Diese Kiasse wurdé unter anderem in [6] und [8] betrachtet. Tm Falle 18(A)' =. 18 
beinhaltet (18 3) die Bedingung (B 1) aus [6]. Wir wollen aueh die dort eingefuhrte 
Bezeichnungsweise 

z(f, r) = z[/, R(/) r] 

verwénden.
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- 2. Grobe Aussagen 

IQ

11(1)	
J(sinfl)k-2 ... sin / 2 für k	3	

V 

1	 fürk=2	 V 

die Funktionaldeterniinante der den tbergang von vera1lgemeinrten Kugelkodrdi-
naten zu liartesischen'Koordinaten vermitteinden Abbildung, 

(/) =z(/,V.1)B1zT(/, 1),	/ E 58(A), 

h(/) = (RA (/))k H'(/)J/g(/),	/ E58(A), 

18(A)	 V 

F(x) 
= f h(/) exp {- - g (/)} d/ 

18(A) 
und'	 V 

a=inf{zB 1zT :ZEA}.	 V 

Aus den esu1taten.in [6]folgt für A E	-	
V 

1(xA) = ((2)k det B)_ 1 12 . xk_2F(x) (1 ± Q(1/x2)),	x -* oo.	(1) 
Tm Falle der zusatzlieheh Erfullung 1er (zur Bedingung (B 2) aus [6] aquivaienten) 
Bedingung	 V	 I 

58 = (I E 58(A): g(/) = a} hat das Lebesguemat3 Null in 58(A)	(58 2)
gilt uberdies .F(x) = o(1) exp {—x2a/2}, x - oc. .Das iegt es nahe, (1) . in der Form 

(xA) = ((z)k det B) 1 12 0ox 2 exp {—x2d(x)12} (1 ± O(1/x2 ))	.	 (2)
zu schreiben, wobei die Funktion d als Losung der Gleichung 

Oo exp {—x2d(x)/2} = E(x)	 (3)	
V 

definiert,ist. Sie genugt den Ungleichungen 
a:S^d(x):5a±(y±1nO0_ ln0i (y))/x2	 (4) 

für beliebige x> 0, y > 0, wobei O(y) = f h(/) dl und das Integrãtionsgebiet des 
letzten Integrales 582y1X' ist, mit	 . 

= if E 58(A):a	g(f)	a + c},	c	0. 
AuBerdem gilt uVnter deri Voraussetzungen A E 58 und (58 2) für x oo die Be-
ziehung x2(d(x) — a) -* oo. Aus (1), (3) und (4) lä6tsich unschw.er ableiten, daB für 
AE58gilt[5]	V	

V. 

liin 2 in F(x)/x2 = —a. 
x—..00 

3. Präzisierungen	V	

V 

Die im fôlgenden aus technisehen Grunden verwendete Voraussetzung 
H(10 )	0,	/0 E 58o	 .	 (58 3) 

läBt sich gegebenenfalls durch eine geeigiete Umorientierung des zugrunde gelegten, 
Koordinatensystems erfüllen, insbesondre im Falle der Erfullung der welter unten
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etroffenen Voraussetzung 

card 30=N<c'o.	 (4) 

it ,z( k) bezeichnen wir das LebesguemaB im Rk und setzen V(c) = u ( ' ) (c). Aus 
[5] folgt, daB für A E	3 unter den Voraussetzungen (3 3) und 

	

- es existiert urn In V(c)/in c =: x > 0	 (6) 

für x-	gilt: 

In F(x) = —ax 2/2 - a In (x2/2) + o(1) in (x2/2).	 (7) 

Hieraus und aus (1) foigt somit, daB unter den Voraussetzungen A. E G93, (8 3) 
und(6)fürx--oogilt 

(xA) =	)+°(1) exp {—ax2/2}.	 (8) 

Sieht man sich den Beweis der Aussage (7) in [5] an, so entsteht der Eindruck, daB 
aufder Grundiage der dort verwendeten Methode eine weitere Präzisierung der Kon-
'vergenzordnung in. (8) nur schwer zu erreichen sein wird. Zur aischau1ichen Inter-
pretation der Bedingung (6) verweisen wir auf eine korrespondierende Bedingung 
in [8: Theorem 1]. Wir bernerken, daB (6) die Erfuilung der Bedingung (T 2) nach 
sich zieht, weii im Faiie der Verietzung von (58 2)' namitch a = 0 gilt. Da aus [5] 
keine hinreichend aiigemeinen Bedingungen an M ableitbar, sind, iinter denen die 
Voraussetzung (6) erfuilt ist, wollen wir uns im folgenden dieser Frage widmen. 
Dazu fiihren wir zunäehst die folgende Verschärfung der Voraussetzung	3) em: 

In 8(A) existiert die Matrix g"(/) stetiger gemisehter partieller 
Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion g(/), und es ist g"(/o) 
positiv definit für alie /0 E 58 0 .	 .	 ( 5) 

(Im Falie k = 2 handeit es sich bei g"(f) naturiich einlach urn die zweite Abieitung 
der Funktion g(/),/ E (0, 2r).), 

Satz 1: Für jede Menge A E	weiche den Voraussetzungen (8 4) und' (8-5)
genilgt, ex1stiert der Grenzwert (6), und es gilt a = (Ic - 1)12. Es 1st also /ür A E 
mit (93 3)—(58 5)	. 

Ji(xA) = x_ 1 + 0 ( 1 ) exp {—ax2/2},	x ---)w 00.	 (9) 

Beweis: Es sei zunächst N = 1. Das einzig Element von 93 0 bezeichnen wir 
mit /. Wegen grad 9(b) = 0 gilt • 

g (f) = g(/o) ± (I:- to) g"(bo) (I - fl1/2 + 6(1) Ill - 10112 

für / -->- /0 . Tm Falle c- 0 streben wegen der Stetigkeit der Funktion g aile / € 
zu /o. Es gilt dann also 

= {/ E 58 (A):0	(t - to) [g"(to) + o(1) I] (/ - /)Tf2 !S^ c} 

/1...1\ 
it I = ( :	: . Das heiBt, V(c) >< c. 

Tm FalleN> 1 foigt die Behauptung. des Satzes unmittelbar aus der Beziehung 
ln(NV(c))/Inc '—' in V(c)/lnc-*a, c-mO I
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Aus áliem Gesagten wird ersiéhtlich, daB für das Vorliegen der Beziehung (6) (und 
damit (7)) die Eigenschaften der Menge 58 0 eine wichtige Rolle spielen. Per f9lgende 
Satz widmet sich einer weiteren diesbezuglichen Charakterisierung. 

Satz 2: Es sei k ^ 3, und die Menge A E GZ geniige der Voraussetzung (58 5). Für 
ein r E {1,..., k - 21 und alle c	0 gelte 58,,	8(r), x S8(k - 1 - r), wobei

1 - r)) > 0, und card 0 (r) < oo ist. Auf3erdenl seien die kleinsten 

GliEigenwerte der Matrizen	 a	
g(l)	für alle (/r+1, ...,/k-i) E 5(k - 1 - r)
h  

gleichma/3ig nash unlen durch eine positive Kon.stante beschrãnkt. Dann existiert 
a = urn in V(c)/in c, und es gilt a = r/2. Es ist also für A E S93 mit (8 3)— (93 5) 

	

• ((xA) =xk_2_0(1)exp{_ax2/2},	X--00.	 (10) 
Beweis: Wegen h_1_T)((k — 1 — r))/In c -- O für 'c-^0 und in V(c) 

= In z(k_1_r)(c(k 1 - r)) + in r)) ist das Problem auf die Aussage von 
Satz 1 zurUckgefuhrt I 

Für die Betrachtung der folgenden Beispiele setzen wir der Einfachheit haiber 
- voraus, daB B mit der jeweiligen Einheitsmatrix ubereinstimmt und A € c8 gilt. 

Beispiel 1: Tm Falle aA = {z E R2 : max (Izil, Iz21)	11 ergibt sich g(/) = 112 (f) , - 
• 930 = {0, /2, v, 3z/2}, a = 1. Wir betrachten ohxie Einschrankung der Aligemein-

heit irn weiteren nur noch eine Umgebung von to = i/2: 11(f) = 1/sinf für /4 / 
3r/4,g"(fo) = 2. Aus Satz 1 folgt a = 1/2 und (9). 

Beispiel 2: Tm Falle M = {z E R3 : max (Iz iI, I Z211 IZID = 11 gilt wiedcrg(f) = 
a = 1. Wir betrachten f = (/2, /2) € 8: 11(f) =1/sinf1 sin /2 für 'r/4 
< 3r/4, i = 1, 2, g"(10) 

= (	). 
Aus Satz 1 foigt wiederum (9). 

Beispiei 3: Es sei 3A = {z ER3 : —2	2, :22 + :3 2 = 1) u (z ER3 : lzl l = 2, 
:22 + :32	1). Dann ist i3 = {n/2} x [0, 2), a = 1 und g(f) = 1 für / E 580 , 1st 
/' == i/2 und / - r/2I < für em	> 0, so wird g(f)'= 112(f) = (sin f,).2, 0 	f2
< 2r. Weiter gilt g"(7r/2, /2) = 2 für alle /2 E [0, 2t). Nach Satz 2\folgt mit r = 1, 
daB (xA) =	exp {—x2/2}, x -*001st.

:;:zrai 

ZI 

Abb.: Verlauf von.aA = {(z, 22) € It2 : Z2 + z22 = 1 ± I z I ;'} in U = U((o,.1)) 
für verschiedeno p. > 0.	- 

Beispiel 4 (s. Abb.): Sei N	1, undfür eine Umgebung U	U((0, 1)) des 
Punktes (0, 1) gelte U r aA 9 JJIJ = {(z 1 , 22) E R2 :z1 2 + :2 2 = 1 +1zil'} für em 
p >. 0. Bezeichnet (Zit, 22) den Schnittpunkt der Kurven J1., und {(z1 ,1z2 ) E R: 

18 Analysis Bd. 4 Heft 3(1985)
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B_IzT = 1 + c} für Z1C> 0, Z2C> 0, so ergibt sich V(c) = 2 arctan (z1d/z29 und 
= liin In V(c)/I'n c = lini In (2 aretan {c' / /(1 - 21 + C)1/2) )/In c = i/p. Das heiBt, 

-	 c-+U 
es gilt 

-	ct(xA) = x 210 ' exp {—x2/2},	x -* cc.	 (11) 

4. Weitere Präzisierungen mittels der Laplace-Methode 

Eigentlichstellt ( 5) aus Abschnitt 3 bereits eine für die Laplace-Methode typische 
Bedingung,dar.In den Sätzen 1 und 2 ist die in ( 5) enthaitene Information jedoch 
nocli nicht hinreichend ausgewertet. Dies soil in Stz 3 geschehen. 

Wir betrachten eine Faniilie {A(x)}>o von Mengen A(x) aus	und eine Faniilie
von symmetrischen. und reguIaren Matrizen,die mi Hiublick auf wahrschei n-

liclikeitstheoretische Anwendungen die Eigenschaft 

= (1± o(1)) B_ 1 ,	X —*Oc	 (21) 

besitzen solien, vobei B eine syiiimetrische, posit .iv definite Matrix 1st. De in den 
Abschnitten 1 und 2 eingefuhrten Bezeichnungen l?A (f), z(/, r), g(/), li(f), a 3o und 
93 (A) verwenden wir im folgenden vollig sinngeniaB 'ffir jede Menge A(x) E	i 

- und verselien sie zur Unterscheidharkeit mit dern Index x: R (t), z(f, r), g(f), h(/), 
a, 5130x iind 8(A(x)). Mit Hilfe dieser Gröl3en forniulieren wir nun weitere Voraus-
setzungen. 

H(/0 ) r 0 für aIle ' I x' 0 E oz und alle x > 0.	 (2 2) 

card Ox = N <cc fur alie x> 0.	 (23)

Diese Beingungen steilen natiirliche Veraligemeinerungen von (93 3) und- ( 4) dar. 

Es gibt cm	> 0 so, daft in U( 0 )	{/ €	(A(x)): 11f -- /oil	e 
.fiir cin f € o}	3(A(x)) die Matrix q " (1) der partielien Ab-
leitungen zweiter Ordnung der Funktion q(f) existiert fur aile 
X >-0.	 S	

5	 (24) 

Es seien 6 und p reelie Fiinktionen iuf [0, cc) mit 6(x) -+ 0, o(x) - cc und 6 2 (x) (x) 
cc für x —* cc. Für jedes r > 0 bezeichne A(f) den kleinsten Eigenwert der 

Matrix g"(/), / E U( 0 ). (liii Falle k = 2 gilt )(/) = g"(/).) 

2.(f)	(x) in x/x2, / für aiie /	x > x0 .	 ( 25)

Es seien (/) die syiumetrische, positiv definite Matrix mit 
(/) T(/) = U.r" (/)'	/ € U(.),	X > 0 

und

Q(/0) ={/ E	(A(x)):.)(/ - /o) g1(I)II	)(/)1/2 6(x)} 

fürfox € 58o X >0. 

Für alie fox E ZOx gilt gleichmaBig bezüglieh / E Q(/o) 
= (1 ± 0(1)) g "(/o1),	x - cc.	 (26) 

Die Bedingungen (2 4)—(2 6) genleinsam veraligemeinern (8 5). 

a + 2(k + 2) In x/x2 für / E 8(A(x)) \ U(), x> 0. (27)
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• Zur Veranschauliehung dieser Bedingung sei an das oben angefuhrte Beispiel 4 
erinnert. Der dort auftretende Parameter p > 0 kann zwar beliebig groB sein, darf 
aber nieht (ohne weitere Betrachtungen anzustellen) gemeinsam mit x gegen Un-
endlich streben. Bedingung (2 7) sehlieSt dies jedoch ingewissen Grenzen nichtaus. 

Satz 3: Geniigen eine Familie {A(x)}>o von Mengen au	und eine Familie 
symmetriecher, positiv de/iniler Matrizen {B(x)l> 0 den Bedingungen (2 1)(2?7), so 
(J ilt	 S 

1 + o(1) 0h(/0) (xA(x)) = ______ 2k(2-1 '	 x- exp {—x2a/2}, x --> cc. 

	

f-, det B	I det g "(10)	 -
(12) 

Atis diesein Satz folgt, daB tinter sehr aligerneinen Bedingungen an OA(x) für 
• x --> cc die Gr6I3e (J)(xA(x)) mit der gleichen Ordnung x 1 exp —x2af21 gegen Null 

strebt, vie das entsprechende GauBnial3 eines Raibraumes iiit Abstand xa11I2 vom 
Koordinátenursprung. Der EinfluB de Dimension k auf die ent.sprechende asympt.o-
tisch echte Konstante ist in (12) explizit angegeben. 

Beweis von Satz 3: Der Einfaehheit halber sei N = ,	= {/ox}. Analog zu
(1) erhält man für x - cà 

Q)(xA(x)) = ((2)k det B(z))_112 XI- 2F(x) (1 + O(x_2)), 
wobei.	- 

F(x) = f h(/) exp {—x2g(1)12} dl	 - 
23(A(z)) 

ist. I.1it liz, 12, bzw. '3z hezeichnenwir Integrale mit dein gleichen Integranden und 
den Integrationsgebieten Q(/0), ((A (x)) \ Q(/)) n U(30 ) bzw.-° ((A (x)) 

• \.Q(/ox)) N U( 0 ). Dann gilt F(x) =Jj x -17 12z ± 13. 
Aus (2 7) folgt	•	 / 

-	l ^exp {—x2a12 - (k ± 1) In x} f h (f) d/ 
•	

(A(x)	
-	 S 

und dainit	 0	 - 

I3 =0(1)x 1_1 exp{_x2a/2},	x-*cc.	- 

- Wegen grad'g1(/) = o für ein / E 93ox erhält man nach Taylorentwicklung der 
Funktion g	 '-

'2z = f h(/) exp {_x2az/2 - x2(/ - /o) g;'(/) (f - /o )T (1 + o(1))/4} di. 

Für alle 1 E	(A(x)) N Q(/) gilt (f - /,,) g"(/) (I - /o)T > ./) 6v). Deshalb 
und wegen h(/)	0 gilt 

12z	exp {_x2ax/2 - x2(1 + 0(1)) 2(/) 62 (x)/4} . f h(/) di. 
Atis (2 5) und den Eigenschaften der Fuñktionen i und ô folgt schlieBlich 

12X = o(1)x01exp { —x2a f2},	x-* cc. 

• • Aus (2 1), (2 2) und (2 6) folgt, daB gleichniaBig bezQglich of E Q(10) gilt h(f) 
= h(/01) (1 + 0(1)), x --> cc. i)as gestattet es, [4: Satz 4.61 anzuwenden, wobei die 
dort auftretende Funktion.0 in der Form u(x) = ô(x) (X2). ,(/)/2) 1/2 gewh1t-werden 
kann. Es ergibt sich damit für x 4 o	 •	 S 

•	 J(xA(x)) = (1 + O(1/x2)) ((27r)k det B(x))12.xIc_2Ii, 

- 18*/
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wobei	 .
...(k-1)/2 2k1 h(/ )	 0 

= (1 + 0(1)) (det	
exp {—x2a/2} 

ist I 
In dern Spezialfall, daB spwolil R(. ) als auchB(x) nicht von x abhangen, sind die 

Voraussetzungen von Satz 1, d. h. A E '53 mit (53 3)—( 5) hinreichend für die 
Erfullung der Voraussetzungen von Satz 3. In den oben angefuhrten Beispie)en 1 
und 2 ist dies der Fall, und aus Satz 3 folgen für these Beispiele die Beziehungen 

	

(xA) = (1 ± 0(1)) . 2 . (2//2 z' exp {_x2/2},	x -^ 

j)zv. - 
•	 (xA) = (1 +0(1)) . 3 . (2/ir)112 x 1 exp {—x2/2},	x -+ 00, 

welehe. Prazisierungen von' . (9) hinsichtlich der Potenz von x und der Konstanten 
darstellen. 
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