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Asymptotisehe Eigenwertverteilung des Laplace-Operators in bestimmten 
unbeschränkten Gebieten mit Neumannschen Randbedingungen 
itnd Restgliedabschatzungen 

G. BERGER 

In der Arbeit wird das Verhalten der Eigenwerte des Laplace-Operators in bestimmten un-
beschrankten Gebieten des' Rn mit Neumannschen Randbedingungen untersucht. Dabei gelingt 
es für spezielle Gebiete eine asymptotische Formel mit einer Restgliedabschatzung zu finden. 
Der Hauptteil der Asymptotik zeigt dabei das gleiche asymptotische Verhalten wie der La-
place-Operator in beschränkten Gebieten. 
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'iecioe noBeell11e xax onepaop JJaniaca u orpaiinieiiix oöJIacTnx. 

In the paper, the distribution of the eigenvalues of the Laplacian is investigated in some un-
bounded domains of Rn with Neumann boundary conditions. For certain domains asymptotic 
formulas with remainder estimates are established. The capital term of the asymptotic coin-
cides in this case with the asymptotic formula of the Laplacian in bounded domains. 

In der vorliegenden Arbeit wird das Verhalten der Eigenwerte des Laplace-Operators 
in bestininiten unbesehrankten Gebieten mit Neu inannschen Randbedingungen 
untersucht. Für die Untersuchiing ist als Yoraussetzung die Existenz eines reinen 

'
Punktspektrums zu siehern. Em Unterschied zum Eigenwertproblem nut Diriehiet- 
sehen Randbedingungen miissen für die Existenz der isolierten Eigenwerte endlicher 
Vielfachheit, die sich im Endlichen nieht häufen können,zusãtzliche und wesent- 
liche Bedingungenan das Gebiet Q hinsichtlieh seines Verhaltens im IJnendlichen ge-
steilt werden. In [1] wurden dazu notwendige und hinreiehende Bedingungen für Q 
angegeben, die fur die Untersuehungen verwendet werden.. Dabei gelingt es für spe-
zielle Gebiete eine asyniptotisehe Formel mit elner Restgliedabschatzung zu finden, 
die das gleiche asymptotisehe Verhalten zeigt vie der Laplace-Operator in beschrãnk-
ten Gebieten. Pas Hauptglied der Asyniptotik besitzt eine Abhangigkeit von nues (Q) 
mit der Bedingung mes (Q) < oc. Die Ietzte Bedingung braueht ml allgemeinen für 
Eigenwertprobleme mit Dirichlet.schen Randbedingtngen in unbeschränkten Ge-
bieten nieht erfilllt zu sein, vie G. W. ROSENBLUM in [6] gezeigt und in diesenl Fall' 
asymptotische Formeln für bestitnmte Gebiete Q mit mes (Q)= oc angegehen hat. 
Eine asvmptotische Formel für unbeschrdnkte Gebiete der Dimension zwei für den 
Laplace-Operator mit Dirichletschen Randbedingungen wurde in [5] bewiesen.
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1. Vorbereitung 

Sei Q R" ein Gebiet von. der Gestalt 

Q= x = (x 1 , :..,x_1,x):x,, >0,	E 0(1= 1, 2, ...,n - 1), (1) 

wobei Gc R"' ein beschrãnktes Gebiet und f(s) = c -81 (s E R, .ex > 1) sei. Für die 
Eigenwertuntersuehungen auf dem Gebiet Q sind seine lokalen Eigenschaften von 
wesentlicher Bedeutung..ln Analogie zu [1] definieren wireinen Flu/i auf Q. Darunter 
verstehèn wireine stetig differenzierbare Abbildung : U - Q, wobei U eine offene 
Menge in Q x R ist, die Q x {0} enthãlt, mit der Eigensehaft 'T1(x, 0) = x für alle 
x E Q. Für festest bilde dann die Abbildting : x - ø(x, t) eine Untermenge von 
in Q ab. Die Jacobisehe Determinante dieser Abbildung sei 

..., 'TI),4) det'Tb(x)=
., x,,) I(X.I) 

Wir setzen
- 1)	/(x,, - t) 

X'1 ' t) =	, . . .,	, x,, - I 
/(x,) 

0 < I < x. Dann genugt (.t......, x, 1) den oben genannten Bedingungen, und es 
gilt

/(x — 1)det1'(x) = 	
)n-1 

.	 (2) 
f(x) 

Fur N.> 0 definieren wir weiter Q = {x e Q: x > 0} und setzen 
dN(t) = sup Idet b1'(x)'. 

X(QN 

In der Arbeit sind alle Konstanten 0k durchwei echtpositiv. 

2. Untersuehung des Spektrunis 

Wir definieren auf Q die Bilinearform

0	

(3) 

Die \Tervollstãndigung von C(^) in der Norm (A[u, v.])112 hezeichnen wir mit 
W2 1 (Q) und den AbsehiuB von G0 (Q) in W2 1 (Q) "'it W 2 1 (1?) Durch die Bilinear- 
form (3) wird auf W2 1 (Q) ein positiv-definiter selbstadjungierter Operator 4 so er-
zeugt., daB	 - 

Aft, v] = (1u, V)L,	 (4) 

für alle U E D(4) und v E JV2 1 (Q) gilt, und Laplace-'Operator mit Neumannsehen 
Randhedingungen genannt. Analog wird der auf W21 (Q) entsprechend (4) erzeugte 

- Operator als Laplace-Operator mit .l)iriehletsehen Randhedingungen hezeichnet. Für 
die Eigenwertuntersuchung ist ziinächst der durch Neumaunsehe Rand hedingurigen 

• béstimmte Operator 4 von Bedeutnng.

/
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L em ni a 1: Q und / qeniige den Voraussetzun gem von A bschnitt 1. Dunn be.sitzt der 
durch (4) erzeugte seibstadjungierte Operator it ein reines Punldspektrnm. 

Beweis:1)urch	x 1 , ..., x, t) haben vireinen FluB auf Qdefiniert, derdenfol-



genden Bedingungen geniigt. Die Menge U Q x R sei so gewahlt, daB Q x [0, a] 
U gelte für alle N > N0 und festes a> 0. Die Funktion 0, ist eineindeutig für • alle 

E [0, a] und durch Rechnung folgt, daB es eine Konstante M> 0 gibt, so daB 

	

-	 S	 (5) 

für alle (x 1) E U gilt. AuBerdeni gelten die Beziehungen 

- lint 6 N (a) = 0	 (6) 
N—,00 

und 

•	 limfy(t)dt=O.	 (7) 
N^ 0 

Setzenwir a	1 und benutzen die Eigenschaft von 92, so sind die \oraussezungen 
von ' Theorem 6.47 aus [1] erfullt. Damit ist die Einbettung von W2 1 (Q) in, L2 (Q) ko-
pakt und nach dem Kriterium von Rellich besitzt 4 ein reines Punktspektrurnl 

Bemerkung 1: i)ie Bedingung a > 1 für das Gebiet Q ist wesentlich für die Be-
hatiptung des Lemmas, Nvie man aus 

•	
e++ :!9dN(a)	eN+.	 - 

sieht.	i 

Fiirdie Aufst .ellung einer asymptotischen Forniel henotigen wir jedoch eine Ver-
scharfung von Theorem 6.47 aus [1] für das qualitative \ 7erhalten des Flusses auf 
Q. Diese wird durch das nachst .e Lenina gegeben. 

L em ni a 2: Q geniige den Vorausse(zun gem aus A bschnitt 1 und 0j sei ein Flu /3 auf 
Q. Damn gilt für alle it E W2 1 (Q) und alle a > 0 die Ungleichung 

f ju(x) 2 dx	2. IIUlv,(Qv)) 

?flit	'

= niax(dv(a) 312afdj (t) dt).	 (8) 

Bewei: Da C(Q) dicht in W2 1 (Q) liegt, beschränken \ir ,insauf C-Funktionen 
bci den Unt.ersuchungen. Für jedes u € C(Q) und jedes x € Q gilt 

u(x) = u(a(x)) - f	u((x)) dt.	 - 

Atis

I I u(1(x)) 1 2 dx	dv(a) -f I 'u(a(X)) 2 det Pa ' ( X) I dx 

/	 = d(a) f l u ( y)1 2 dy	 •	 (9 
N)	

IS	
S
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und unter Verwendung derVHöiderschen Ungleichung	
V f	a	I 

f at u(0,(x)) dt dx 

aff grad u( t (x))1 2	(x) dt dx 

:E^ aM2 f f d(t) I grad u((x))2 det j'(x)I dl dx 
QNO 

•	
V	 !S^aM2fdy(l)dt •f Jgradu(y)J2dy	

V	

(10): 

0 

folgt	 V 

V	

V  

2 

f
u(x)1 2 dx 2 (

	
U( a (x))l 2.dX + f f u())dt  dx) 

	

N	0	 - 

V
	 26N

	f u(y)j 2 dy + f Igradu(y)J2dy

	

/	
V	 V 

und daraus die Behauptung des Lemmas •	
V 

Neben QN definieren wir QN- = {x E Q: N <x M}. Nach Lemma 1 besteht das 
Spek&um von cit nur aus isolierten Eigenwert .en {2k}k1,2. endlicher Vielfachheit, die 
sieh irn Endlichen nicht häufen könrien. Werden die Eigenwerte durch 

für 

einschliel3lieh ihrer Vielfaehheiten nach wachsender GröBe geordnet, dann definieren 
wir	 VS	

V	
V	

V 

N(2, .Q) = + 1.	 V 

Wir geben zunâchst eine Abschatzung fur die Anzahi der Eigenwerte des Operators cit 
auf dem Teilgebiet Q., an. 

Lemma 3: Das Gebiet QN sei aus Abschnilt 1 gegebeiz. Für die Anzahl der Eigen- 
werte des Operators 4 aus (4) au/ ON mit Neumannschen. Randbedingungen gilt 

V 

N(,,Q )

	
C222h2, 

falls N N, :=
 (M 

1) (2A in 2A)2)	gewahit wurde. 

Beweis: Es sei A A0 fest gewahit. Dann besitzt der Operator cit nach Theorem	V 

6.47 aus [1] sowohi auf deni Gebiet Q ais auch auf QN+o (a> 0) ein reines Punkt-	• V 

spektrum. Ias Gebiet QN	ist beschränkt, so daB cit auf Qt0 ebenfalisein reines
Punktspektrum besitzt. Unter Verwendung von Lemma 2 gilt für aile Funktionen
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• u € C(2) und alle a> 0 die Beziehung 

ANN, Ul	 f I

	

I ' dx +flul 2 dx	 - 

QN 

•	 i	f2 f. i f 17t12dx. 2 i—I

	

-	

/ 

Aus der letzten Ungleichung folgt, da 6N, -* 0 für N + a 00, daB nach dern Varia-
tionsprinzip von Courant die Anzahl der Eigenwerte des Operators 4 auf Q, die 
nicht überschreitèn, nichtgroBer ist als die Anzahl der Eigenwerte des Operators 4 
auf Q,/N+a, falls 

1-	
2	 (11) 23+ 

gewahlt wird. Dann gilt bei Verwendung der Eigenwertverteilung fu'* den Laplace-
Operator in béschrãnkten Gebieten [3]	 -• 

/ \
N(2, Q ^ N (LN )

	
QNN+a) +93 ^ C4 mes(Q0) )f+ 0 	In 2). (12) 

Es gilt	 • 
•/(x)	'	f(N)	 - 

d,, (t) = sup	 = 
X,E 

I 
(N.00 Ax. - t)	f(N - 1) 

undsomit	• 
ÔN+a = max (/(	a)in_ I , 

M2af 
/	 r-' dt). 

Wir wählen nun N ^ N0 :=	 (22 In 2A) 2l_ 1 und la(n — 1)	 j 

In 2 22
(13) 

M(22)2 

Für f(s)	e- 8 ' (s E R, a > 1) folgt dann • 
]I(N + a) n1 

= e++n—1	 < 1 •	 /(N)	 22 
bzw.	 -. 

a	 a 

M2a	
t)	

dt • M2a/e(n_I )(N+ a)dt f 
f(N±a  

•	•	M2a	 fif2ct2	1 
•	

a(n— 1) (I + a)'	In 2). <22
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Daraus folgt für die Eigenwertverteilung auf Q+a die Abschatzung N(2, -Qx+a)	C3€
sovie tinter \Terweridung von (13) in (12) die Ungleichung 

fl—i 
N(, Q)	Q. 2 In 2	 (14) 

tind dantit die Behauptung des Lemmas I 

Bernerkung 2: Aus deni Beweis von Lemma 3 folgt, daB das Gebiet QN in jedeni 
Teilgebiet wie e n" fallen mu B, urn die .Existenz dereirien Punktpektrurns zu sichern 

- tind die Abschat.zung (14) zu erhalten. 

• 3. Asytuptotisehe Eigenwertverteilung 

Bevor wir zur Behauptung des Hauptsalzes kc ynirnen, stl1en wir einen G'itterpunkt- 
satz voran, der eine Verallgenieinerung des folgenden Lemmas ist. 

Le m in a ' 4: Die Anzahl No(;.; (leT pooitiVefl'gUflZefl Zahlen x, y, die der Ungleichv?l/ 

A±Br2 

bei vorgegebenen positiven Zahien A, B, , , y genii gem, lot 

1	1 

N(2).	
1 

ABP( + ) F (_+ -) x 

mitO<O<1.	0 

• 

	

Den Beweis des Lemmas findt man in [2: S. 447-449] fi	 - 

Satz 1: Selen A, B, C-> 0, 0 < < 2 1' n 2. Damn gilt fur die Anzahl 

N(;.) der positiven ganzem Zahlen x, y, die der Ungleichung 

2 
Ay2 + Bx' - Cx 

- genii gem, die Formel -	 - 
•.	

N()=	 (2)2)9	 N 

2nF()A2B 2 

•	 I' !	n—I	n-3+(n--I)	n-2+(fl—I) 
122	2	2 -	

-	+ 0 ( —j- +	 , + ,,	+— I	) ) 

-	\A	B2	B2°	A2B 2" 

mit geeignet gewaha em 0 > 0 und

/
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Beweis: Sei N0 (...) die gesuchte Anzahl für den Fall C = 0. Tinter Verwendung 
Yon Lemma 4 gilt 

No(;.)	 G)	+0 — +
	

(15) 

	

2nP (j.) A2B	 A2 B2 

•	SeiC> 0."F6r die entsprechende Anzahl N() gilt dann	-, 
S	 n-I 

(A\ 2 
+S 

•	 - N(;.) N0(A)+_-1 •( {(2_Bx1+Cxa$_('_Bx1)]dx 
/	 A2J 

0 

-	1 /\--I	G
)n!\

+	-.i-) -	xo - 	- ) + C5x	 (16) 

nit 8x0"-'— Cx0P	Weiter existiert eine Konstante C 6, so daB gilt 

	

C	n-3+(n-I) 

XO <  

(W) 
2 +	_6	2	2	 (17) - 

•	AuBerdeni linden wir ein C7, so daB gilt 

n-I

	

2-, f (1/; Bx +Cx— V1 - Bx) dx	

(18) 
^ C7A 2 f x ( - Bx) 2 dx. 

0 

Durc.h die Substitution Bx'	= t erhalten wir auf der rechten Seite von (18) 

	

C7 (n— 1)	
- 1) 2 dt	 - 

2A2B2' J 

•	C7 (n	1) 
f () 

P (n - 1	- 1)) 
n-2+(n-1)	 • -	- 

	

1)(n.+	_1))	2	2	 (19) 

	

2A 2B	P 
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Für den 3. Suinmanden 13 auf der rechten Seite von (16) folgt tinter Verv'eidung von 
(17)

2n-6+3fl(fl-1) 

.	 13	1 n— •i	•	 -	
(20) 

	

A°B2(' 
3
2)	 - 

Aus den Beziehungen (15), (16), (19) und (20)-folgt dann die Behauptung des Satzes I 

Satz 2: Däs Gebiet Q geniige den Voraussetzungen von Abschnitt 1. Für die. A nzahl 
der Eigenwerte des seibstadjungierten Operators 4, der durch die Bilinear/orni (4) er-
zeugi wird und die nicht überschreiten, gilt 

1.irnFallea>1+ 1 n--i

n—I	(n-1) 

N() = 
rnes(a) mes (Q) 2 +/O (max.{f, j2(-1) 

und 

2.imFaIle1<a 1+ 1 -	71-1 

n	 1 
-	C9.2,< N(A) < C, 0A2 -" ln21-' 

Dabei bezeichnen nies (co,,) das Volurnen der n-dirnensionalen Einheitskngel und die 

Ordnung des Restgliedes der Eienwerte des Laplace-Operators au/ G,	1 

2 
-	,n^2.	 - 

it—i 

Beweis: 1. Schritt. Wir zerlegen Qin die disjunkten Gebiete £70 Q \ QN und 
QN . Nach dem Variationsprinzip von Courant gilt dann für die Anzahl der Eigcn-
werte des Operators jt	 -	- - -	- 

N(A, 0, 2) + N(2,QE , 2) ^5 N(A)	N(, £20 , /V)±	Q, iI/), 

\ 

wobei '.ieder N(A, Q;2) und N(A,.Q 1 , íV) (i = 0, N) die Anzahlen der Eigernverte 
des Eigenwertproblenis (4) mit Dirichletschen beziehungswcise Neumannschen Rand-
bedingungen bezeichnen. Wählen wir nach Lemma 3 N = N0 , so folgt	 - 

•	 n1 

iV):!-, C2 1 2 1n2.	 (21) 

2:Schritt. Das Gebiet Q zerlegen wir erneut in die Teilgebiete	 - 

Qo,k _{(xl ,...,xn)EQ:xn E(xnk ,xnk)}	(k=1,2,...,rn),	- 
sodaB	 -	- --	 - 

X. 
•	 Pk={i=(xl,...,xn):flE(xnk_1,xflk),EG (i=1,...,n_1)} 

dk
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ein einbeschriebener und	 0

X. {x = .(x1, .., x) x. €	xk),	€ Q (1 = 1, •.., - 1)} 

em unibeschriebener Zylinder von 
Ok mit x, = k und . dk = /(x,k) wird. Nach 

dern S7ariationsprinzip von Courant gilt dann 

m	 m	 0 

E N(, -ak, 2)) ;;E,: ' N(2, Qok, 2)) Z N(A, Q0 , 2)) 
ksl	 k=1 

^5 N(2, Do, ' JV);5E N(2, Q k, "p')	 Sk,CAr).	(22) 
k=1  

Wir bestimmen zunãchst. die Arizahien N(..., Sk , ciV). Dazubetrachten wir zunächst 
die Eige'nwertverteilung auf 0. Es seien q E ,C(G) und ). j die entsprechenden Eigen-
funktionen beziehungsweise Eigenwerte des eingeschrankten Operators4 auf Gniit 
Neumannschen Rand bedi ngungen, d. h. 

	

=	
() 2 

dy = (2 - 1) / j(y)J 2 dy	 (23)' 

Auf Sk werden dann die Eigenfunktionen gegeben durch 

Q-1	

x,,_1 	ri(x- x'qk,.(x) = q, -, •••
	

cos 
xn" - 

und die Eigenwerte dureli	0	 ' 0 

0	

- 1	j222 
+ N2 

(j = 1, 2, ..;; I = 0, 1, ...). Uriter Verwendung der bekannten Verteilung If für 
die Anzahl der Eigenwerte auf 0 nach L3] gilt für die Eigenwerte des Laplace-Opera-
torsauf 0

2 —aj'1	C11 jfl	 (24) 

mit a = (2t) 2 [rues (0) rnes (d,)]'', vobeiw_ 1 die (n - 1)-dimensionaleEinhejts 
kugel bezeichnet Lind die Konstante	den Ungleichungen	

1 1 
genhigt. Ails der Bedingung TZk,j,j	) folgt, dal3 die Anzahl der Gitterpunkt gesucht 
wird, die den .Beziehungen	

0 

Y. ^ 0, x	1,	+	
x	

A, 
N2	dk-i

-S
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• - genüge. Verwenden wir Satz 1 mit A 
=	

und B =	so ist 

N(2,Sk,CJV) 

(71	1) V (1)
(n2) dTN
	(N.'	 2 

	

-	 - 
2nta 2 m	 \•	a 2 

-	 Nd'	fl2+(nI) 
±	 2s	±	 2 

n-I	 n-i -	 -(I±fl) 
a2 

N mes (w) nies (0) d	 - 

-	 I	 n-i	 n-2+a(n 1) 

+ c13 (- ): ± diiI ines (0) 2 2	(d: mes (G))' 2	2	
)• 

Nach Lemma 3 linden wir eine Konstante G 4 mit N = C 42_ u ln2 " 2. Wahlen 
1I	 —+o --- .	 -2—fl(n-1)	N 

wir nun n- = C14 22n 1n21 ' I. nut > 0 und =	 , so gilt 
Vi 

fur	oo und Mr die Summation folgt	 - . 

- 

k=1	
nies (0) diiI 

mes(w) 
2 + C14 (!±__! j2(-l)) 

m	 fl1 N	
n-2± (fl i) in 

±	- nies (C) dZ i j 2	-- -	n1e(G))H	2	2	
) 

Verwenden wir eine Abschatzung für die Ober- und Untersumnien des Integrals 

	

tiher Q0 , dann erhalten wir die Ungleichungen	 ( 
In 

kI

((nies ((o.)fliesc N
 T	I5(2 

I	_.	 __	!i±a	n-2+fl(n-1).4	 - 
-j- C,	ln2	1) 2 H- 2 2	-1- 2	2 

iiies (v) mes (Q0 )	I 
(2i)"22 + C17 k22_u 1n2 ( 1 2 + 2 2	4	 - 

I	 n—i a(n — i) 
mes (co,) mes (Q) 22 +

	(21 ln2 ' 1 2 +	 24 ),	(25) 

wobéi die letzte Ungleichiing hei Verwendung der Abschatzung für mes (QN) gilt.
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• 3. Schritt. Für die Abschatzung nach unen ierwenden vir auf Pk die Eigenfunk-
tionen

x,\ . -i(x ._xk_i) 
Pk,j.i(X) = , ( -7-, . . ., -:i-	 k-i 

IC	 ki	 X.-: 	 - 

wobei tp, die Eigenfunktionen auf 0 von A'[1, v,,] mit Dirichietsehen Randbedingun-
• gen bezeichnen. Analog werden die Eigenwerte aufP k gegeben durch 

— I	i7rflt-2	 -€
1 = dk2 + A'2 

• (1, j = 1, 2, .,..), vobei v die Eigenwerte auf 0 von A'[, ] mit 1)irichletschen Rand-
bedingungen hezeichnet. ,.Verwenden wir wieder die asymptotisehe Eigenwertver-
t.eilung ats [3] für •l)irichletsche Rndbedingungen, so folgv nach einer analogen 
Rechnung

N(, 
'2k .l)	

N ilies (co,,) flies (C) dk1 
•	 flt-(27r) 

'N' -	 — C19 k- , ± dk' 1 nies (0) 

n-2+(n—I) 

H- (dL.--' mes (G)) i +fl )	2 

Es sei v, der kleinste Eigenwert von 4' aiis (23). Wühlen wir nun 

•	
- N=(ln1) und	=';J( —In	v,—I>O,	(26)• 

sofo1gtfiirx,>N	 -	 "-

n—i r	 2	 - 

J	• dx > J uj 2 dx, , 

vobei Q(x) den Schnitt von Q mit der 1-lyperebene y = x, bezeichnet. Nach Inte-
gration der letzten Ungleichung von N bis Unendlich folgt fur die Eigenwertver-
t;eilung N(,., QR, ) = 0. Aullerdeni gilt die Ungleichung 

+N	 n	 n—I	(n—i) 

ki N(), P 2)) ^ 	((O 

k1

	(Q0) A - 
C20 ) .2T.	 (27) 

lJnter Verwendttng von (26) folgt tiles ( Q )	C2 (L)2, 
so da3fiir (27) gilt 

n	 P(n—i) mes (w ) mes (Q) .-	- n—I 
---+-----	 • 

,' N(,, Ps., 2)) ^	 i. - C22i. •2	 (28) 
k=1 

Ats den Tjngleichu'ngen (21)-und (22) folgt dann bei Verwendung der Ungleichungen 
(25) und (28) die Behauptung des Saztes I 

Benierkung 3: Aus derii 3.Sehritt des Beweises folgt die GröBe der Konstanten 
c9.,- •
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