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/ 

- Geometrische Eigenschaften (lokale Flachheit u. a.) einer Rieniannschen Maiinigfaltigkeit 
werden aus analyt.ischen Eigenschaften (Spektrum bzw. Huygenssches Prinzip) eines Laplace-
operators erschlossen. Insbesondere wird das ,,Definitheit8problem" der Spektralgeometrie 
geschlossener Mannigfaltigkeiten für den auf Differentialforinen wirkenden kanonischen 
Laplaceoperator gelOst.	 - 
Feo31eTpisecKue cnoücTna (nc'eaIIoBeHIIe HHB51311bI siiu eë 'lacTu) orpaaloTcrn ana-
J1uTMecxux cBotcTBax (dneHTp suni npnHivan rlofh'eHca),HeicoToporo onepaopa Jlaiuiaca. 
B oco6eHHocTII peuiaecn , ,npo611eMa onpeJeJlëHHocTsI" CIIeKTpaJIbHOfl reoMeTpuu 36MHnyThlx 

.Mnoroo6pa3nit inn }canollu'IecKoro oneparopa JIanaca, eflcr8yioiuero iia u144epeH- 
Il4aJ1hIIbIe ()opMb1.	 / 
Geometrical properties (especially local flatness) of a Riemannian manifold are recognized 
from analytical properties (spectrum or Huygens' principle) of a Laplace operator. Especially, 
the "definiteness problem" of the spectral geometry of closed manifolds is solved for the 
can 	Laplace operator which acts on diffrential forms. 

Finleitung 

Die vorliegende Arbeit setzt [I] fort und stützt sich des weiteren auf [3, 4]. Per all-
gemeine Rahinen und die Bezeichnungen werden aus [I] ubernominen; es werden 
aber dort offen gebliebene Probleme behandelt. 

Grob gesprochen geht es darum, geometrische Eigenschaften (Flachheit, Ricci-
Flachheit, ...) einer n-dimensionalen orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit 
(M, g) aus analytischen Eigenschaften (Spektrum bzw. Huygens-Eigenschaft) eines 
LaplaceoperatQrs 

= + C = gaPV,V + C 

zu erschlie8en, welcher wahiweise auf kcivariante Tensorfelder p-ter StuIe, alter-
nierende (für c = —1) bzw. syninietrisehe (für e = 1) p-Differentialformen, spur-
freie symmetrische Formen wirkt. Zur Vermeidung von Fal1unterschidtmgen sei 

4 vorausgesetzt; die Riemannsche Metrik ist entweder definit. oder lorentzsch. 
Für

eZ 4(n - 1) 

liegt beziehentlich der ,,reine Laplacian", der ,,Laplacian mit verschwindender 
Cottoninvariante", der ,,kanonische Laplacian" vor. Letzterer wirkt nur auf Formen 
und baut sich gemaB 

-	 côd — dó==LI +EZ 

1) Teil I erschien in 1 (1982) 2 dieser Zeitschrift. 
/



304	R. SCL1IMMING Und G. TE111EB 

aus dew äul3eren Differential d irncl deni inneren Differential ó auf; Z bezeichnet den 
bekannten Weitzenböck-Operator. Auf Grund der Dualität braiihen alternierende 
Formen nur für Stufen p < n/2 betraehtet zu werden. 

Unsere Hauptergebnisse zur Spektralgeometrie, für definites g und geschlossenes M, 
können folgendermal3en charakterisiert werden: 

1. Bei dem aüf alternierende p-Forinen wirken1en kanonischen Laplacian - (do + Od) 
= zI - Z gibt es &/iranken p ±	p1 ± (n) (1 = 0, 1) derart, dap für 

entweder p' <p Po oder Po	p 
die (lokale) Flachheit von (M, g) aus dem Spektrurn von L erschlossen werden kann. 

2. 1 Bei d iem au/,syinnietrische p-Fornen wirkenden kanonischen Laplacian Od - dO 
= A + ,Z gibt s eine Schranke p = p+(n) derart, dap für p > p die Flachheit ans 
dern Spekt rum erschlossen werden kann. 

3. Bei'spezieller (m einzelnen anqegebener5 

Situation : = (Feldtyp, Typ von L, n, p) 

kann die Eigenscha/t konsta.nter Krummung aws dem Spektrum erschlossen werden. 
4. Bei spezieller, Situation innerhaib der Kiasse der Einstein-Mannig/altigkeiten bzw. 

der Mannifa1tikeiten mit verschwindender Skalarkrummung kann die Eigenscha/t 
der .Ricci-Flachheit erschlossen werden. 

Von der Methode her handelt es sich darum, für Welche Situationen die aus dent 
2. Hadaivardkoeffizienten U2 (x, y) gebildete Spek.tralinvariante 

U2 [M] :=f Tr U2(x, x) d Vol (x) 

eine definite quadratische Form in der Krummung von (M, g) bzw. in einem Bestand-
teil der Krumniung darsteilt. Dieses ,,Definitheitsproblern" wird her für den kano-
nischen Laplacian aligernein gelost, während in der Literatiir (siehe die in [I] gegebe-
nen Zitate) bisher nur Spezialfalle für kleine n bzw. p betraehtet wiirde. Als neuen 
Gesichtspunkt . führen wir zahlentheoretische (diophantische) Problme in die 

• Spektralgeometrie ein Ein Ergebnis zum Huygensschen Prinzip5 (HP), bei n = 6 
• und lorentzschem g, lautet vie folgt: 

1st der auf .symmetrische p-Formen mit p 2 wirkende kanonisehe Laplacian 
huygenssch und hR	0, und sind IS12, Weyl l 2 positiv definit, so ist (M, g) /1ch. 

Wie in [I] sei 

hem = KrQmmungstensor, 1?ic = Riccitensor, 1? = Skalarkriimmung, 

S := Ric - -1 Rg, Weyl = Konformkrümmungstensor. 

Durch J...1 2 wird die Uberchiebung (beziiglich g) eines Tehsors mit sich selbst an-
gezeigt. Definitheitsbedingungen sind jeweils für eine ganze Masse von Metriken g 
zu interpretieren. So ist oben gemeint, daB in der betrachteten Masse gilt: 

181 2 0 und 'gleich null genau dann, wenn S = 0; 

I Wey1 2 0 und gleich null genau dann, wenn We 	0. 

/



Spektrale Geometrie und Huygenssches Prinzip II	305 

(In [I] wurden Kiassen von Metriken mit diesen Eigenschaften diskutiert.) Beim 
HP für n = 6, wird die uriintegrierte Gleichung 

'I'rU2(x,x)=0 

auf i)efinitheit untersucht (Tr = Trace = Spur eines linearen Operators). Die 
Methode geht mi Prinzip auf [1] zuruck;siehe im ubrigen die in [I] zitierte Literatur 
zum HP. 

Die Autoren danken Herrn Dr. W. QUAPP für die J)urchfuhrung von Computer-
rechnungen. 

§ 1. Lösung des DefinthcitsprobIenms für den kanonischen Laplacian 

In disem und irn folgenden Abschnitt setzen wir M als geschlossen und g als definit 
voraus. Der Terminus ,,proportional" bzw. das Zeichen , sollen hier stets einschlie- 
l3en, da13 der, ProportionaIitàtsfakt.or in alien in Frage kommenden Sitmiationen 
pôsitiv ist. 

S a t  1. 1: Die 2. Spekiralinvariante (1 2 [M] 1st beim kanonthchen Laplacian propor-
tional zurn Matrizenprodukt	 S	 ' 

•	 /5	—2 '	2 \ /1IR112 

(2N04 , 5N2 4m, 15m(m - 
2 (
 2E	6 —1 j . ^ JjRkJJ 2 

4e 2 + 	 IIRiemil2 

• mit m := p(n + ep).	 - 
Der Beweis érgibt sich durch Fortsetzung der Rechnungen von [I]. Bei der Inte-

-' gration über M werden abs den Quadraten I ... 1 2 die Nornien II .. .11 2 and der Term wit 
AR fällt weg I 

	

In das Matrizenprodukt setzen wir nun em	 ' 

N4 = (n + eq) (n + 'eq + e) . .. (n ± ep e)/(p - q)!, 

•	 Rid12=lS12+_1?2,	- 

IRiemI 2.= WeylI2±	ISI +	
2	R2 - n-2	n(n-1) 

und erhalten nach einiger Rechnung, 

Sat z 1.2: 1. Für den au/ alternierende p-Formen wirkenden kanon'th 'chen Laplacian 
sind die Faktoren von 11 R 11 2, 118112, II Weyl Il 2 in U2[M] der Reihe ach proportional zv 

•	z	20(n2 - n + 1) z + 20n,(n, —1) (5m2 - 7n ± 6) =: 

_z2 +5(3n2__ 2n+4)z_ lOn(n— 1)(n-2)(n-6)=:c1, 
z2 lOn(n + 1) z+ 40n(n - 1) (n - 2) (n - 3) =: c2 

mit z := 60m = 60p(n - p).  
Die Koeffizienlen co, c 1 , c2 sind nicht gleichzeitig negativ. Genauer 1st c 2 pos'üiv 

definit für n ^ 18 und die Gleichungen c 1 = 0 (1 = 0, 1) haben für n 18 reelle 
Wurzeln ;, z 1 4 mit 

0 <zj <z0 <z0	< 15n2. 

20 Analysis Bd. 3, Heft 4 (1984)
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2. Für den auf syntmelrische p-Formen wirkenden kanonischen Laplacian sind Lie 
Faktoren von IIRI2, JIS112, 11 Wey1I 2 in U2, iWJ der keihe nach proportional zu 

z2 ± 60(113 + 2'n2 — 4n — 15) z + 1 80n(n + 1) 2 (n + 3) (5n 2 — 7n + 6) 

Z2 + 15(3713 — 52 46j — 60)2 — 90n(n + 1) 2 (n + 2) (n + 3) (n — 6) 

Z2 - 10(n, + 1) (n2 +23n ± 24) z ± 120n(n + l) (n + 2) (n + 3)	c2 

rnit.z	180(n ± 1) nt = 180(n •, 1) p(n ± v). 
Der Koeffizient co 1st posiliv de/init für n	4 unct c2 'St positiv dc/mit für 'it	16. 

Die Gleic4ung c 1 = 0 hat für it	7 genau ein,e pai1ive Wurzel z". 
Wir skizzieren einen B ew ei s der behaupteten Vorzeichen-Eigensehaften: 1. Wegen 

(n — 2)c0 -- 2(n — 1 ) CI+ nc2 — 120n2(71 — 1) 2 (n —2)> 0 

ist wenigstens ein c1 positiv. Die Diskriminariten der quadratisehen Funktionen 
ci = c(z) (i = 0, 1, 2) sind der Reihe nach 

d0 =20(2n3 ± 2n2 - 4n + 5 ),	 . 

=-- (37n± 12n —20n 2 + 16n + 80), 

= 5(-3713 1- 5876 2 — 83n +48). 

Die fu...n	18 gultigen Abschatzungen 

d2 < 0, 36n-3 < d < 9n4 , ( 1371 2 ) 2 < 4d < (1'1n2)2 

ergeben

> 0, z — z > n(Gn ± 5), ZO — z > 1'27312, 

- zn" > n(n 4- 5), z ' < 15n2. 

2. Die Diskriminante von c2 = c2 (z) ist proportional zu 

—19i + 86n3 + 2621712 + 192(2891 + 15) 

und ist negativ für n	16. Die Behauptungen uber co, c 1 lassen sich aus den Vor-



zeichen der F'aktoren von 22, z, 1 ablesen I 

Theorem 1: 1. Wenn der au/ allernierendep-Rormen wirk'ende kanonische Laplacian 
isospektral zurn Laplacian einer flachen Mann jfaltigkeit ist und wenn ent,weder (n, p) 
der Tabelle

io'H' [3 
1

5' 7

P = 0 2 3 3, 4 4, 4, 4, 2, 
4 0 5, 5, 5

6 6
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entnomnien wird oder n L^ 18 und glelrJizeitig 

90p2(n - p) 2 - 30(712 - n + l)p(n - n)+ (5712 - 7n + 
6) (;) 

60p2(n p)2 - 5(3n2 - 2n + 4)p(n - p) + (u - 6) ( n
) 

<0 

1st, dan? 18t (M, g) seibst /lach. Bei Beschrankung auf 2p n sind die Un'le1chungen 
äquivalent zt 

entweder'	<p	Po oder Po -	P <Pi, 
wo die p, = p ± (n) die. eindeutigen Lösunjen von	 - 

/	/1 (n,p)=0, 0	p <pj	n/2	(1=0,1) 
bezeichnen. Jedes der Intervaile ]p, Po], i po, Pot, I p , p 1 [ enthält /ür n	18natürliche Zahien. 

2. LVenn der au/ syinrnetri.sche p-Formen wir/cende lcanonlsche Laplacian isospektrai 
zurn Laplacian einer /iachen Mannig/aitigkeit 13t und wenu entweder n 15 und p -^:2odern	16und 

60(n ± 1) p2(n + p)2 

+ 5(3713 52 - 46n - 60) p(n + p) - 4(n - 6) (n 5 3) 
> o 

1st, dunnist (M, g) selbst /iach. Die Ungleichunq ist 'äquivalent zup > p, wop = pt(n) 
die eindenti(je positive Lösung von. / /(n, p) = 0 bezeichnet. 

	

Beweis: 1. Wir haben die Proportionalit.äter i co	c1	-]. Wenn C O '> 0,
C ' > 0 1st, so 1st U2 [M] eine positiv definite quadratisehe Form in der Krummung 
und U2 M] = 0 ergibt Riem = 0. Tm Grenzfall C= 0, c 1 > 0 ergibt U2 [M] = 0 nur konstante Kriinmiung. .Aus dem Verschwinden der 1. Spektralirivarianten 

- Oni)fJ?d Vol 
-	 M 

erhalten wir dann zusätzlich 1? = 0. (Der Fall c0 = 0, 6m = I kann nicht aUftreten.) Für 2p ^ n; 0 4m n2 wird m = p(n - p) eindeutig durch 

2p = n - (n2 - 4n)1/2 

aufgelost und die Abschätzung für zwei Paare (p', m'), (p", m") 
M, - m" = (n - p' - p") (p' - p") n(p'.— p") 

zeigt uns Monotonie. Deshaib wird aus der Anordnung der z± eineanaloge Anordnung - der p1 ± (1=0,1). Darüber hinaus erhalten wir: 

p,+- p ' > (6n + 5)/60> 1 für n-	18,

Po - Po > I';;/5> I für n 26, 

Pi	Po > (n +5)160>1 für ii	56.	- 

Die fehlenden Werte 18 :5; n :E^ 25 bzw. 18 n:!E^ 55 wurden ebenso wie die -Be-
hauptungen zu r obigen 'i'abelle durch Computerrechnungen geliefert. 

20*
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2. Wir haben c 1	Die Beziehung ni = p(n + p) vird cindeutig durch 

= (712 ± 4m) 112 - n	- 

Caufgelost; fo1Iichentsprieht der Schanke z > 0 eindeutig eine Schranke p > 0. 
Der Bereich 11	15, p 2 wurde wieder durch Computerrechnungen erfaBt I 

Be i s p let I : Paare (n, p) ans der Tabelle /ür allernierende Formen 

n = 20 30	40 50 100	1 200 

p € [1, 31, 
[5, 71

[1, 5], 
[8,	111

[1, 7 1, 
[10, 15]

[1, 91, 
[12, 19]

(2, 191, - 
[23, 381

[3, 391, 
[45, 78] 

bzw. /ilr symmetrisehe FOrmen 

n = 20. 50 100 .200 1 1000 

1. 1 2 H 3 It

genii gen der Vora'usselzung von Theorem 1. 

Man kann die Schranken p j ± (n) bzw. p(n) auf iecht brauchbare Weise dutch 
Linearkonibinationen von n, 1/n, 1 ersetzen: Die Abschatzungen . fur alternierendé 
Foriiien

n 18 und 

entweder

5(J- 1/) n —0,92 1/6^ 10p ^ 5(f-6 — ) n - 2(5n) h / 2 - 4] 

oder

s(/_ /) n + 2(5n)h/2 -	l0 1/p	5 (1/6— i/ i) n - 3,01]/ 

mit 

bzw. für symmetrische Formen 

n 16 und 1590p L> 530(1/a - 1)n + 2(2-31 }/}I53)/}1 

mit

30a:=15+1/5V	 - 

sind hinrëichend für die lJngleichungen in Theorem I und sind die bestmoglichen 
Abschätzungen dieser Art bei dreistelliger Genauigkeit.

/ 
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§ '2. Diophantisehe Piohleme in der Spektralgeornetrie 

In der Spe1tralgeometrie geschlossener Mannigfaltigkeiten ist die Jnvariante U2 [M} - 
eine Linearkombination von IIR I 2, 118M 2, 11 Wey1112, und die Faktoren sind hierhei 
jeweils proportional zu einem Polynom in n und p mit ganzzahligen Koeffizienten. 
Das \Terschwinden eines der drei Polynome führt auf ein diophantisches Problem 
und gibt dann Anlal3 zu eineni Vergleichssatz der . Spektralgeonietrie. Die in Rede 
stehenden Polynome sind fur die beiden nichtkanonischen Laplaceoperatoren aus 
den Formeln (3.2), (4.20), (5.3) der Arbeit [I] abzulesen und wurden für den kano-
ñisehen La1aceopeator gerade in § 1 berelmet. 

Satz 2.1: Es sei L = A oder 'L = LI - 4(l) RI. Der Koe//izient von, 

I WeyliI2 in U2 [M1 verschwindet genau dann, wenn 
- bei 'J'ensor/eldern. 15p = n ist; 

- - bei alternierenden Formen (n, p) aus dem Wertebereich des Rekursionssyslems 

= 13 k-1	k-2 + 2,	Pk '= "Pk-1 - Pk-2 IF l 

ist, mit k =. 2,3, 4, . . . und (n0, Po) = (0, 0), (n 1 , Pi) = (1, 1); 
- bel symmetrischen Formen (n, p) aus dein Wertebereich des Rekursionssystems 

nk = 287nk_ l nk2 + 30,- Pk = 28774-I - P-2 - 15 
ist j 3n1 k = 2,3,4, ... un (n0, Po) = (0, 0), (n 1 , Pi) = (15, 1);	

5 

- bei spurtreien symmetrischen Formen (n, p)'aus dem Wertebereich des Rekursions-
systems	

- 

-	n/ =271nk1 + 200Pk 1 - 95,	Pk = 17k-i + 16Pk-1 -31	- 

zt, mit k = 2, 3, 4, ... und 

(ni, p ) = (15, 1) A erste Familie von Lösungeh, 
(n 1 , Pi) = (31, 2) A zweite Familie von Losungen. -  

Beweis: Bei Formen ist die diophantische Gleichung 

15p(n + ep) = n(n ± s) 

zu losen. Die lineare Transformation N := (15 + 4e) n -i-- 2, P := it + 2ep ergibt 
eine Gleichung vorn Pellschen 'Uyp N2 - 15(15 + 'Ic) P2 = 4 Gernäl3 der in [2] 
dargelegt.en Theorie sind die Losungen (N, P) im Bereich der natürlichen Zahlen 
rekursiv gegeben durch	

S 

Nk = N1 Nk_ l - Nk_21	Pk = N I Pk_l - Pk-2, 
- (N0, P0 ) = (2, 0),	(N1, P 1 ) = ( 15 + 2e, 1).	 - 

Die Zusatzbedingung Nk 2(e)" mod (15 + 4e) ist bei alternierenden Fornien von 
selbst effullt, schlieSt aber bei symmetrischen Formen die ungeraden k atis. Die 
elementare Thèorie linearer Differenzengleichungen liefert dann ein neues Rekur-
sionssysteni für die (Nk , Pk) mit geradem .k. Bei der RUcktransformation auf (n, p) 
entstehen dann keine weiteren Bedingungen mehr. 

Bei spurfreien.syminetrischen Formen ist ebenfalls die Theorie in [2] anwendbar: 

15p(n+p-2)=n(n-1.), 'N:=19n-32,.P:=19p-3, 
15(P2 - PN) - N2 = 19 . 29,
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Nk = IGNk_ I ± 1 'k-1,	Pk = Nk_ l + 'k-1 
-	(N 1 , P 1 )	(13,3) A erste Familie,	(N1, F 1 ) = (32,3) A zweite Familie, 

Nk	l)k6 und Pk - _(_I)k3 mod 19. 
Daraus folgt, daB rur gerade k zulässig sind A	 - 

Be i s p i el 2. 1: Die jeweils drel ersten Losungen (n, p) in Satz 23 sind 
-	(15, 1), (30,2),	(45,3)	 bei Ten.sor/eldern; 

(15 1), (196, 14),	(2535, 182)	bei alternierenden Formen; 
(15, 1),. (4335, 272), (1244160, 78048) heisynwietrischen Formen; 

• (15, 1), (31, 2),	(3825, 240)	bei spurfreien symme/rischen 
Fornien. 

Satz 2.2: Es sei L = A oder L = 
A - 4(	RI. Der hoe//2zzent von

I 1S11 2 in U2 [M].verschwindet genau dunn, wenn n = 6, p = 0 1st. 
Beweis: Atis der Voraussetzung folgt 6 - n	0; es sind also nur die Fälle 

n = 4, 5, 6 zu durchniustern I	 S 

Satz 2.3: Es sei L= A. Der Koef/izient Vol, JIR 2 in U2[M 1 versc/twindet 
- bei '/'ensor/eldern genau dann, wenn  

n	0, 5, 8, 18, 20, 30, 33, 38, 45, 48, 50, 53 mod 60 
and 6015 = n.(5n2 - 7n ± 6) 1st (p 1st dunn qanzuhliq!); 

-bei alterniirenden Forinen niemals; 
- bel synimetri.schen Formen und n	150 genau /ilr (n, p) = (15, 57); 
-. bei spur/reien syrnnietrisehen Fornien and a	150 qenau für (n, p) = (33, 288). 

Beweis: Bei Tensorfeldern erhalten wir die notwendigen , und hinreicenden 
Kongruenzen  

0 = n2(it - 2) mod 3; 0- n(n - 1) (ii - 2) mod 4; 0- 2n(n - 3) mod 5. 
Der Durchsehnitt dër Losungsscharen ergibt die ohigen Kongrtenzen mod 60. 

Bei alternierenden Fortiien ist 60p(n - p) = n(n - 1) (W - 7n - 6) zu losen. 
Einsetzen der für n	4gultigen Ungleichung 12p(n -p) < 37, 

. 
2	4n(n - 1) ergibt 

den Widerspruch Sn2 - 7n ± 6 20 für n ^_> 4. Bei symmetrischen und spur-
freien syrnnietrischer Formen folgt das Ergebnis aus Computerrechnungen I 
-1	 n-2 Satz 2.4: 'Es sei L = A -	RI. Der Koe//izient von R I1 2 in U2 [M] ver- 
schwindet genau dann, wenn 4(n - 1)	 - 

- bei 'I'ensor/eldern (n, p) = (6, 0), (10, 6), 
- bei alternierenden. Forms-n (a, p ) = (6, 0), (8, 2), 
- bei symmetrischen Forinen (n, p) = (6, 0) ist.	 -	 S

Bei spurfreien syinmetrischen. Formen. ist (n, p) = (6, 0) eine Losung. 

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt n - 6	0, d. h. n ^E! 6. Bei Tensorfeldern 
haben wir	 .	.•	 - 

240(n - 1) p = n(a - 6) (5712 - 18n ± 4) : 0(n) 

-'	 -	 S
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zu studieren. Nach dm rLa,1oschefl Lehrsatz ist (n) = 0(1)+ '(l) (n - I) + 
genau dann ohne Rest durch n - I teilbar, wenn (1) = 45 these Eigenschaft hat. 
Also kommen n = 6, 10, 16, 46 in Frage. Ein zugehoriges p gibt es aber nur für 
?i6, 10.	 - 

Bei alternierenden Formen ist 240p(n, - p) = n(n - 6) (5112 - 18n ± 4) zu lösen. 
Einsetzen de Mr n 9 gult.igen tJngleichung 4p(n - p) n2 3n(n - 6) ergibt 
den Widerspruch 571 2 - 18n + 4 180 für n ^ 9. Also kommen n = 6, 7, 8 in 
Frage. Fur n = 7 gibt es aher keinzugehoriges p. 

Bei synimetrisehen Formen verläuft . der Beweis analog zii dem hei rCensorfeldern I 
In [I] wurden die Koeffizient .en von jj Wey1 jJ 2 , 118112, IIRll in U2 [M] bis auf ['ro-

portiohalitat mit b2 , b 1 , b0 bezeichnet und es wurde gezeigt: 

•	b1 <b2 <b0 für 4 und für A - 4(	RI, n > 7;	 - 

b0 b1 <b2 für A — n - 2	= 4,5,6. 4(n	1) 

Die einzige Situation, in der zwei Koeffizienten gleichzeitig verschwindcn, ist 

n=6,	p=0	L=A— RI,	b0 b1=0. 

Für den kanonischen Laplacian sind die diophantisehen Problerne recht kompliziert 
und werden von uns nicht behandelt. Wir gehen speielle Ergebnisse an: 

B e  spiel 2.2: Pür den au/ altermierende J1'ormen wirkenden kanonisehen Laplacian 
sind alle Losunqen von b(n, p ) = 0 (i = 0, 1, 2), n < 20, in der /olgenden. 'I'abelle 
enthalten; sic wurden auch bereits in 5, 6] ge/unden. Die Ta belle enthält zusãtzlici die 
Vorzeichen der. restlichen (nichtverschwindenden) b: 

n p sign b0 sign b 1 sign b2 

8 1 -. ± 0 
8 2 + ± 0 
6 0 + 0 + 

15 1 0 ± ± 
15 2 0 + + 
16 2 0 +. + 

Für den au/ synimetrische Fornien wirkenden kanonischen Laplacian siiid alle Losungen 
von b 1 (n, p) = 0 (i = 0, 1, 2), n	20, in der /olgenden Tabelle enthalten; - 

n p sign b0 signb 1 sign b2 

6 
15

0 
1

+ .0
+

+ 
0

•	 /	 p 

-	Jetzt sind wir soweit, die zahlentheoretischen Egebnisse in Ergebnisse -zur Spek-
tralgeometrie umzusetzen. 
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Theorems 2.1: Es liege elne Siht.aion mit b 0	0, (n, p)	(6, 0) vor enisprechend
Satz 2.3, Satz 2.4 oder Beispiel 2.2.  

a) Wenn damn der Laplacian isospektral zum emtsprechenden Laplacian elmer Mannig- 
/aitigkeit ?nit konstan Icr Krummung 1st, so hat (M, g) selbst konstante Krumrnung. 

b) Wean andrerseits der Laplacian isospektral zuin Laplacian elmer flachen Mannig-
faltigkeit 13t, so 1st (M, g) selbst /lach. 

Beweis: a) Wir werten das Verschwinden der 2. Spektralinvarianten atis: 

0 = U2 [M] i-' (n	2) b2 IIWeyljI 2 + 4b 1 IlSI 2 und sign b 2 = sign b 1 + 0.
1)as hat Weyl = 0, S 0 und somit konstante Krumrnung zur Folge. 

b) Wie unter a) ergibt sich konstante Kriimtnung, und da'raus noch B = const. 
Zusätzlich werten wir das Versehwinden der 1. Spektralinvariante aiis: 

0=Ui [M]fRd Vol =R . Vol (M).	- 
Af 

Also istR==0 I 

T he o r e 111 2. 2: (M, g) habe verschvJlndende Skalarkrummung oder eel eine Einstein-
Mannlg/altüjkeit: Welter liege elne Situation mit b = 0 vor entsprechend Satz 2.1 
(siehe auch Beispiel 2.1) oder BeispIel 2.2. Wend dann der Laplacian isospekiral zum 
entsprechenden. Laplacian elner Ricci-flachen Mannigfaltigkeit 181, so 1st (M, g) selbst 
Ricci-flack.	. 

Beweis: Wir schlief3en: entweder ist (0 = U2 [M}-.. !SII 2 	S = 0) oder 
(0	U2[M1'II1? I12R = 0) • 

AhschlieBend in diesem Abschnitt sei benierkt, daf3 die Auswertung von b 1 = 0 
entsprechend Satz 2.2.bzw. Beispiel 2.2 kein neues Ergehnis liefert. 

§ 3. Ergebnisse Earn Huygensschen Prinzip	- 

In diesern AIschniit setzen wirn = 6 und lorentzsche Signatur von g voraus. Wir 
können uns auf p > ..1 beschränken, da p	0 bereits in [I] iiit erfal3t wurde. 

Theorem 3. 1: Es sélen die folgenden Bedlngungen erfiillt: 
(1) g = g' + g" 1st (lokal) ze-legbar. in elne Metrik g' der Dimension ii'	2 und elne 

/lache Metrik g";	 . 
(2) I S' 12 1st positiv delimit für n'	3, 

	

Weyl'1 2 1st positivde/lnit für n'	4;	 .	. 
(3) NR' 0 oder M wirçl von elmer n"-parametrigen Schar geschlossener n'-dimen-

sionaler Riemamn.scher Unterniann.igfalligkeiten (M', g') iiberdeckt; 
(4) (p = 2undn' < 6) oder (p = 3 undn' 4). 
Wenn dann der auf aliernierende p-Formen wirkende kanoniache Laplacian de? 
Huygensschen Prinzip geniigt, so 1st (M, g) flack.	 . 

Beweis: Durch eine Modifikation vonin [I] durchgefiihrten Rechnungen erhalten 
wir: Tr U2 , die Spur des 2. Hadaniardkoeffizienten, ist proportional zuni Matrizen-
produkt

/ 12/I'll' 

	

/ 1	
5	1	. 2\ 

I	B12 
•	(2, 2ni,-m(m -- 5)) .( —5 —2	3	 J. 1 2 R&12

\o	1-2	1/ 
.\ Riem 

y
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mit m = p(G - p). Hier drucken wir Ric', R1ern' durch R', S', Weyl' aus, wobei eine 
Fallunterscheidung beziiglich n' zu machen ist, und gehen dieStufen p. = 1, 2, 3 
durch (p = 4, 5, 6 brauchen auf Grund der Dualitat nicht betrachtet zu werden). 
Unter der Voraussetzung (4)sind die Koeffizienten von R' 2, IS1 2, Wey1' 2 in der 
Bedingung Tr U2 = 0 positiv und der Koeffizient von A'R' ist negativ. Dagegen ist 
für p = 1 und alle n' der quadratisehe Anteil von Tr U indefinit. Haben wir die 
Behauptung des Satzes für ein bestimñites n' bestatigt, so gilt sic dann auch für alle 
kleineren n' I 

Es sei ausdrücklich darauf verwiesen, daB in Theorem 3.1 auch die iineigentliche 
Zerlegbarkeit n' = 6 zugelassen ist.  

	

Theorem 3.2: L's selen I S12, I WeylI 2 posüiv de/Init und zIl?	0 oder M gèschlossen. 
Wenn danu der au/ syrnmetrlsche p-Forrnen wirkende kanonlsche Laplacian /ür em 
p	2 dern Iiuygensschen Prmnzip geniigt, so 1st (M, g) flach. 

Beweis: Theorem 1/2. nebst Beweis kann auf den in der Krümmung quadra-
tisehen Anteil in der Bedingung Tr U2 = 0 umgedeutet werden; dieser ist für 
n = 6, p 2 positiv definit. Der Koeffizient von AR in Tr U2 'St proportional zu 
7 + 25rn mit in = p(6 ± pund damit stets positiv I 
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