
Zeitsebrilt für Analysis 
und Ihre Anwendungen 
Bd. 3(3) (1984), S. 213-220 

Asymptotisehe Entwicklungen der hypergeometrisehen Ftinktionen F(a, b, c; z) 
ür jal	co und konstante b, c, z	 - 

E.WAGNER	 - 

•	Es werden asymptotische Entwicklungen der hypergeometrischen Funktioneri F(a,b,c;z) Mr 
cc bei festcn komplexen Werten von b, c (c + 0, —1, —2, ...) und z (z+ 0,Arg(1 - z)j < ) 

hergeleitet.	 -	 - 

BL1B 0J HTCfl adllstnToTH qecxiie pa3JIO;Heiimn I'I1nepreoMeTp14ecxo1 4)yHscI(Hs1 F(a, b, C; z) 
HPH jal —s. Co 14 11OCTO$II11UX KOMflJICHCIIbIX 311a'IeH1lnx b, e (c + 0, —1, —2, ...) it .z (z	0, 

•	Arg(1—z)J<r).	 -	•	- 

Asymptotic expansions of the hypergeometric function F(a, b, C; z) for jal — cc are derived 
where b, .c (c	0, —1, —2, ...) and z (z	0, lArg (1— z)l < ) are fixed complex numbers. 

1. Einlcituiig 

In [5] wurden asymptotische Darstellungen der hypergeometrischen Funktiónen 
F(a, b, C; z) für jal —± cc bei festen Werten b, c,z bZw. für Ibi —> cc bei festen Werten 
a, c, z hergeleitet, die die in [1] und [2] angegebenen falschen Darstellungen richtig-
steliten. 

In der vorliegenden Arbeit werden die asyniptotischen Darstellungen aus [ 5] zu 
asymtotischen Entwicklungen nach fallenden Potenzen von a bzw. b verfeinert. 
Der Beweis lehnt sich naturgernaB eng an denjenigen in [5] an, so daB an manchen 
Stellen auf die entsprechenden Rechnungen in [5] verwiesen werden kann. 

Wir verwenden die fo1gnden Bezeichnungen: 

a 1 = Re (a), a2 = Tm (a), a = Arg a E ( —a, r] und entsprechend für b, C; 
•x=Re(z),y=Tm(z); 
03={zE':z+O,zE[1,cc)}; 
(b)o=1,(b)5.=b(b+1)(b+2) ... (b+n— 1)fiirn= 1,2,.:. 

Es becleutet 
a, = OR(l), daB a, nach oben (rechts) beschränkt ist; 
a, = OL(l), daB a, nach unten (links) beschänkt ist. 

Falls nicht ausdriicklich eine andere Regelung vereinbart ist, sollen für . Potenzen 
stets die Hauptweite genomnen werden, d. Ii. 

ivP = exp {p[ln jwj + iArg w]} mit Arg w E 

für beliebige komplexé Zahien w und p.
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2. Hauptsatz 

	

a tz 1: Bei /esten Werlen z E 0, b und c mU c	0, - 1, —2, ... gelten für I  I	o 
die asymptotischem Entwieklungen	 S	 ' 

F(a b c z)	(—az)	1 "	 1 
P(c)	P(e - b)	C; z) (b). a- ' + o(a-n) 

	

(az)	I "	I	z 

	

z)c_b_o	
I'(b)	

e - b, c; 

X (c_b)a-'±o(a)]	(n=0,1,2,..:).	 (1) 
Dabejist 

(1) 2 = Ci(C) und arg (—az) E(-v, -i-) in /olgenden Fallen: en:

 
3. g<Ounda 1 =O(1), 4. 0<z< 1.udd2=01(1); 
(II) 2 = e" 1	nnd arg (—az) E(_j	) in folgenden Fallen: 
5. y>Ounta 1 =O(l), 6. z<Oundal=OL(l), 
7. y <0 und a 1 OL(1), 8. 0 <z < 1 und a2 = OR(i). 

Die Koeffizienten c, sind die Taylor-Koef/izienten ihrer erzeugenden Funktion • 

fe - i\b_1 1e8 - 1 + z\)c—b—I 
g(s; b, C; z) =	

)	
- e8	.	 ( 2) 

mi Nulipunki: 

g(s;b,c;z) =Ec(b,c;'z)s'	(1 8 1 <'r). \	S	 (3) 

Am Ende dieser Arbeit werden ein Weg zur Berechnung der c, sowie explizite 
Darstellungen der ersten c, angegeben. Offenbar ist co = 1. 

3. Beweis des Ilauptsatzes 

Der Beweis von Satz 1 wird, ausgehend von der bekannten Integraldarstellung der 
hypergedmetrisehen Funktionen 

F(a, b, c; z)	1	r gb-1(I - 

F(c)	= T(b) I'(c - b)J	(I - lz)°	dt	(c1 > b > 0, z E ),	(4) 

in folgenden Etappen (die nicht mit den Beweisschrit .ten in [51 übereinstimnie,n) 
gefuhrt: 

1. 1)arstellung von F als Sunime komplexer Kurvenintegrale tinter den \Toraus 
set.zungen a 1	0; c 1 >'b 1 > 0,0 < Arg z 

2. Abschatzung von Teilintegralen der erhaltenen Zerlegung; 
3. t)bertragung des erhalt.enen Resultates auf den Fall a 1 < 0, c 1 > b 1 > 0, 

0<Argz<i; 
4. Oultigkeitsnachweis der erhaltenen Ergebnisse fur alle z E	unter den Bedin- 

gungen C i > b > 0;	
5
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5. Asymptotische Entwicklung des ,,Hauptintegrals" liii' a 1	0, c 1 > b 1 >0,
zE3; 

61 Beweis von (1) für z E SJ unter den Bedingungen a 1 0, c1 > b 1 > 0; 
7..Beweis von (1) unter den Bedingungen a 1 <0, c1 > b1 > 0 für z E i; 
8. Ahschwachung der Trennbedingungen für die'FälIe (I) und (TI) auf einseit.ige 

Beschränktheitsbedingungen;	 - 
9. Elirninierung der Bedingungen c1 > b 1 -> 0. 
Zur Abkürzung bezeichnen wir den Integranden in (4) mit I = /(t; a, b, C; z). 

Zu 1.: Wir setzen a 1	0, c1 > b1 > 0-und0 <Arg z	i voraus. Wie in [5] sei 
ein fester Winkel, der folgenden Bedingungen genuge: 

-- für Argz=r, 
0>92>

	

	 falls a2 0,	(5)
max (_4 , Arg z 

i) für y > 0, 

0<92< min(.-, Arg z	falls.a2 <0.	 (6)

Dann folgt nach dem Cauchyschen Tntegralsatz aus (4) 

F(a,. b, c; z) -	1	
di	 7

F(C) T(b) P(c - b) , 

• vobei mit , folgende Jntegrationswege beeichnet sind [5]: 
Geradlinige Verbindung von 0 bis e 1 = — jai 3/4 e1'/z; 

: Geradlinige Verlangerung von (E, bis 1 1 mit einem festen, hinreichend groBen ltd; 
: Kreisbogen mit dem Mittclpunkt l/z und Radius R von 't, bis 1 + 12 mit Arg t, 

=Arg	. -1-92; 

•	Geradlinige Verbindung von 1 + 12 bis I + e2 mit Ie21 = IaI314 
Z - 1 uni 

Arg62=Argl2;	 Z 

€5. Geradlinige Verlangerung von	bis 1. 
Wir fühen die Bezeichnung 

J(a, b, c; z) =f/dl	(c1 > b > 0, z € )	 (8) 

em, wobei für y < 0 und 0,< z < 1 in (5) und (6)-die Tetme z und z/(z-1) zu ver-
tauschen sind, und erhalten durch die Substitution 1 = 1 - -r leicht (es ist nur zu 
beaciten, daB die Lange des Tntegratinsweges Mr hinreichend groBes j al be-
liebig klein gemacht werden kann) 

'ft dl = ( 1 - z) J (a c - b, ;	 -	 (9) 

so daB(7) in folgender Gestalt geschrieben werden kann: 
Fa,b,c;z) 

= F(b) r(c - b) {J(abc; z) + 
(1 -- z)0J (a c - b, C; 

z ), 

+fIdt} 
(a 1 0, c 1 >b1 >0,0<Argz).	(10) 

S	
S
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Z'u 2.: Bei der Abshatzung der Tntegraleiiber 2, 3 und stüten wir uns auf 
die ausfiihrlicheren Rechnungen in [5] und geben hier nur die wesentlichen Gesichts-
punkte wieder. Wegen (5) und (6) können die Tntegrationswege C (v = 2, 3, 4) weder 

•	durch den Nullpunkt noch durch den Punkt I = 1 gehen. Da aul3erdem c 1 > b 1 > 0 
ist, erhält man die folgen'den Abschatzungen, die gleichmaflig beziiglich aller. 
I E € U	U 6 4 gelten:  

blf O(1)3u4	0	1cbl _fO(l)VtE2ua 

	

1 O(a 314 ) V I €	,	
—	

— .1 O( I a I 3 )	IE	(IaI	co). 

Aus ihnen folgt für den Zähler von /, g1eichniig bez. I E. 2 u	u 

gb1(i — I)cb1 = 0(aj31 )	(aj	co).  

Für den Nenner von / wurden in [5] die folgenden, ebenfalls gleichmaf3ig hezUglich £ 
geltenden Abschatzungen hergeleitet: 

O(exp {-la	sin g'I})	V I E 

(I - Iz°	
O((l — z) exp {— aI' sin I})	V I €	

(a —^ oo) (12) O(exp {—C Ia}) V t €	und	a 2 2^! 0, 
— z° exp {—CIaI}) V' t €	und	a2 <0, 

wobei C eine von a und t unabhangige positive Konstante ist, falls man den Radius B 
des Kreisbogens	bzw. ItI l hinreichend groB wählt.. 

Aus (11) und (12) erhalt man, cia die Langen der Tntegrationswege L (v = 2, 3, 4') 
•	bezuglich a beschränkt sind,	-	 - 

•	 f /dI = O (I a I' exp (_ahI4 sin 1 9, I}) 

f / dt	0(( l — z) Ia 314 exp (— a 1/4 sin 

— J O(exp (—C aJ)), fur a2	0, 
•	 / dI — 0((1 — Z) a ep {C aI}) für a2 <0, 

woraus

f/dt= o(a) ± o((1 — z)- 0 a) • (m = 0, 1,2,...)	 (13)

und soiiit fur alle n = 0, 1, 2, .. 

F(a, b, C; z)	'	'1	J	 /	 z 
f(c)	= (b) P(c	b) tj(a b, c; z) + (1 — z)° J a, c — b, C;

 

+o(a") +o((1 _z)0a)}  

(a 1 0,c1 >b1 >0,0<Argz^-,)	 -	(14)
folgt. 

Zu 3.: Urn den Fall a 1 <0 zu behandeln, gehen .vir von der bekannten Beziehung. 

•	 '	 F(a, b; ; z) = (1 — Z)c_b_0 .F(c — a, c	b, c; z)	,	'	(15)

aus. EJnter den Voraussetzungen a 1 < ' 0, c 1 > b 1 > 0, 0 < Arg z n kann in (15)
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für F(c - a,c - b, C; z) die Zerlegung (14) eingesetzt werden. Man erhält, 
F(a, b, c; z)	(1 - z)c-b-0 I 

P(b)f(c—b)	cab± —t)° 

x j (c - a, b, c;	+ o((c - a)) + 0((1 z)°(e - 

r(b) F(c - b) {(1	z)J(c - a, c T b, C; z) 

+ (1 - z)'J (c - a, b, c; z i) + 0((1 - z) a)	o(a)} 

•(ai<O;c1>b1>0,0<Argz ).	 .	 (16) 
Zu 4.:. Wir zeigen, daB (14) und (16) far alle z E 0 gilt. Dazu verwenden wir die 

bekannte Gleichung	 . . 

F(a,b,c;z) = (1 - z)-F (a,c - b,c,Z	 (17) 

Die Funktion w = z/(z - 1) bildet die Halbebene Tm (z) <0 auf Tin (w) > 0 und 
das Interval! (0, 1) der reellen z-Achse auf die negativ reelle w-Achse . ab. Foiglich 
kann F(a, c - b, c; z/(z - 1)) far Tm (z) <0 und z € (0, 1) unter den Bedingungen 

- c 1 >b 1 > J nach (14) oder (16) zerlegt werden. Sett man these Zerlegungen in (17) 
em; so sieht man sofort, daB far F(a, b, c; z)If'(c) wieder die Darstellungen (14) bzw. 
(16) erhalten werden. Lediglich die Suninianden werden vertauscht. 

	

Zu 5.: Mit der Substitution s = Log (1— It) bzw. t = (I	e8)Iz erhalt man ats.
(8) far beliebige a, 6, >'b 1 > ' O, z € GJ 

S 
1 b—i 	 Y—b—I 

J(a,b,cz)	 1 - e8
= )	

(e8 - 1 + z 
.	 .	e8e8ds	(18) 

S = Log (1 - e 1z) = Log (1 + aL 3/4 e)	Id' e!	(I aI-^ oo). (19) 

Man iiberlegt sich leicht, daB der geradlinige Integrationsweg in einen (gekrumiu-
ten) Integrationsweg Ubergeht, dessen Anst.iegswinkel im Nuilpunkt gleich 99 ist 
und der fur 99 > 0 kdnvex von oben bzw. far <0 konvex von unten ist. Wegen (19) 
ist er in erster Naherung geradlinig, denn für hinreichend groBe' jal weicht scm 
Anstieg in alien Punkten beliebig wenig von q ab. 

Mit der Ieicht nachprufbaren Beziehung 
11 — e8\b_l I c8 - l b1 '	 S 

)	

= C2mib(_z)-b+1	

)	
8b-1,	 .	 (20)

10 far Tm (z) 0 oder z <0 oder 0 <z < 1 mit a2 < 0, (21) 1 fur.0 < z < 1 nut a2 ^ 0 
folgt aus (18) far al-le a,.c1 > b1 > 0, z € 0 

	

J(a, b, C; z) = e2m(_z)-bf g(s; b, c; z) 8b—i e 8 ds,	 (22) 

wobei g(s; b, c; z) durch (2) definiert wird. Setzt man g(0; b, c; z) = 1, so 1st g bei 
beliebigenfesten b, c, z (z + 0) eine holornorphe Funktion von 8 in einer Kreisscheibe
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urn den Nullpunkt mit einem von a, b, c unabhangigen Radius r, d. h., es gilt (3). 
:Daraiis folgt	 V	 - 

g(s; b, c; z) 8b-1 c,(b, C; z) 8b-11	(l sI <),	 (23) 

und der Integrationsweg von 0 nach S in (18) kann offenbar geradlinig gewahlt 
werden. Far semen Anstiegswinkel tp gelten nach den obigen Oberlegungen und unter 
Berucksichtigung von (5), (6) und (19) die tJngleichungen 

für a2<0,
(24) 

— < <= ±o( 1 ) <0 far a2 0. 

Bezeichnet e = J e', iL 
<T,V eine von a unabhangigé Zahi, so folgt nach einern 

.bekannten Satz aus der Theorie der Laplace-Transformation [4] aus (23) für a 1	0, 
al-+oo	 V 

V 

fe-as g(s; b, c; z) 5b-1 ds =	c(b, C; z) F(v± b), ± o(a).	(25) 

V Bemerkung: Far a 1 0 gilt nach (24) auf dem geradlinigen Integrationsweg 
von 0naeh e V 

'für a 2 . >— 0, 
-	 V	

(26) 
far a20, 

und deshaib it die far die Anwendung des erwãhnt .eri Abelschen Satès erfordérliehe 

Bedingung Arg (as) E [-0, t91 mit 79 <-i- erfüllt. 

V Wir zeigen jett, daB in (25) die Intégrationsgrenze o durch S ersetzt werden kann. 
Es ist g wegen JQ J < r auf dew Tntegrationsweg beschränkt (g ^ M), also (nut 
'a= si)	 V 

	

V	 Q	
V 

feq(s; b, c; z) 5b-1 ds	m 	 da.	- 
S	 ISI	

V 

Nach (26) ist cos ( ±) -2 cos ( — i) = sin IVI = O > 0, so daB wir mit der 
Substitution a = r ±. iSi	

V 

	

V 

V	

eg(s; b, a; z)	ds ^ Me	_ÔIaIsfe_ôiaI(r ± ISI)b1 d 
V	

(27) 
V 

erhalten. Das Laplace-Integral auf der r'echten Seite streht für lal — 00 gegen Null. 
l)anuit ergibt sich unter Beriicksichtigung von ISI	lal - 111

V 

	

V	 - 

-
J e°8g(s; b, C; z) s'ds = o(exp (— b II"})= o(a),	

V	 (28) 

n=0,1,2,...	 V	

V
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Aus (22), (25) und (28) folgt 

J(a, b, c;z) = e2m (_z)-b [c(b C; z) F(v+b) + o(a11_b)]	
- ( 29) 

(a i	0,c1>b1>0,zE0). 

Zu 6.: Durch Einsetzen von (29) in (14) erhält man 

F(a, b, C; z)	 I	je2 J'(v + b)
r(c) 	F(b)f'(c - b)	

m1J(_z) a'	C; z)	
a'	

+ o(al) 

/ z \b—c  

-f-. (1 - z)	e2	(ct)	 ab_c 
- ZI 

x	C,(C	b,'c; 
z )

	+c - b) + o(a'1)1}, 

(a 1	0, C 1 > b >0, zE), 

mit(vgl.(21))	 . 

171 = in- (a, z) = in (a, z 
\z—i 

-	- J 
0 für Tm (z) == 0 Oder 0 <z < 1 oder z < 0 mit a2 <0,	(SO)11f1irz<0mita20. 

1-lieraus folgt unter den angegebenen Bèdingungen durch einfache Rechnung (1), 
• . aber zunächstunter der Einschrankung,,dal3 die Fàlle (I) und (TI) von Satz I dureh 

das \Torzeichen von a2 und nicht durch einseitige Beschranktheit von a. 2 unterschie-
den werden. 

Zu 7.: Nach (22) ist für beliebige a, c1 > b 1 > 0, z E ii 

f
j (c_ a, b, c;	=c2m	

( 
z )_bg (s; b; c;	)8b1 e 8 e°8 ds	(31)

iiiit (vgl. (30)) 
rn* = i7i(c - a, z) 

- JO für Tin (z) +0 oder 0 <z <1 oder z <0 mit ('2> 2, '52 
•	- ii für z <0 mit a2 !:-- c2 .	 . 

Wegen

g (s; b c;	e8 = (el_—_l'b-1 [e8(z - 1)+ 1Ic-b-1- 
e8 e' 

Z —1 /	 z 	- 

(

e-8 - 1\b- 1 Ie_ 8 - 1 + z' 
-II

	 Ie.8 
—s /	[	z  

=g(—s;b,c;z) 
folgt aus (31) 

- J (c — a, b, C;	 e2m' (
	

z)f_8;b c; z) 8b1	ds.	(33)
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Das Integral auf der rechten Seite laat sich für a 1 < 0 vie im vorangehenden Beweis-
schritt asympt.otisch entwickeln. Man hat nu c, durch (—I)' c, und a durch —a zu 
ersetzen. Das liefert	

S	 / 

.J(c_.a,b,c;Zj) 

=	 z ) [z(_-)' c,(b, C; z) + o(a)]	 (34) 

(a 1 <0, c 1 > b 1 > 0, z € 3). 

Ersetzt mnb durch c - bund zI(z	1) durch z bzw. äquivalent z durch z/(z - 1),
erhält man aus (34) 

J(c — a, c — b, c; z) 

= e21_b)(_z)b	 c, c - b, C;	 (_+C_b +	 (35) 

(a1<0,-c1>b1>0,z€j) 
nut (vgl. (21))

- 1 0 für lm (z) 0 oder z <0 oder 0 < z < 1 nut a 2 > C2, in = n(c - a, z) =

	

	 (36)l fur 0<z<1mita2c2. 

Wenn man nun (34) und (35) in (16) einsetzt, errechnet man ohne Schwierigkeiten 
die Behauptung (1) unter den Voraussetzungen a 1 <0, c 1 > b 1 > 0, z E M, aber 
wiederunu tinter derEinschrankung, daB die Falle (I) und (II) nicht durch einseitige 
Beschränktheit von a2 , sondern scharf durch Positivität oder Nichtpositivitat von 
a 2 - C2 untersehieden werden. 

Zu 8.: Bisher wurde bewiesen: Unter den Bedingungen c 1 > b 1 > 0, z E. 0 gilt 
die Entwieklung (1), und zwar der Fall (T) für {y > 0, a 1 ^! 01 oder {z <0, a2	c2} 
oder {y <0,	< 0} oder {z E (0, 1), a 2 > c2 }; und der Fall (II) fur {y > 0, a 1 < % 
oder {z < 0, a2 > c2 } oder { <0, a 1	0} oder {z E (0, 1), a2	c2}.  

Offenbar kann in (1) cine der beiden uninien weggelassen werden, wenn (1 -- 
ent.weder exponentiell wichst oder exponentiell fällt. Wegen 

1(1 - z)°l = exp (—a,1 In 1 - zi +a2 Arg (1 - z)} 

gilt ii folgenden Fallen (1 -	= o(a) (n = 0, 1, 2,  

-	 I	1+cuo,fallsy>0, 
A) a 1 = 0(1) und a2

—oe, falls y<0, 

1 +oo, falls z < 0, B) a 2 =-0(1) und a 1 - —co, falls 0 <z < 1. 

In beiden Fallen A) und B) folgt aus (1), unabhangig von .den \Torzeichen von a1 
bzw. a 2	c21 d. h. sowohi bei (I) als auch (TI), dieselhè asynuptotische Ent.wicklung 

F(a,b,c; z) =	azY [c(b c; z) (b), a' + o(atI )J S	 (:7) 

mit arg (—az) E (—..z/2,.-z/2) für hinreichend grol3es Jal.
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Es strebt (1,— z)° exponentiell gegen Unendlich, wenn 
•

	

	
I-l--oo, falls y<0, C) a 1 = 0(1) und a2 -+
—, falls, y >0, 

I-l-- oo , falls O<z<1, • D) a2 = 0(1) und a 1 -* I. —, fails z< 0. 

In diesen beiden Fallen folgt aus (1), ebenfalls unabhangig von den Vorzeichen ion a1 
bzw. C2 — a 2 , also sowohi unter (I) als auch unter (II) die Entwicklung 

F(a,b,c; z)	(1	z)b_0	[c ( - b, c; z	(c — b) a'± o(a)] 

(38) 
mitarg (az)E (—/2, /2) für hinreichend groBes jal.	-. 

Daniit ist Satz 1 unter. den Bedingungen c 1 > b1 > 0 hewiesen. 

Zu 9.: Es soil nun abschiieBend gezeigt werden, daB (1) auch dann gilt, wenn b 
und c beliebige kompiexe Zahlen sind (c + 0, —1, —2, ...). In [5] wurde, ausgehend 
von den in [3] angegebenen Formein 9.137, 15 und 9.137, 18, folgende Rekursions-
beziehung hergeleitet: 

F(a, b, c; z)	 F(a;b + 1, c ± 2; z)'	 S 

F(C)	=c(c+1—a)	r(c+2). 
F(a + 1, b + 1, c + 2; z) 

+ a [a — (c . — b.) z]	
r(c - 2)	 •-	(39)

Istc 1 ±2>b 1 + 1>0,d.h. 

c 1 > b 1 ---1,	b 1 >	 S	 (40) 
so gilt für beide hypergeoinetrischen Funktionen auf dër recilten Seité von (39) die 
Entwicklung (1), also	 . 

F(a, b ±1C± 2; z) = —1	(yb 

1) [	
c'(b + 1), a'' ± o(a1)]	

• 

1 — 
I	 •.i.. 2	(1 — Z\-b--a (_az)b_c - 

I	

-, 

•	 S	

x [
c(2)(c — b + 1), a	+ O(a1)]	 (41) 

mit	= c,(b + 1, a + 2; z) und c,(2) = a, (c — b + I, a + 2, z
	
und, indein

man in der voistehenden Entwicklung a durch a ± ersetzt; 

F(a+1,b+l,a+2;z)
F(a+2) 

—[—(a + 1) Z]-b,	
c,'(b + 1), (a ± I )'' + o(a1)] 

— z['(c — b + 1) Io 
(1 —  

±	
z)—°' [—(a + 1) z]b	

c,()(c - b + 1), (a * AY'' + o(a:1)J. zf(b + 1)	• [,=o	 • S	

(42)



222	E. WAGNER 

Setzt.rnan (41) und (42) in (39) em, erhält man 

F(a, b, C; z)	(—az) 
F(c)	r(c—b + 1)(abc;z) 

±	(1 - z)° P(b±I)	c - b, c; (43) 
hut 

(a, b, c; z) := —c(e
	1	a)

c,'(b +	-'-1 +o . (a-"-I)] -	- (c - b) z 
-	 z S 

x (i ± I [c(1)(b + i), a' (i +	+ o(a)]. (44) 

Wir werden im folgenden nachweisen, daf3 fur beliehige a, b, c und . z E.03 

(a, b C; z) = (c —b) [c(b; z) (b), a' + o(a)] (l a l	- oo) (45) 

gilt. 1)ureh Einsetzen von (45) in (43) folgt dann unniittelbar die Entwicklung (1) 
unter den Bedingungen (40). 

Esist 

•	 (i + 
1)-b

c,(') (b+ 1). a' (i +	+ o(a)] 

•	
- S	 -	

-	 = c,(')(b +
[: ( ;v 

_1) 
a--S ]	o(a) 

-

=	' (b + 1). a'	-	CW +	(a'). (46) 
"=0	 k=0	(v—k). 

•	-	Aus(44) und (46) folgt 

z [(a b, e; z) - (c - b) Ec(b, C; z)(b), a' + o(a)] - 

= —e(e + 1) c1(b + 1)	a] + c	c,(')(b +1), a] 
.'=O 

-	- (c - b) z} [(b + -1), a"	 C1)] 

- - (c - b) z[c(b Ey	c; z) (b), a'] + o(a),
S 

und, unter BerQcksichtigung von c = 1,	--	 - 

z [(a b, c; z) - (c T b) Z c(b, c; z) (b), a' + o(a-n)

' 
=	

)(b + 1)	a' + o(a) (47) - 
mit	 - 

2, = —c(c ± 1) c(_'), ± c(v + b) c,(' ) 	b(c - b) zc,(b, C; z)	• 

-.	—(v ± b) c - (c - b) z] Ck(')]. (48) 
•

-
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Es gilt (45), wennalle 2, (v = 1, 2, ...) identisch.verschwiriden. Urn das zu zeigen, 
•betrachten wir die Reihe 

00	 00	 00	 00 
= —c(c + 1) _T c 18'-+ C vC,'s' + be 

p =1	 ,=1	,=1	 - 

00 1 •	 1 
•	—b[c - (c - b) zI E 	,	S	 - 

	

1 lk =O('")-	j 
-	

001 • ( _ 11 \ , k	1	 00 

•	- [c - (c - b) zJ E I E '	/	c' I vs' - b(c - b) z ' c,(b, c;z) s'. 

	

(v - k).	j 

Daraus folgt unter Beachtung von (3) 

2,81
00 

= —e(c + 1)sg(s;b + 1,c +2;z) +cs—g(s;b + J,c +2;z) 
ds , 

+ bc[g(s; b ± 1, c ± 2; z) - 1] - b[c - (c - b) z] [e 8g(s; b ± 1, 
• -	 c+2;z)-1] 

- [c - (c - b) z] s[e 8g(s; b + 1 c + 2; z)]	b(c	b) 

-	 x z[g(s,b,c;z) -  

Setzt man in die rechte Seite dieser Gleichung die Darstellung (2) em, so sieht man 
nach einiger Rechnung, daB sie identisch verschwindet, so daB alle 2, verschvinden, 
was zu beweisen war.	 -	 - 

1)amit haben wir die Gultigk-eit von (I) unter dn Bedingungen (40) bewiesen. 
Es ist klar, daB durch hinreichend oftmalige Wiederholung des. Verfahrens jedes 
beliebige komplexwertige Zahlenpaar b, c (c + 0, —1, —2, ...) in den Giilt . igkeits-

•	bereich der Entwicklung (1) einbezogen werden kann. Damit ist Satz 1 vollstandig 
•	bewiesen U 

4. Folgerungen 

Tm Beweisschritt 8 wurde gezeigt, daB in der Entwicklung (1) eine der Suminen 
weggelassen werden kann, wenn a 1 oder a2 beschränkt ist, denn dann strebt (1 - 
exponentiôll entweder gegen Null oder gegen Unendlich. Das gilt nattirlich auch ohne 
die Einschrankung c 1 > b 1 > 0. Wir wollen dieses einfachere Resultat mi folgenden 
Satz zusammenfassen. 

Satz 2: Für beliebige /este koinpiexe Were b, c (c	0, —1, —2, ...) und z E (J 
besitzt F(a, b, c; z) bezüqlich jal -1W _c die asyniptotische Eniwicklung 

F(a, b, c; z)	(1 - z)° (az)b	00	
/	 z  

F(c)	'	- f(b)	-	c, 1c - b, c; - i) (c - b), 
a- 

', 
—0	 Z

wenn
a 1 = 0(1), a2 - 00	und y <0	oder 

a 1 = 0(1), a2 —* —oo mid y> 0	oder 

a2 = 0(1), a 1 - 00	vnd 0 <z < I oder 

-• •
	a2	0(1), a 1 — -oo und z < 0	isI.
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Es 1st

	

 
C; z)	(—uz)-b E c,(b, c; z) (b), 

a- 
', F(C) 

weun
.a 1 =O(1),c12	cx	und y>O	oder 

a1=O(1),a2-*—c,o und y<°	oder
u=O(1),ai-±_co.undO<z<1jr 
a2 ==0(1),a 1 --oo	und z<O	zt.	 S 

Wegen F(a, b, c; z) = F(b, a, C; z) erhält man durch Vertausehung von a- tind b 
in den Sätzen. 1 und 2 unniittelbar asymptotisehe Entwicklungen von F(a, b, c; z) 
bezuglich Ibi —> oc bei festen Werten von a, c + 0, —1, —2, ... und z € 0. Auf éine 
det.aillierte Formulierung dieses Ergebnisses kann hier verzichtet wérden. In [5] ist 
der entspreehendè Satz für die asyniptotischen Darstellungen angegeben. 

5. Berechnung der Koeflzienten c, 

i)ie Koeffizienten c(b, C; z) sind als Taylor-Koeffizienten der durch (2) gegebenen 
Funktion g(s; b, c; z) zwar prinzipiell für beliebig hohe Indizes v berechenbar, aber 
die Rechnungen werden schon fur relativ kleine Indizes sèhr aufwendig und unüber-
sichtlich, so daB wir nocheine geschlossene 1)arstellung der, c, angeben wollen. - 

	

Setzt man g(s) = A(s) B(s) e8 mit	-	 - 

e8 — 1 b—i	 / 52 - - 
A(s) 

= (;	

b1 

)	
= (1 ±	

.)	
= [t + ri(s) ]b-I 

	

+	 ,	(49) 

B(s) 
= (e8 —i + z )C—b—. I  

= ( i + +	+ 
...)

1 = [ 1 + r2(s)]', 
-	 - (50)

so erhält man nach der Leibnizsehen Produktregel 

c(b, c; z)
!	

0) 
=
	(v)

	() A
) (0) B(k)(o) 

-	=	 akj9,k,	 (51) '  (v — ,u)! k=o 
wobei £xkund fik die Taylorkoeffizienten der Funktionen A(s) bzw. B(s) mi Nullpunkt 
sind:  

	

A(k)(0)	B(k) (0)	 S	 - 

19k 	 (2) 

Sic können wie folgt berechnet warden. Für eine iiii Nullpunkt holomorphe Funktion 
r(s) = a1s ± a282 +	und eine beliebige Konstante y ist	 * 

• -	[1 ± r(s)] =	()rA(s)=	()r1(s) + O(s')	(s	0).	(53) 
A-=O	-	1=0  

Nach dem Polynomiallehrsatz gilt für jedes 2 € (0, 1, 2, ..., k) 
Sri(s) = [a 1s + a2 S2 + ... + ask]i '+ O(s)	 S 

=	2!	
ai2 ' ... akAts!2r +k1 + O(sk+) ,	S	 - 

	

/.1.	 5	 -
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wohei fiber alle k-Tupel (Ar, ..., A) nichtnegativer ganzer Zalilen zu summieren ist, 
deren Sunirne gleich A ist und für weiche A - 2A2 + ± kA k ist. Wir ordnen 
nachPotenzen von s und erhalten 

k 
r 1 (s) = !' C	+ Q(s)	 (54) AA 

mit

(1A:5;i:5k),	(55) 

wobei die Summation bei vorgegebenem festen k	1 über alle nicht.negativen, 
ganzzahligen Losungen des Gleichungssystems 

1	(1	;5k)	 (56) 
-	 1.1 +2/2±....+k1.k=J  

•

	

	zu erstrecken 1st. Setzt . man (54) in (53) em, so ergibt sich nach .Vertauschung der 
Summationsreihenfolge 

[1 +r(s)] = I +	
() 

C)] s + 0(sk1)	 (53 
11	Al' 

und dantit 

.:	 +r(s)]i=o=X ()CAk	(k= 1,2,...)	 (58) 

mit

Ak Clk	C11 =	A1! A! )k! Ui ... a,	(1	A	k),	 (59) 

wobei die Summation uber alle nichtnegativen, ganzzahligen Losungen des GIei-
chungssystenis

60 
2 1 + 222± ... ± kAk =k	 .	

.. 

zu erstrecken ist. Insbesondere erhält man daraus nach (49), (50). unçl (52) für 
•	r(s) = r 1 (s), y = b	1 bzw. i(s) = r2 (8), y = c - b - I 

a o =	
(b_ 1)C1k(	

(k	1)!)	
(k= 1,2,...),	

61) 
o	

1,4k=±(c_._1)cAk(l,...,)z_l	(= 1,2,...). 

Aus (51) und (59) bis (61) lassen sich nun die c, übersichtlich berechnen. So erhält 
wan aus (59) und (60) leicht  

C1 = a	(i= 1,2,3, ...), 

C22 = a 2  C23 = 2a 1a2 , C24 = a2 2 -- 2a1'a3, 

C33'= (LI e , C34 = 32a	C44 = a14. 

Daraus lassen sich nach (61) a j , fli (1 = 1, 2, 3, 4) und schlieBlich aus (51) c 1 bis c4 

15 Analysis Bd. :3, Heft 3 (1984)
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• ermittein. Wir geben aus Platzgrirnden nur die Koeffizientén c0 bis c3 an: 

b — i c—b—i = 1, C 1 = 1 
± _2 +
 

z 

1) +(b 1)+c_b_1 (3±b— 1) +(c__ 
1) 

C3	

1 + 11 
(b	

+ 5 b — 1) + I (b —^1) + c_b_l[14+ll(b 1) 
6	24	12( 2	8	3	12z 

• ± (b
	

)] 

+(c :_ ' )[4 ±(b — 1)] + i(cb	1) 
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