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Flächensätzo für quasikonform fortsetzbare Abbildungen 

E. Hoy 

In dieser Arbeit wird eine Erweiterung des Flachenprinzips auf konforme Abbildungen mit 
einer Q,-qua8ikonformen Fortsetzung in die Komponente 8, des Komplements eines Gebietes 
S gegeben. Für these Abbildungen wird ein verailgemeinerter Flhchensatz bewiesen. Die Un-

gleichungen sind scharf; die Extremalfunktionen sind mitder Lãsung der Gleichung w1 
= ,.s(z) verbunden, wobei i(z) eine stuckweise konstante Funktion ist. Diese Flkchensktzc 
werden für die Abschatzungen des Wertebereiches des Koeffizienten von z-1 bei Laurent..-
entwicklung in der Umgebung von co, der Schwarzschen Ableitung mid des Golusinscheri 
Funktionals angewandt. Zulotzt wird die Moglichkeit einer Erweiterung aul konforme Ab-
bildungen mit quasikonforrner Fortsetzung gezeigt. Fur Grunsky8che Gebiete sind. these 
Ungleichungen asymptotisch scharf, wenn die Dilatationsbeschrankung gegen eine Konstante 
konvergiert. - 
B aTou pa6ove gaë'rcii pacmlapeHHe DPHHLtHna nmona.gei Ha FCOH4)OPMHbie oT06paHeHnn c 
Q-xBaaH1(oLI4lopMHuM IlO1OJI?HüHHM B HomnoHeHTY Zj IonoaHeHna o6JIacTH l. ,LJ1H aTlix 
oTo6pa)+ceHHl AoHaaMBaeTCF1 o6o6ueJ4iias TeopeMa nnouajek. HepaBeHcma ToqHble, acTpe-
Ma.mHble YHKUHM cBaaaHw C pewenHeM ypasHeHHaw3 = p(z) i, npe (z) nBl11eTCH 
FCyCOHO-IIOCTOHHHOtt lt yHxUHe. 3T11 TeopeMM nJ1oIqajefl IfcnoJlbayloTcf JJ1H o[eHHM 
o6JIacTel BHaqeHHtk Roa44rniHeHTa upe z-1 JopaHoBCK0r0 paaJIo)ReHHH B O}cPeCTHOCTM 
6eCj(oHeqHO1R TO4ICM, flpoH3BoJH0fliisapua H lyHHqHoHa.J1a roJiyaMHa. B HOHUC nolcasbI- 
BaercJs B03M0KHocm pacwpe Ha MOH4IOpMHMe 0T06pmReHMR C RBaaMxoH4opMHwM 
npo1ornMeHHeM. JJ,.ni o6JIacTefl FpyHcKorO BTH HepaBeiicTBa acHMn'roTi qecicw roq imze, ecn 
orpanwiee 0TRJI0HeHHR CXWUITCH H nOCTOFIHHOMY qHCJIY. 
In this paper an extension of the area principle to conformal mappings with aQ-quasiconformal 
continuation into the component F8 j of the complement of a region 1l is given. A generalized 
area-theorem is provedfor these mappings. The inequalities are sharp; the extrernal functions 
are connected with the solution of the equation WI = (z) with /1(z) being a piecewise 
constant function. These area theorems are applied to the estimations of the ranges of the 
coefficient for z' of the Laurent expansion in the neighbourhood of infinity, the Schwarzian 
derivative and Golusin's functional. Finally the possibility of an extension to conformal. 
mappings with a quasiconformal continuation is shown. For Gruneky's regions these in-
equalities are asymptotically sharp, if the restriction of the dilatation converges to a constant. 

1. Einleitung 

Die Losung von Extrernaiproblemen in gewissen Kiassen konfornier oder quasi-
konformer Abbildungen spielt seit langem eine wicht.ige Rolle in der geometrischen 
Funktionentheorie. Als ein rnoglicher Zugang zu dieser Prohiematik hahen sicli 
Flächensätze erwiesen. Solche Sätze sind Mr gewisse Kiassen von konfornicn Ab-
bildungen in [3, 5, 7, 17, 19, 20, 22] erhalten worden. Für gewisse Klassen Q-quasi-
konform fortset.zbarer konformer Abbildungen sind in [2, 6, 9, 12, 181 Flächensätze 
zu finden. Tnt Gegensatz zu den Flächensdtzen für konforlue Ahbildungen ist bei 
den zuletzt genannten Fliichensätzen nieht mimer kiar, ob das Gleichheitseichcn in 
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den Ungleichungen durch eine Abbildung der betreffenden Kiassen realisiert werden 
kann. IM folgenden werden Flächensätze hergeleitet, bci denen wenigstens cine 
Abbildung angegehen werden kann, für die das Gleichheitszeichen . jn der jeweiligen 
Ungleichung steht. Daran anschlieBend werden die genaucn Wertebereiche einiger 
Funktionale mit Hilfe der Flächensätze bestimmt. Letzteres stelit die Lösung ent-
sprechender Extremaiprobleme dar (hierzu siehe[10, 12]). 

Im weiteren sei QI em n-fach zusammenhangendes Gebiet, da.s von einfach ge-schiosseneri analytischen Kurven berandet ist und oo als inneren Punkt enthält.. Die 
Randkurven von Oi sind in mathematiach positiver Richtung (d. h. 0$ zurRechten) 
orientiert und werden mit , 0, . .., bezeichnet. Im folgendcn sei das Innere 
von Gi jewejismit jbi benannt, und es wird noch 

n 
=uo 	8=u81 

1-1 

gesetzt. Weiterhjn seien Q . und 0, reelle Zahien mit Q 1 E [1, ) und 0 . € [0, z) für alle j = 1,2, ..., n. Fur soiche Zahien wird der Abkurzung halber im weiteren 
= (Q1, Q2...., Q,,) und = (0 1 ,62 , .. .,0,,) geschrieben. Alit Z(0$. ) wird die Menge 

aller schlichten stetigen Abbildungen der Vollebene auf sich bezeièhnet, die in 0$ 
konforni sind, wobei bei z= oo die Entwicklung z + regulare Funktion vorliegt, und die jeweils nach jB j noch Q•-quasikonform fort,setzbar sind (j = 1, 2, ..., n). T(w) ist im folgenden zu vorgegebenem f(z) E Z(, ) eine im AbschluB von /(8) analytisehe 
Funktion, die auf keiner Komponente des Komplement.s von /(03) konstant ist. 
Ahnlich wie in [20: Satz 5.1 bzw. Satz 4.13] erhält man 

{T[/(z)]J'	A,ø,'(z)+ 2'A,p,'(z)	 (1) 

fur afle z E 0$; die hinreichencj nahe,bei E liegen, und 

(,	
A, 2 —,	1,I2 = 	IT'[/(z)]12 [ /j(z)I 2 - /(z)I 2] dx dy.	(2)18

Dabei stelit {',(z), (z)}, 12 das Laurenteche Firnktionensystem in [20] dar. Die 
Eigenschaften diese8 Funktionensystems sind in [201 in der Einleitung und im 
Kapitel 4 zu fiñden. 

Im weiteren spielt die Gleichung 

W(z)	 .e2i8Iw;;)	S	

S	 (3) 

flir alle z E 58 j mit den oben lerkhirten Q, undO, cine zentrale Rolle (j= 1, 2, ..., n). Bevor die Herleitung eines Flächensatzes beginnen kann,' werden zwei wesentliche 
Voraussetztingen für die folgenden tYherlegungen formuliert. 

A) T(w) wird (in eventueller Abhängigkeit von 1(z) € E(0$, )) so gewählt, da1 T(w) für alle /(z) € E(03, ) jeweils irn Ahschlut3 von /( 58) analytisch ist. 
B) Es existiert eine Abbildung /*(z, & € L(®, ), für die T[f*(z , O)] der Gleichung. (3) genügt.
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2. Herleitung eines Flächensatzes 

1st /(z) € E(0, ) fest vorgegeben, und setzt man qj= (Q1 - 1)/(Q 1 ± 1) für 
j= 1,2,..., n., so folgt aus (2)	 S 

n
 (

co IA,1 2 - . I2,1)	E (1 - q12) ff I{TEI(z)]iI 2 dx dy.	 (4) 
'=1	'=1	1=1 

Wegen
0	I(T[/(z)] - {T[/*(z , , 6)]1.12= I(T[/(z)]I.12 

- 2 Re ({T[/(z)1I. . {T[/(z, , O)]) + I{T[f*(z, , Ô)]) 

und wegen der Analvtizitat. von {T[/*(z, , )]) im AbschluB von 58, die aus (3) und 
der Fu8note in [14; S. 2711 folgt, ergibt sich mit Hilfe des Gaul3schen Integralsatzes 
aus(4):

(fl 2 _ 'I2.I 2)	 . 

2 Re (_ j ( l - q•2 ) f T[/(z)] IT[/*(z, , dz 

-. E (1 —q12) ff {T[f(z, 0 , 6)11.12 dx dy.	 (5) 
•	 1 

Das Gleichheitszeichen steht in (5) sicherlich fur /*(z, (, O) (siehe (4) und die folgende 
Gleichung).Mittels ailgemeiner Sätze in [1, 19, 20] und aus (1) folgt dann leicht die 
Darsteilbarkeit des Kurvenintegrals in (5) als Linearform in fit., A;I,1.2.... und die. 
quadratische Summierbarkeit der Betrage der Koeffizienten dieser Linearform. 
Damit hat man 

S a tz 1: Mil den Bezeichnungen aus der Einléitung ergibt sic/s bei Vorgabe von ô und 
tinter den Vorawssetzungen A) u,zd B) für alle 1(z) E E((i, ) 

(

00	 w 

jA, - A,1 2 - ' 2, - aI2)	. 
'

 n(
IA,I 2 -	IaI2) - Z(' - q2) ff j{T[J*(z, , 6)]2dxdy	(6) 

'=1	 j=1 

A. 	,)fz) (T[/*(z,)]zdz, 
al

(7) 
a, = ---

	
(1 -- q2)f5{T[/*(z , )]Ldz 

/ür v = 1, 2,..., 9. Das Gleichheitszeichen ste/u in (6) /ür /*(z, , ). 

Bemerkungen: a) Mah erhült eine n-parametrische Schar von Flächensätzen. 
wobei 6 der Parameter ist.	•. 

b) 1st speziell das Auliere des Einheitskreises und T(w) = w, so geht (6) unab-
hangig von 0 l fiber in	 S 

(1 -	I2i2)	- q12).
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Diese Ungleichung wurde in [12: Satz 211 und in [18) in anderer Symbolik angegeben. 
Ferner 1st sic auch in [9] zu finden. 

c) Die Diskussion daruber, wann in (6) das Gleichheitszeichen gilt, folgt im nächst.en 
Abschnitt. 

3. Diskussion des Gleiehheits!alles 

Man uberblickt leicht, daB das Gleichheitszeichen in (6) für Abbildungen /(z) € E (J,

	

)genu dann steht, wenn	 - 

Ih(z)/I(z )I	qj
	 (8)  

fast überall in 8, gilt (j = 1, 2, ..., n) und 

{T[f(z)]) = {T[/*(z, 0, )])z
	 (9)

fast überallin t gilt. Da der auf der rechten Seite von (9) stehende Term in 
analytisch ist, uherlegt man sich sofort, daB {T[/(z)]} 1 ebenfalls these Eigenschaft hat. 
Das folgt aus der Integration von (9) nach z, die für T[J(z)] die Darstellung als 
Summe einer analytischen und antianalytischen Funktion bringt, und einer sich 
anschlieBenden Differentation nach Z. Deshalb ist (8) äquivalent mit 

= q, e21'{T[f(z)]l	 (10) 

fast uberall in , (j = 1, 2, .., iv). Dabei sind alle #I reelle Zahlen aus [0, em). Für 
T(w) -_ w, Q1 = Q2 = = Q = Q und 0 = 02 •.. = 0. = 0  werden these 
Zahlen bei einfach zusammenhängenden Gebieten und bei Orunskgschen Gebieten') 
(hierzu siehe [11]) bestimmt, denn die Frage, für welche fl i eine Abbildung /(z) 
EE(i, ) existiert, die (9) und (10) genügt, ist keineswegs trivial. Der Einfachheit 
halberwird statt /*(z, , ô) bzw. 2(5, ) in diesen Fallen /*(z, Q,0) bzw. E((i, Q) 
geschrieben. AuBerdemwird q = (Q - 1)/(Q + 1) gesetzt. Es sei noch bemerkt, daB 
in diesen Fallen die Voraussetzungen A) und B) erfillt sind and f*(z, Q, 0) durch (3) 
bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt wird. 

1. 03 sei einfach zusammenhangend und sonst wie im Abschnitt Einleitung erklärt. 
Es wird untersucht, weiche SchluUfolgerungen sich aus 0 in (9) ableiten lassen. 
Aus(9) und (10) folgt dann, daB 

e21 (801)/(z)	f*(z, Q, 0), 
, in S8 analytisch ist. Wegen fl +-0  kann letztere Funktion durch 

g(z) [e2i(°Pt)	11 
ersetzt werden, wobei dann g(z) in 05 bis auf e'inen Pol mit der Entwicklung z + regu-
läre Funktion bei oo analvtisch ist. Damit ist aber g(z) - z far alle z € C konstant. 
Wegen	 - 

- /*(z, Q, 0) = g'(z) [e2h(e .) - 13 - e' 1 °" - 1 

folgt aus (9) /*(z,Q, 0)= 1 fast tiberall in 58. Daraus schlleilt man 
/*(z , Q , 0) = z 4- qe210 + consi in J8. 

Daniit existiert aber eine in J analytische Funktion h(z) mit den Randwerten 
vie man der Normierung von I *(, Q, 0) ent-nimmt. Entwickelt man h(z) auBerhalb 

') Ein Gebiet G (wie in Abschnitt I erklärt) heiBt Grun8ky8chesGebiet (oder vom Grunskyechen 
Typ), wènn die Summe aus den hydrodynamisch normierten schlichten.konformen Horizon-
tal- und Vertikalschlitzabbildungen dieses Gebietes gleich deni Zwcifachen der Identität i8t.
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eines hinreichend grotlen Kreises urn den Punkt 1i	in der z-Ebene, so folgt leicht, 
dalI [h(z) - h(oc4] [z - /] dort und daher auch in Q5 analytisch ist. Offenbar hat 
these Funktibn abcr reelle Randwerte und erweist sich somit in 1i u als konstant. 
Für z E (9 gilt Iz - = coast, d. h. (1 is  eine Kreislinie. Mittels Satz 21 aus [121. 
bzw. nach [18] [siehe auch 2.b)] uberlegt man sich, daB irn Fall des AuBeren eines 
Kreises für 05, und wegen dem eben Bewiesenen nur in diesem Fall (bei einfach zu-
sammenhängenden Gebieten) für alle f*(z, Q, a) + consE mit a € [0, n) in (6) das 
Gleichheitszeichen steht. 

2. t1S sei ein Grunskysches Gebiet und sonst wie im Abschnit.t Einleitung erklàrt, 
wobei noch n. 2 gelte. Offenbar genugen die in Gleichung (8) in [10] angegebenen 
Funktionen den Bedingungen (9) und (10) fur fl = 2 = •.• = P. und liegen in 
E((li, Q), d. h. alleFunktionen f*(z, Q, a) + const mit beliebigem a aus [0, ) haben 
diese Eigenschaf ten fur /3 = /32 = = fl. = a. Man zeigt mm auf indirekthm Wege, 
daB das Gleichheitszeichen in(6) nur für these Funktionen stehen kann. Dann'kann 
man ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB bei éiner soichen Funktion 
1(z) in (10) fl t= #2 gilt. Damit ist wegen (9) und (10)1(z) - f*(z, Q, fl) in Z, konstant 
und auf ( noch regular. Nach analytischer Fortsetzung dieser Differenz nach ( 
ist dièse auf noch konstant, woraus sich leicht em Widerspruch zu /3 4 /32 ableiten 
lällt, indern man analoge Uberlegungen für /(z) - f*(z, Q, fl) anstellt und die Un-
abhangigkeit der Funktionen f2*(z, Q, 0) von 0 beachtet. Zusammenfassend hat man 

Satz 1': Unter den Voraus8eizungen von Satz 1 8teht in (6) das Gleichheitszeichen 
nur für Abbildungen f(z) aus E((S, ), /fir die 

= {T[/*(z, 0, )]I 

fast ilberall in und 

= qj e21'{T[J(z)]) 
fast überafl in 13, (j = 1, 2, ..., n) gelten. Dabei sind die /3, reelle Zahien aus [0, n). Für 
T(w) w, Q1 = = ... = Q,, = Q und 0 1 = 02 =  ... = 0,, = 0 s-md die Voraus-
seizungen A) und B) er/jut, und es ergibt szch, dap bei ein/ac,h zusammenhangenden 
Gebieten derbetrachteten Kiasse, die nicht vom Grunskys.chen Typ sind, das Gleichheit8-
zeichen in (6) nur /ür /*(z, Q, 0) + const steht. Bei Grun.skyschen. Gebieten gilt- das 
Gleichheilszcichen in (6) /fir alle Funlaionen /*(z, Q, a) + const mit a E [0, z) und nur 
/fir diese.	- 

4. Bemerkangen und Verbindungen zu einigen bisher erschienenen Arbeiten 
llber these Problematik 

a) Satz 1 verallgemeinert die Flächensätze für konforme Abbildungen von 03, die 
bei z = co einen Pol mit 'der Entwicklung z + regulare Funktion haben. Solche 
Sätze sind in verschiëdener Symbolik in [7, 17, 19, 20] zu finden. Ersetzt man närnlich 
fur Q, = co in (6) und(7) 

(1 - qj2) {T[f*(z , 0, 6)11. 

durch Null, so crveisen sich soiche FIächensãt . e als Spezialfalle von Satz 1. 
h) Die Sätze 1 und 1' wurden im Fall des AuBeren des Einheitskreises als Gebiet 03 

in [9, 12,18] bewiesen, wobei in den letztgenannten Arbeiten der Spezialfall T(w)	w
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betraehtet wurde. Fur T(w) w, Q1 =	= ... = Q. = Q und O = 02 =	= 0,, 
= 0 ergibt sich bei Grunskyschen Gebieten aus (6) 

7r  <q2II, 

wobei j der Flächeninhalt von18 1st. Diese Ungleichung ist in einem Flächensatz 
in [21 angegeben worden. Weiterhin ergiht sic sich für Grunskysche Gebiete auch aus 
Folgerung I in [6]. Zur Diskussion des Gleichheitszeichens in den beiden Arbeit.en 
8ei bemerkt, daLI Satz 1' die Cberlegungen in [2] vervollständigt, und in [6] nur 
bei Grun8kyschen Gebieten für alle dort in (6) aufgefuhrten Funktionen das Gleich-
heitszeichen in der Ungleichungvon Folgerung I stehen kann. Letzteres folgt ähnlich 
wie in 3.1. Liegt dagegen in [61 kein Grunskysches Gebiet vor, so ist nicht kiar, ob 
die dortigen Flachensätze scharf sind. Ahnliche Flachensätze könnte man auch wie 
in Abschnitt 2 gewinnen, wenn statt {T[/(z, 0, O)]), eine im Absehiull vonanaly- 
tiscbe, sonet beliebige Funktion (z. B. eine Konstante wie in Folgerung 1 

3
von [61) 

verwendet wird.	 - 
c) Unter den in b) genannten Voraussetzungen an T(w), 0 und 6 kann man einen 

Spezialfall von Satz 1 mittels ähnlicher Vorgehensweise wie in [2]und [18] erhalten. 
Jedoch wird nicht wie dort if,(z) - 11, sondern /(z) - /2 *(z, Q,0)I durch Null ab: 
gescbät.zt Die ubrigen Uberlegungen laufen analog zu Abschnitt 2. In diesem Fall 
kann man sogar ein beliebiges randañalytisches Orthonormalsystem im Hilbertraum 
aller in(9 analytischer Funktionen, deren Ableitungen (erste komplexe Ableitung 
na.ch z) uber noch betragsmä0ig quadratisch integrierbar sind, anstatt des Laurent-
schen Funktionensystems verwenden. 

d) Die Berechnung von /*(z, (, ô) ist in einigen Spezialfällen mit Hilfe der Vber-
legungen in [15, 161 moglich. 

5. AbschAtzung von Funktionalen° mit Hill e dër Flãchensitze 

Es zeigt sich im folgenden, daB für Q1 = = ... = Q. =! Q und 0 1 = 
= 0,, = 0 sich die genauen Wertebereiche vom Koeffizienten für z' hei Laurent-
entwicklung im Punkt no, der Schwarzschen Ableitung und das Golusinschen Funk-
tionals (z. B. in [5: (4); auf S. 115 in der deut.schen tIbersetzung zu finden], wobei 
die Abbildungen beliebig in Z((, Q) variieren, mit .tels Satz 1 bestimmen la8sen. In 
jedem Fall erhält man dabei eine einparametrische Schar (Parameter 0) von Punkt-
mengen, die den gesuchten Wertebereich umfassen und mindestens einen Randpunkt 
mit ihm gemeinsam haben. Elementargeometrische tYberlegungen liefern dann je- 
weils, daB die genauen Wertebereiche gerade die Durchscbnitte aller Punktmengen 
der Schar sind. 

Bevor die Beispiele ahgehandelt werden, rnácht es sich notwendig, einige Be-
zeichnungen aus [20] einzüfuhren. Mit j8(z, ) (C € IJ \ {oo),O € [0, ii)) wird die-
jenige schlichte konforme Abbildung von 03 auf ein Schlitzgebiet, das von logarith -
mischen Spiralen mit der Neigung0 gegen Strahlen aiis dem Ursprung berandet wird, 
hezeichnet, die bei z = no die Entwicklung z + reguläre Funktion hat und t in 0 
iiherführt. In bekannter Zweigwahl beini Logarithrnus sei 

R(z,) =_	log	 P(z, )= --iog
 

I/2Z].
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AuBerdem wird mit Hilfe des Laurentschen Funktionensystems in [20] die Kern-
funkt.ion K*(z, C) durch 

K*(z,	=	q,'(z) q,'() 

gebildet. 

5.1. Ab8chAtzuug vom Koeffizienten filr z bei Laurententwicklung im Punkt co 

Im folgenden sei T(w) w, und es gelten die Voraussetzungen an ( und O vorn 
Anfang des Abschnittesi Es ist dann für /(z) E Z((, Q) gernaB (1) 

1(z) = a111 (z) +E A,,,(z) + const in i,	 (11) 

/(z) = z ± E+ const in.Umgebung von 00.	 (12) 

all hangt-wegen der festen Normierung von /(z) . bei 00 nicht von dem speziell ge. 
wählten /(z) ab, und es gilt 

a11 -..	-..f,i(z)dz.	 S 

Wie in [20] wird q 1(z) so gewah]t, daB a 11 positiv ist. Zwischen 1 und a besteht die 
Beziehung (siehe auch [20: (5.29)]) 

= (ai - b 11 )/a11 .	 ( 13) 

b 11 ist dabei eine nur von Q5 abhangige Zahi, die in (4.1) von [20] verwendet wird. 
Wegen T(w) = w ist f*(z, Q, 9) durch (3) bis auf eine additive Konstante eindeutig 
bestimmt, und die Koeffizienten dieser Funktion in (11) und (12) werden mit ).,*(Q, 0) 
und tx,*(Q, 0) (v = 1, 2, ...) bezeichnet. Dann folgt in diesem Fall für (6), da hier die 
Vorauussetzungen A) und B) erfuflt sind, 

- 21 (Q, 0) + a 11q e2102 IA, - A, t(Q, 6)1 2	a 1q2 .	 ( 14)

Hieraus entniimt man fur ). l die scharfe Abschatzung 

JA I	A1*(Q, 0) + a13q e26 I 5 a11q.	 (15) 

Mittels (13) schlie3t man aus (15), daB aj*(Q,0) eine Losung des Extremalproblems 
inE(,Q) 

Re(e 28c 1 ) = Max.! 
darstellt. In volliger Analogic zum Beweis von Satz 1 in [10] ergibt sich 

Folgerung 1: Der qenaue Wertebereich von a [siehe (12)] für alle Abbildungen 
/(z) € E( Q) ist em e abgesch2ossen.e Kreisscheibe mit dem Mii'telpunkt bei 

[a*(Q0) + 1*(Q, n/2)]/2 
und dem Radius	. •.. 

a j *(Q, 0) - 
Dabei sind ai*(Q, 0) die Koe//izienten a 1 bei /*(z, Q, 0) in (12) fürO € [0, az).
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5.2. Abschãtzung der Schwarzschen Ableitung 11(z), z 

Im folgenden sei neben den zuvor an 0 und O gesteliten Voraussetzungen T(w) = 
[w - /()], wohei C E 05 \ fool sein mogc. Die Voraussetzung . A) ist offenbar erfullt, 
undda T[/(z)] = f'(C)![I(z) /()] die Vollebene stetig und schlicht auf sich abbildèt, 
in $J konform ist (wobei bei z = die Entwicklung (z - )-' + regulare Funktion 
vorliegt) tind in 8 (3) genugt, folgt Jeicht die Existenz von J*(z, Q, 0), d. h. Voraus-
setzung B) ist ebenfalls erfüllt. Damit erhält man wie in [20: Beweis von Satz 6.21 
aus Satz 1 dieser Arbeit 

	

-f- .1?(z, )	-	^:; [J a(z) q,.(z) dz] q''(C) 

wobei a(z) = (1 - q2 {T[f*(z, Q, O)]} in 93 u gilt und von 0 € [0, ) abhangt. In 
(16) wird das Gleichheitszeicheñ jeweils für /*(z, Q, 0) realisiert. Letztere Funktion 
ist durch (3) bis auf cine additive Konstnte eindeutig bestimmt. Diese Konstante 
hat aber keinen Einflul3 auf den Wert der Schwarzschen Ableitung. Dureh elementar-
geometrische t)berlegungen ergibt sich wieder	- 

Folgeriing 2: Dergenaue Wertebereich von(j(z),z) 2  (C € i \ {oo) /fir/(z) €E(, Q) 
ist eine abgeschioásene Kreis.scheibe mit dem. Miue2punki bei 

[(/*(z, Q, 0),	+ {/*(z, Q, z/2), z)]/2 

und dem Radius 

If/*(z, Q, 0), Z)z=.0 - {/*(z, Q, /2), z)!/2 

5.3. Abschätzung des Oolu ginschen Funktiouals 

Es seien y (1 = 1, 2, ..., m) nicht sämtlich- verschwindende komplexe Zahien, und 
neben den Bedingungen an 0 und 0 sei im folgenden 

T(w) = —'y log[w - 

mit z1 € 05 \ f 60 für alle I = 1, 2, ..., m.'
. 
.Voraussetzung A) ist offensichtlich erfU1l, 

und aus Satz 1 in [12] ergibt sich, daB Voraussetzung B) ebenfalls erfullt jet. Damit 
erhält man vie in [20: Beweis von Satz 65], daB der Wertebereich des Gousinschen 
Funktionals fur /(z) E E(i, Q), gegeben durch 

L(/) =	yk', log
 1&0 

_Zk -ZI ]

	

(17) 
k,1=1 - 

in einer Kreisscheibe mit deni Mittelpunkt 
In	 I	m 

v'	Jr 

	

,=	
)dzJ (z1)} LVkY(, zz) +	 f a(z) ---- -	1 '-' I 1.1=I 

und deni Radius 

YkY1(Zk, z,) 
k.I= I
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enthalten ist. Dabei gilt a(z) = —(1 - q21 {T[f*(z, Q, O)]} in u (, und a(z) hangt 
insbesondere von 0 ab, das in Satz 1 vorgegeben wird. Die ohige Kreisscheibe ist 
ferner abgeschlossen, und der Wert des Funktionals für j*(z, Q, 0) liegt dabei jeweils 
auf dein Rand derselben. Wie im Abschnitt 5.2 ergibt sich hieraus 

Folgerung 3: Der genaue Wertebereich des Golusiuschen Funk1ionals (siehe (17)) 
für alle Abbildungen 1(z) aus Z((J, Q) ist eine abgeschtossene Kreisscheibe mit dew 
MiUel punkS	 S 

{L[f*(z, Q, 0)] + L[/*(z, Q, n/2)]I/2 

und dern Radius 
L[J*(z, Q, 0)] - L[/*(z, Q, 7r/2)]I/2. 

Bemerkungen: a) Die Folgerungen 1, 2 und 3 verallgemeinern die Folgerung 
aug Satz 5.2 in [20] und die dortigen Sätze 6.2 und 6.5, die sarntlich den Fall von 
konformen Abbildungen des Gebietes ® behandein. Aullerdein sind soiche Spezial-
falle auch in (17: S. 304/2.1 angegeben worden. 

b) In [10] und [12] sind these 3 Funktioñale unter wesentlich aligerneineren Vor-
aussetzungen abgeschätzt worden. Die Folgerungen 1, 2 und 3 stellen Speziaifälle 
dieser Uberlegungen dar, die dort mit Hilfe von Variationsmethoden bzw. der 
Grötzschschen Flächenstreifenmethode zu entsprechenden Abschätzungen führten. 
Die Wertebereiche anderer dort betrachteter Funktionale sind durch analoge Rech-
nungen wie in diesem Ahschnitt in hier zugrundegelegten Spezialfallen ebenfalls 
bestimmbar. 

c)Ist 3 das AuBere des Einheitskreises, 80 enthalten aul3erdem [2, 3, 5, 8, 9, 18, 
21, 22] Spezialfälle der Folgerungen 1 --3. 

6. Ein Flãchensatz für eine Kiasse nichtschlichter Abbildungen 

Es sei N(i, ) die Menge aller in GJ \ {co} analytischen Funktionen w(z), die bei 
z = ' die Entwicklung z + regulare Funktion haben und fur die w(z) .naéh 
jeweils Q,-quasikonform fortsetzbar ist (j =I 1, 2, ..., n). Aus aligemeinen Sátzen in 
[1: Chapter V] entnimmt man, wenn w(z)I 2 ilber 58 integrierbar ist, - 

w(z) -1 = _iff 2 ddi.	 (18) 

Dabei ist C = + i. Aus (18) entnimmt man wegen der Isometrie des T-Operators 

ff W(Z) - 1! 2 dxdy + jf W I(z) - 112dxdy= fflwz)I 2 dzdu.	(19) 

Aus (.19) folgt die Endlichkeit des zweiten Integrals auf der linken Seite dieser Glei-
chung und daniit die Darstellung in J 

w(z) = z 4-	fL,q,(z) + const.	 (20 

Die Funktionen ,(z) (v = 1, 2, ...) sind aus dein Laurentschen Funktionensystem 
in [20] gewahlt. Urn im weiteren ähnlich wie in Abschnitt 2 vorgehen zu können,
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benot .igt man folgende Vorauseizung: - 
C) Die Gleichung 

w(z) =	±	c;	in	(j = 1, 2, •.., 

besitzt eine Lösung w*(z, , O) in 1T(ø , ). 
Durch analoge Rechnungen wie in Ahschnitt 2 folgt dann 

Satz 2: Für alle Abbildungen w(z) E N(03, ) gilt iznler Voratz.sselzung C) mit den. 
Koe//izienten'au.s (20)

I a Q+1
2 

	

b,12	 Qj - 2:	2:	1 e 2 '0'
r 

w*(z, & (p,'(z) dz ,	(21) 
:2  

wobei 6 wie in Abschnitt 1 beliebig, aber dann fest vorgegeben wird. Dabei ist 

b, = •---- L'f {l± 4Q,w*(z, & )I(Qi - 1)2 1 9;,(z ) dz (v = 1, 2,...). (22) 
:22 

Für w*(z, 0, ö) steht in (21) das Gteichheit.szeichen. 
Die Diskussion des Gleichheitsfalles wird für Q1 = Q2 =•• =	= Q und 
= 02 = = 0,, =0 bei einfach zusammenhängenden Gebieten und bei Grunskv-

schen Gebieten .durchgefuhrt. Dabei werden N(®, ) bzw. w*(z, 0, 0) mit N(, Q) 
bzw. w*(z, Q, 0) benannt, und es wird g = (Q + 1)I(Q - 1) gesetzt. Fordert man noch, 
daI3 q kein Fredliolmscher Eigenwert zum Neumaunschen Kern (siehe [4: S. 3ff.]) 
Von ist, so folgt aus den tberIegungen in [15], daB C) erfüllt 1st und w*(z, Q, 0) 
bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt wird. Analog wie in Abschnitt 3 
ergibt sich 

Satz 2': Unter den Voraussetzungen, dap Q1 = Q2 =	= = Q und 0 1 02 

= = 0,, =0 und au/3erdem q kein Fredholvwcher Eigenwert zum Neumannschen 
Kern von ( ist, steht bei einfach zusammenhdngenden (Jebieien derbetrachte1en Kla8se, 
die nicht vom Grunsky8chen Typ sind, das Gleichheitszeichen in (21) nur /fir w*(z, Q, 0) 
+ const. Hingegen gilt unter den. zuvor genannien. Vorausseizungen bei Grunskyschen 
Gebieten für a2le Abbild'ungen w(z, Q, a) + const mit a E [0, jr) und nur liAr die8e in 
(21) das Gleichheitszeichen. 

Bernerkung: In [13] ist dieses Problem fur das AuBere des Einheitskreises als 
Gebiet 3 betrachtet worden. Die Sätze 2 und 2' verailgemeinern die dortigen tTher-
legu.ngen. 

7. Flachensãtze bei ortsabhangigen Dilatationsbeschrãnkungen 

Bei Gultigkeit der Voraossetzungen A) und B) lassen sich die bisherigen tYberlegun-
gen auch für folgende Abbildungsklasse anwenden. Sei l[3, p0 (z)] die Menge aller 
schlichten stetigen Abbildungen /(z) der Vollebene awl sich, die in ® konform sind. 
wobei bei oc die Entwicklung z ± regirlare Funktion vorliegt, und für die fast uber-
all in

12 (z)/1 (z)I	[Po(z) - l ]I[ p ( z ) ± 11	 (23)
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• gilt. Dabei sei Po(z) 1 eine in 18 meBbare und beschränkte Funktion. Der Term 
auf der rechten Seite von (23) wird im weiteren mit g(z) bezeichnet. Wendet man in 
einer analogen Herleitung wie in Abschnitt 2 (23) zur Elimination von /(z) an, und 
ersetzt niandabei {T[J*(z, t, )]) in (5) jeweil8 durch 

e i{T[t*(z, 0, )]}/[l - q2(z)]	 • 

in 18, (j = 1, 2.... . n), 80 erhält man cinen veraligemeinerten Flächensatz. 
= (e Q2' ..., ) ist dabei em n-Tupel aus komplexen Zahien. Somit ergibt sich 

eine 3n-parametrische Schar (Parameter & 6 und 5) von Abschätzungen. Ferner 
kann 6 so géwählt werden, daB die rechte (von /(z) t 2, p0(z)} unabhangige) Seite 
der Ungleichung bei fest gewahiten ( und O einen minimalen Wert erhält. Der Uber-
sichtlichkeit halber wird ein eiñfacher Spezialfall betrachtet. Es sei J ei ,n Grunsky-
sches Gehiet, T(w) w, Q1 = =.. = = Q, O = 0., = ... = O, = 0 und = 
== = = . Die Voraussetiungen A), und B) sind hier offenbar erfullt, und in 
der angegegebenen Weise erhalt man nach einiger Rechnung (einschlieBlich der 
Minimierung der rechten Seite) 

Satz 3: 1sf	e in Grunskysches Gebiet und gilt T(w)	w, so ergibt sich für ails
E Z[3, p0 (z)] mit den Koe/fizienten in (1) 

1181 - 11812. [II 1 _q2(z)]	 .	( 24) 

Ferner ist	• 

= I18I .. [Jf )]	 ( 25) 

das Ergebnis der Mmnimierung der rechten Seite. 
Im folgenden wird eine relativ groBe Funktionenklasse der p0(z) angegeben, für 

die in (24) das Gleichheitszeióhen nicht stehen kann. Es sei IZ eine abgeschlossene 
Teilmenge von 18, wobei hier (M im weiteren unverandert ein Grunskysches Gebiet 
ist. Weiterhin habe IZ einen positiven Inhalt. Setzt man auf 18 nun p0(z) = 1, 
so ist kiar, daB jedes /(z) € 2103, p0(z)] für alle endlichen z q Z analytisch ist und 
/(z) ebenfalls these Eigenschaft hat. Für die Gultigkeit des Gleichheitszeichens in 
(24) ist notwendig, daB 

fg(Z) = • /*(, Q,O)/[1 - g2(z)] 

fast; uberall in 18 gilt. In unserem Fall folgt für z E 18 \ . Z / 2 (z) = Lo. Damit gilt, 
da 18 \ Z eine offene Menge ist, sogar /'(z' == in (i. Wählt man in Z p0(z)> 1, so 
ergibt sich aus (25) e < 1. Offenbar widerspricht das der Normierung von 1(z) im 
Fernpunkt. 

Für diejenigen p0(z) mit p0(z) = 1 in 18 \ IZ und p0(z) > I iii T kann daher in 
(24)das Gleichheitszeichen für einé Funktion aus Z'[i, p0(z)} nicht stehen, wobei 
eine abgeschlossezie Teilnienge von 18 ist.. Jedoch steht für p0 (z)	Q (Q . 1) für
/*(z, Q, a) + const mit beliebigem a E [0, i) daà Gleichheitszeichen in (24), die da.nn 
einen Spezialfall von (6) darstellt, wie man 4.b) entnimmt. 

Da p0 (z) als beschrankt vorausgesetzt wurde, ist es int,eressant, die Giite der Ab-
schätzung (24) zu untersuchen, wenn p0 (z) durch das Supremum von p(z,) liher 18 
(im folgenden mit sup hezeichnet) ersetzt rird. Aus (24) folgt. dann 

.	[(sup -- 1)/(Sup + 1)]2. 1181.
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Unterscheidet sich p0(z) auf einer Menge positiven Nat3es von dern erwähnten 
Supremurn, so stellt (24) eine bessere Abschatzung dar, als es iutittels Satz 1 bet 
Ersetzung von p0(z) durch sein Supremum uber i8 moglich ware. Aus Satz 3 erhäll 
man absch1ieend	 - 

Folgeru ng 4. 1st 05 das Au/Jere des Ein.heitskreises, 80 ergibt sich /iir aile 
/(z) E Z[, p0(z)] mit den Koe//izienten aws (12) ff dxdy

'aI2	1 'i

	—q2(z) 

I 

bzw.
xdy 

— [ff d- q2(z)] } 

II<1 
Die beiden Abdc/uitzuagen sind /iir in jzj <. I konsta7Ues p0 (z) 8charf. 

Der Verfasser dankt Herrn Doz. Dr. R. Kuhnau für die Unterstutzung hci der 
Erarbeitung des Manuskripts durch zahireiche Anregungen und Hinweise. 
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