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Zur Existenz ener Lösung für ein bestimmtes parabolisches 
Randsteuerproblem	 i 
W. SPERBER 

Im vorliegenden Artikel wird die Existenz einer optimalen Steuerung für ein Kontrollproblem 
mit einer parabolischen Zustandsgleichung untersucht. Die Zustandsgleichung des behan-
delten Randsteuerproblems • ist eine schwach nichtlineare parabolische Anfangsrandwert-
aufgabe. Für die Anfangsràndwertaufgabe dritter Art wird uber die Intograigleichungs-
methode eine verallgemeinerto Losung definiert, deren Existcnz mittels einer Approximation 
der LOsungen bestimmter klassisch lösbarer Prcibleme gezeigt werden kann. Urn die Existenz 
einer optimalenSteuerung nachzuweisen, wird eine Veraligemeinerung des Satzes von Weier 
strass auf schwach unterhaibstetige Funktionale in reflexiven Banach-Rhumen benutzt. 

B nacTornItet pa6oTe 1accJ1eonaH nonpoc 0 CllCTBOflHMH onTuMa.nblloro ynpanien 
jrn 3agaq ii cuapa6orn1ecHMMypaBHe1item coCTOaIlIan. Ypaniieiiue COCTOHHMH paccmaTpH-
BaeMOft aaa'm ynpaBJIeII us HpaeBbIM11 yc.n0BHRMM SB.rIfleTcs cJ!a6o-HeJII4HeftHot IpaeBot 
aaael c Ha'laJmlIblMM ycJionm1iii. )Ilus DTOfi aaan onpeJeeiio o6o6utëHHoe pewee 
MTOJOM	JI IuTerpabHblx'ypaBIIeirnfl, C U	 H J{ CCTBOBHOTOpOl'O MO+cHO oiaaam lips IIOMO[It}t 
11p56J15}selIl4n peiueiiutt Taslix aaaq, }OTOblC IlMeloT Iulacdu'lecKoe peuleuse. 4To6bl 
noxa3aTh cynecTBoBause onTliMaJiaHoro ynpanie nn, llcnoJl3yeTcH o60IueHife TCOMM 
BetlepwTpacca Ha c.iia6o ueripepainaie CH113 4)y}IKItuoHaJllI B peiiescunnux 6asaxonblx 
npocTpancTeax. 

This paper investigates the existence of an optimal control for a control problem with a para-
bolic state equation. The state equation of the boundary control problem is a weakly nonlinear 
parabolic third initial boundary .valie problem. For this problem a generalized solution is 
defined by means of the integral equation method. The existence of a solution is proved 
by an approximation using solutions of classically solvable problems. To show the existence\ 
of an optimal control a generalization of the theorem of Weierstrass to lower semi-continuous 
functionals on reflexive Bânach spaces is used.	 - 

1. Probloinstellung 

€cgeben sei die parabolisehe Anfangsrandwertaufgahe 

(Lw) (x, t) = f(x, t)	in D, 

w(x, 0) = e(x)	auf - .,	 (2) 

aw 
OV

	

(x, 1) = u(x, t) g(x, 1, w) + h(x, 1, w)	auf 8,	 (3) 

wobei B ein beschränkt,es Gebiet des n-dirnensionalen EuKLlDischen Raumes R 
(n 2) mit dern Rand aB, T, den Abschlul3 von B, D'= B x (0, T], und S die Seiten-
flache des Zylinders D, S = aB'x (0, T], bezeichnen.
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L ist das Symboiftir den linearen parabolischen Differentialoperator	 -: 

a. (Lw) (x, 1)	!' a,(x, t)	(;€) ,± E b1(x, t) -

aw	

axi 

-- c(x, t) w(x, t)-- -.- (x, t), at

aw 
av(, t) := E a,,(e, 1) cos (N i , x 1 ) i- (x, t) 

steilt die Richtungsablçitung von w in der inneren Konormalenrichtung im Punkt 
(. 1) E aB dar (N E ist. das Symbol der inneren Normalen im Punkt E aB). 

Die Steuerfunktion u wird als eiñe beschränkte, meBbare Funktion angenommen, 
• die derBedingung 

	

E U:= {u€L,,(S) I a	u(x,t	b fast uberall, a,b —const)	(4) 

genugt. Die St .euerfunktion u soil so bestimmt werden, daB das Funktioial (5) mini 
miert wird:

Fj(x, t, w(x t)) dx dl + .f F2(x, w(, T)) dx 

	

± f fF3(,t,wx,)dBdt —>inf.	 (5) 
•	 0 O -	 uEU 

Bemerkung: Eine Anwendung der erhaltenen Existenzresultate it etwa bei 
Identifikationsproblemen mUglich, wo z. B. u-den zu hestimmenden Koeffizienten 
bei Strahlungsprozessen',. die nach dem STEFAN-BOLTZMANN-GeSetZ beschrieben 
werden, bedeutet. Ein Existenzsatz für eine ähnliche Steueraufgabe mit einer nicht-
linëaren NEimiANNschen Randhedingung anderer.Art wurde voin Autor in [ 9 1 und 
[10] hergeleitet.. Bei Zugrundelegung schwacher Lasüngen wurden soiche speziellen. 
Steuerau.fgahen schon früher von J.-P. YVON [13] und S. T. CN [1] behandelt. 
Schlief3lich ei erwähnt, daB analoge Existenzaussagen für optiinale Steuerungen 
hei mehrdimensionalen STEFAN-Prohiemen mit Randbedingungen der Form (3) 
kürzlich von M. NIEZGODKA und I. PAWLOW [5] sowie von 1. PAWLOW [13]. bewiesen 
worden sind, wobei sie ehenfalls einen schwaehen Losungsbegriff für das STEFAN-
Problem vervendeten. 

2. Die Existenz ciner Lösung der Anangsrandwertaufgabe (1)— (3) 

Die in die Randbedingung (3) eingehende Steuerfunktion u erfüllt die Stetigkeits-' 
voraussetzungen nicht mehr, die eine klassische Losung der Anfangsrandwertaufgabe 
sichern; Deswegen wird auf der Basis-des Integralgleichungssystems, das der ent-
sprechenden Arfangsrandwertaufgabe mit glatten Vorgaben entspricht, der Begriff 
einer verailgemeinerten Losung der Anfangsrandwertaufgabe definiert. 

Bemerkung: im folgenden wird die gleiche Terminologie und Syinbolik wie in 
1101 angewendet.	•	-	-	-	.	.	. -
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Definition: Jede Funktion w E C(D) heiBt verailgemeinerte Lôsung dér Anfangs-
randwertaufgabe  

(Lw) (x, t) = /(x, t)	in D,	 (6) 

w(x, 0) = e(x) auf B,	 (7) 

aw (x, t) = g(x, t, w(x, t), u(x t)) auf S,	 :	(8)

falls die Funktion to durch den Integralausdruck (9) gegeben ist: 

w(x, t) = _ff G(x, 1, , r) /(, ) d dr +f G(x, t, , 0) e() d 

'	 + f 	G(x, t,, ) g(, r, w1(, ), u(, r))dB, dr in D,	(9) 

•	und w1 E C(s) Losung der Integralgleichüng (10) ist: 

•	 •. w(x, t) = -ff G(x,t, , r) /(, ) dd	:fG(x, t, , 0)e() d 

	

+ f  G(x, t, , ) g(, t, w1(, ), u(, r)) dB dr in S.	(10) 
OB 

• Satz  1: Es seien .folgende Voraussetzungen er/üllt: 
(1) /B E CU. l), 0< ; < 1.	 •.	 - 

• (2) a11 (x, t) ^! 'K 1 , b 1 (x, t)	—K2 V (x, t) E D (K1 , K2	positive Konstantert, 
L -- parabolisch in D).	 ,.• 

(3) ajj, b, c sind stetig in D und er/üllen Holder-Bedingungen: 

•	 ã(x, t) - a1 ,(xo, t0) .< A( Ix - x01 -+. i t — t 0 ") , 

•	 b(x,t) —b(x0 , t )I < A Ix -	 S 

•	Ic(x,t)—c(xo,t)I<AiX—Xo,	O<x<l.	•. 

(4) c(x, t) 5^ 0 in D. 

(5) g € C(S x R' x R'), 'streng .monoton wachsend bez. des dritten Arguments w und 
streng wnoton /allendbez. des vierten Arguments u. 

•

	

	(6) / ist Hölder-stetig in D und genügt einer g1eichmdf3igen Holder-Bedingung in he-' 
schrdnkten Teilmengen von D, e ist stetig in 'B mit kompaktem Trdger in B. 

Dann 'existiert für beliebiges u € U eine verailgemeinerte Lösung der An/an gsrand-
wertau/gabe (6)—(8).	 •	S	 • 

• 

	

Dem. Beweis des Satzes vird em 'Lemma vorangesteilt.	•

Lem ma: Es seien /olgende Voraussetzungen er/ütlt: 

• (1) aB € C(1M, 0 < A <1.	 -	 • 

'(2) L ist parabolisch in D, ajj ,	sind stetig in .5 und c(x, t)	0 in D. 
• ' (3) g ist streng monoton wachsend bez. des dritten Arguments und streng monoton 

/allend bez. des viertem Arguments.
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Aus u1 (x, t) :E: u2(x, 0 V (x, 1) E S und u i E C(S) /olgt dann /ür die Losungen (im 
klassischen Sinn, /alls sic existieren) w[u 1 ] und w[u2] der Probleme (6) — (8) die Un- 
gleichungw[u 1 ] (x, t) ^S w[u2] (x,t) V (x. t) € D. 

Beweis:Angenornmen, es sei w[u1 ] (x, t) > w[u2 ] (x, 1) in mindestens einem Punkt 
von D. Es wird die Funktion w := w[uj ] - w[u2] betrachtet. Sie genugt der GIei-
chung (Lw) (x, t) = 0 in D. Aus dem Maxiniurnprinzip folgt dann, daB w das positive 
Maximum in eineni Punkt des Randes B u S annininjt. Da w(x, t) =.0 auf B ist, 
ninimt w sein positives Maximum in einem Punkt P (x0 , t ) € S an. Foiglich mu 13 

(x, t)'< 0 iii P scm. Nach den Voraussetzungen des Hilfssatzes gilt aber: 
Ov

aw
(x, t)	g(x, t, w[u] (x, t), u1 (x, t)) - g(x, t, w[u2] (x, t), u2(x, t))' 

av

> g(x, t, w[u 1 ] (x, 01 u2(x, 1)) - g(x, t, w[u2 ] (x, t), u2(x, t)) > 0	I 
Bemerkung: Dieses Lemma wurde vom Autor bereits in [10] hergeleitet und 

ist dort identisch mit dciii Lemma zum Satz 2 in Abschnitt (1.5). 

Folgerung: Unier den Voraussetzungen des Lemnw.s gilt: 

w1[u](x, 1)1 :5: const. auf 8,	u € lLn C(S). 

Denn es ist wj [a] (x, t) ;5^ w 1 [u] (x, 1)	w1 [b] (x, 1) mit w 1 [u] := u'[u] auf 5 und 
damit Wj[U] (x, 1)	max { w 1 [a] (x, t) I ' l wi[b ] (x, t)l I. Da I?v l [all und wj[b] aus C(S) 
sind und deshaib durch zwei Konstanten H0 , H1 beschränkt sind, gilt I wi[uI (x,t)] ;5H,
wobei H etva gleich dciii Maximum von H0 und H 1 gewahlt wird I 

Beweis des Satzes 1: Es wird für u € U eine f. ii. gegen u konvergente Folge 
{u' gewahit mit u(' ). € C(S). Die Existenz einer soichen Folge ist nach [3: IV.4] 
und [4: 2.1] gewahrleistet. Die zugehorige Folge {wj [u(" ) ] I der Losungen der Anfangs- 
randwertaufgabe (6)—(8) mit u = ist dann nach der Folgerung aus deiji Lemma 
beschrankt, d. h. wi [u(")] (x, t)j :5 const V 4, (x, t) E D. Der Operator 0: C(S) - C(D), 

(Cu) (x, t) := g(x, t, w 1 [u] (ix, t), u(x, t)), 

fiihrt wegen der Stetigkeit von g die Folge {u)} in die gleichmaf3ig beschränkte 
Folge (Gu(n) ). uber. Da der Integraloperat.or K: 

(Kg) (x, t) := f f G(x, t, E, T) g(,-, r) dBdr	 (P) 
0 a 

nach [10] ein liriearer vollstctger Operator aus Lu(S) (mit p = 
'1 n — i	I	 -	 P_ 

P < min(_,	 z fest, - <, < 1) in C(S) ist, so läBt sich eine in C(S) \un-2u/	2 
normkonvergente Teilfolge {K(0ut')) mit K(0u">) --v finden. 
Aus der Identitat 

wi [u('')] (x, t) 
=	

j, 0(x, 1, , i ) /(, i) d dr	G(x, t, , 0) e(4) d 

± f 	G(x, 1, , r) g(, r, W1[u('] (, t), u(')(, r)) dBE. dr 
0 a	-

(12)
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folgt w1[u']	i in C(s) mit 

1i3 1 (x, t) = Jim w j [u'')] (x, t) 
S	 fl3.00 

= v(x, t) - f  G(x, t;, r)/(, T) 4 dr 

-	-	 t, , 0) c() d.	 .	(13) 

Dann gilt aber 

u3 1 (x, t) = lirn w 1 [u(" ) ] (x, t) 
- n-^ 

lim ff G(x, t, , ) /(, r) ddr ± f G(x, 1, s, 0) e(i 
-	

(-0 B 	 B 

f f G(x, t, , x) g(, r, Wj[U(')] (, t),	r)) dBe dr) 
0 a	 -.	 S 

= -ff G(x,t, , i) /(, t) ddt + f G(x,t, ,O) e() d 

/	
+ f  G(x, 1, , r) g(, r,	t), u(,, r) dBe d	- 

nach dem Satz von LEBESGUE, vgl. [7]. Die Gultigkeit der Voraussetzungen dieses 
Satzes kann leicht verifiziert werden. Die Existenz éiner verailgemeinerten Lasting 
der Anfangsrandwertaufgahen (6)—(8) für u E U folgt aus der Untersuchung des 
Integralausdrucks (9). Die Funktionèn, die durch die Integrale 

f  G(x, t,	)/(, )ddt,	f G(x,t,4, 0)e()d

definiert sind, gehoren nach [10] zu C(), die Funktion, die durch 

f  G(x, t, , ) g(, r, w1(, ), u(, t)) dBI dr 
OR 

definiertist, gehort wegen der Ahbildungseigensehaften des Operators S: 

(Kg) (x;t) := f,f G(x, 1, , r) g(,.t) dBE dr in D	 (14) 
0 O 

(siehe [10]), der Stetigkeit von g, w 1 und der MeBbarkeit und J3eschränktheit von u 
zu C(). Damit ist die Existenz ciner veraligeuteinerten Lösiing der Anfangsrand-, 
wertaufgahe (6)—(8) und im'peziel1en der Anfangsrandwertaufgabe (1)—(3) nach-
gewiesen I 

Bemerkung 1: Die so konstruierte veraligemeinerte Lasting von (6)—(8) ist 
darüber hinaus eindeutig bestimrnt. 

Bemerkung 2: Die beha.upteten- Eigenschaften der Integraloperatoren sind in 
[10] untcr Zugrundelegung allgerneirer Sätze liher integraloperatoren aus [12] nach-
gewiesen worden.	 -
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3. Zur Existen.z einer Lösu.ug des optimalen Steü'erproblcms 

Satz 2: Folgende Bedingungen rnögen gelten: 
(1) Es seien die Vorav..ssetzungen (1)—(5) 'des Satzes 1 er/üllt. 
(2) F1 , F2 und F3 genügen der Bedingung von CARATHEODORY, /fir alle )..> 0, 

lvi	gilt: 

F 1 (x, t, v) ^> A j (x, t) für /. a. (x, 1) € D (A 1 (x, t) € L1(D)), 

•	F2(x, v) .Z; .B1 (x)	für /. a. x € B (BA (x) € L1(B)), 

•	 F3(x, t, v)	C,(x, t) /fir /. a. (x, t) E S (C1 (x, t) € L1(S)). 

•	Dann existiert ei'ne Losung des Steuerproblems (l)—(5). 

Beweis: Wie vereinbaren, mit w[u die in C(D) liegende verallgemeinerteLösung 
der . Anfangsrandwertaufgabe (1)—(3) für u € U zu bezeichnen, die gema(3 'dern mi 
Beweis des Satzes 1 benutzten GrenzwertprozeB konstruiert wird. 

Es vird nun eiñe Mininialfolge {u, I € U betrachtet, d. h. eine Folge mit der Eigen-
schaft	 . 0 

"_00

lii (ii F1 (x,t; w[u (x, t)) dx dt + f 2 (x, w[u] (x, T)) dx 
OO 0  

± f  F3(x, 1, w[] (x, t)) dB dt 

	

058	 . 

=inf (ii F j(x, t, w[u] (x, t)) dx dt +, f F2(x, w[u] (x, T)) dx 
uEU 0 	 - B 

+ f  F3(x, t, w[u] (x, t)) dB'dt.	'	.,	 (15) 

Für die Minimalfolge fiv,[ujj wird die Folge der zugehorigen ntegra1g1eichungen (10) 
betraehtet, diegeniaB der in Abschnitt 2 benutzten Operatordefinition (11) vie folgt 
beschrieben werden kann: 

w j[u 1 (x, 1) = .K[g(x, t, m)[u] (x, t)) u(t)] + '°F(x, t) auf S	.	(16) 
mit  

F(x, t) := -ff G(x, t,	i)/(; t) d dr . + f G(x; 1, , 0) e() d. 
0 	 B 

Da fu ',, I eine Folge aus U ist und U ,konvex, besehränkt und abgeschlossen in L(0, T) 
• (1 <p < oc) ist, läBt sich eine in L,*i (p < oc) und wegea der Abbildungseigenschaft 

von K:. 
•	 p	 G n-1\ 1	- 

p1 

scliwaeh konvergente Teilfolge finden, (lie gegen em 'Element ft € U konvergiert: 
- ft in (O, T). {wj[u']i ist nach Satz 1 und unter Benutzung der Folgerung aus 

dem Lemma cine gleichmaBig beschränktc Folge Vu'E U.	 • - 

• Wegen der Voraussetzü	 - ng (1) ist der Operator G: C(S)'—L(S), mit (Gv) (x, t} 
•	: = g(x, t, v(, t)), stetig und bèschränkt. Er uberführt, demnach die Folge {w1[u])
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mit wi[u '] € C(5) in die gleichmäf3ig besShränkte Folge {Ow 1[u]) mit (Owj[u']) 
E Lco(S). 1)a K ein linearer, volistetiger Operator aus Lu(S) (p wie in (17)) in C(S) 
ist, enthält {K((Gw1[v']) u) einekonvergente Teilfolge: 

K((wi[u "])	v in C(S).	 (18)

J)amit hat die rechte Seite der Identität (16) das Konvrgenzverlialten: 

in C(s).	 (19)

Nach Ausfuhrung des Grenzuberganges geht (16) uber in 

:= urn w1 [u.] = v + F in C(S).	 (20'

Hieraiis.folgt wegender Stetigkeit der Funktion gbez. ihrer Argumente' 

Ow 1 [u .] G_fbj in C(s) (21) 

sowie wegen der schwachen Konvergenz von {u ' . J gegen ii in L0, T) (p geniige 
der Relation (17))

(Oü)ii in L(S). (22) 

Es gilt namlich für jedes beschränkte Funktional / E L*(S) unter Verwendung der 
iii [11] benutzt.en Symbolik ((I, x) := /(x, x E £, / € L* = 

Kt (Ot 1 ) ft - (w[u"]) u")I  

= !(/ () ü - (Gib, )	+ (Ot 1 ) un ' . - (6w1[u']) 
(f, (Oft' 1 ) ü - (Gft 1 ) v' ") I + K110u'1)	- ( w[u ']) u")I 

Kb (ft 1 ) (ft —u'))j + Kh (Oft - 0w 1 [u;.]) iL 

1(1, (Ou 1 ) (ft - u"))I + max	- Ow 1 [u " ]1 1 111 1 L, M'n"tJi,	(23) 
(x.t)ES	 0 

wobei der erste Ausdruck wegen u' -k fi und nach Anwendung von Satz 6 in [4: IV] 
gegen Null konvergiert. Far die Behandluung des zieiteñ Ausdrucks in (23) wird 
zunächst verwendet., daB fu,,,,l wegen der schvachenKonvergenz auch beschränkt 
ist und daB (0u 1 — Gw1 [u, '.]) wegen der Konvergenz in C(S) dureh max 

-.	 .	 .	(z,S) S 
Gwi[U.'lI abgesch.tzt werden kann. Damit konvergieit auch der zweite Ausdruck 

in (23) gegen Null. Die behaiiptete schwaehe Konvergenz in (22) ist sornit nach-
gewiesen. Wegen der verstärkten Stetigkeit von K gilt.: 

iLLL K((Ou 1 ) u) in C(s). 'Das bedutet zusanimen mit. (18) 
V	K((Oft, 1 ) ft) und nach (20) 

K((Ou, u) + J? mit ft = urn w 1 [u,.]. -	.	 (24) 
n"—,co 

Es ist noch die Folge der Int.egralgleichungen (9) zu untersuchen, die in Operator-
schreibweise die Form 

w[u"] = ((Ow[u, "])	±F	 :	(25 

annimmt. Die Untersuchung von (25) verläuft ähnlich der TJntersuchung von (16). 
Zunáchst folgt. aus — ft in L(0, T) (perfUl!e (17)), aus den Ahbildungseigen-
schaften von G sowie wegen w1[u "] iLLs. ib i in C(S), daB (0w 1 [u"] us" -k (Gft,) ü in 
LP (S), p vie in (17). Wegen der Linearität. und Vollstetigkeit des Operators S, der
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aus La(S) in C(DT) wirkt, wird die schwach konvergente Folge 1,(Ow1[u"])	in die
norrnkonvergente Folge ((Gw1 [u]) u ")} abgebildet: 

((Ow 1 [u])	 ü1) u) in C(J).	 (26)

Die Integralheziehung (26) bedeutet zusammen nut (25): 

iv	urn wu " ] = urn S(((wi[u"])	+ F = S(OtI u) + F	(27) 

in C(D). Also stelit nach (27) und (24) iv die zu it gehorige verallgemeinerte Losung 
der. Anfangsrandwertaufgabe (fl—(3) dar, d. h. ñi = w[it]. 

Aul Grund der Voraussetzungen an F1 fo]gt (siehe [7]) 

urn (b i (w[lt " ] > 1 (w[it]))	 (28)	- 

mit

1(wuJ) :=f  Fi(x, t, w[u] (x, t)) dx dt. 

Wegen w[u] .1111 + w[it] in C(D) gilt weiter w[u "] —> w[it] in C(B). Auf Grund der 
Voraussetzungen an F2 bez. w folgt (siehe [71) 

03(w[ufl"]) > 02(wit])	 (29) 

mit
02(1V[u]):	 F2(x,w[u] (x, T)) dx. 
B 

	- 

	

SchlieBlich folgt aus w[u.]	w 1 [fi] in C(i) und der.Voraussetzung an F3 (siehe
wiederuin 7]) 

1 3(W[ufl"]) ^ 3(24U])	 (30) 

mit
3(w[u]) 

:= ffF3 (x, 1, w[u}(, 1)) dB dt. 
0 O 

Die Beziehungen (28)—(30) bedeuten zusammen: 

I 1(w[u]) + 2( W[U]) -I- i3(W[U}) 

15 Urn ! 0 1(w[u]) + 2(w[ufl" ]) + 3(W[Ufl"]' -	n•'—)-co 

urn {ø1(w[u.']) -f-

 

02 (w[u "]) ± 2(w[ufl"1)1 

= inf {)(v[u]) + 2( w[u]) ± 03MUN, 
uEU 

also	 - 
inf 125(w[u]) -F 0(w[]) + 03(W[U])) = 1 (w[it]) ± 2(w[it]) + 03(w[it]), 

uEU 

d. h., (w[u], it) charakt.erisiert einen optimalen ProzeB I
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