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Normabschätzungen für die Inversen von. Toeplitz-Matrizen 

A. Pomp  

Für diskrete und paárige diskrcte Wiener.Hopfsche Gleichungen vom Normaltyp, deren Sym-. 
bol eine qüadratisch summierbare erste Ableitung besitzt, werden die in. den Fehlcrabschät-
zungen für das R.eduktionsverfahren auftretenden Konstanten abgeschätzt. 

• Lj1g Juc1peTHb1x II flHb1X wicKpeTHbzx ypanneuhI Bi4lJepa-Xona aLl1IInTuqecxoro Tuna, 
CI4MBOJI KoTophix u.ecer l-uapaTi1'110 cyllMupyellyio nepByo npou3noJHyIo, oIoHuBaloTdn 
xoHcTaHml, B03HHH}O1U11C uoieivax norpemHocTll meToAa pey}c[ulu. 

For discrete and paired discrete Wiener-Hopf equations of normal type, the symbol of which 
possesses a quadratic summablo first derivative, we estimate the constants-arising in error 
estimates for the reduction method. 

/ 

	

- 1. Einleitung	- - 

	

Fur die praktisehe Rechnuiig nut Toeplitz-Matrizen	 ..	- 

/a0 a	a_2 ... a_
 

An	
a a	a_i	

... £i_1n •)
	 --	- '

	(1) 

\ an a5_ 1' a5_2 ... a0  

-. und páarigen Toeplitz-Matrizen  

/b0 b_ 1	... b 1 _ a_ 5 ' a_ 1 _ 5 .:. a_25  

•	B5=(bl.bo...b2_nal_na_n...ai_2n)	-	 -	( 2) 
-	-	

\ b2 b25 _ 1 ... b	a5 a 5_ 1	... a	/	. 
Sowie  

.	b0	b 1	.b_25  

Cn'

-	
=	b	b52 ...b 15	 .	

•	( 3 -	-  
an	a 5_1 ...	 - 

a2 ,	a25_ 1 ... a0 -	 - 

wie sic z.. B. bei der Diskret,isirung von Faltungsgleichuhgen und singulãren Integral- 
gleichungen auftreten, spielen soiche Fragen wie die der Existenz der Inversen und 
einer Abschatzung der Konditionszahl hzw. der . Norni der Inversen eine grol3e Rolle., 

I
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Im Abschnitt 2 geben wir eine.tYbersicht Uberdiejenigen Fälle, in denen Normab-
schatzungen fur die Inversen oder wenigstens Existenzaussagen bereits bekannt'sind.') 
Nach den vrbereitenden Abschnitten 3,4,5 und 6 gelangen wir in den Abschnitten 7 

- und 8 zi Existenzaussagen und Normabschatzungen für. A,, 1 , B.-' und C,, 1 iinter 
folgenden Voraussetzungen:  

cc 
• 1. Es' existiért éine Funktion 4(z) =Z azk bzw. ein Funktionenpaar A(z), B(z) 

=Ebz", deren Fourierkoeffizienten mit den'entsprechcnden Matrixelementen 

übèieinstimmen. -' S	 '	 S	 S 

2. A(z) bzw. A(z) und B(z) besitzen auf dem Einheitskreis IzI = 1 eine quadratisch 
summierbare erste Ableitug, keine Nulistellen und den funktionentheoretischen 
Index Null.  

• Für das Redu1çtionsvrfahren zur naherungsweisen Losung diskreter'Wiener-Hopf-
Gleichungen mit dem Smbol A(z) und paa1iger diskreter Wiener-Hopf.-Gleichungen 
mit dem Funktionenpaar A(z), B(z) als Symbol Wérden unter obigen Voraussetzungen 
Felilerabschatzungen angegeben.  

Die 'zugrunde liegende Methodé besteht' im Aufstellen' expliziter Formein für 
A 1 , Ba ', C,,', wobei gewisse, durch Faktorisierungen entstandene Terme auf-

•	tretén, die im allgemeinen als unbekannt angesehen werden nhiissen, deren Normen 
'sich jedoch abschãtzen lassen.	 -	S 

•	Die vorliegende Arbeit stelit eine WeiterentwicklLing einés Teiles der'Dissertation 
•	[4] des Autors dár.  

2. Einigé klassische Resultate	S	 ' • 

Es sei A(z) eine auf dein Eiñheitskreisf':== {e19' 10	2} definiertekomplex-
wertige, Lebesgue-integrierare Funktion, deren Fourierkoeffizientei	- 

- ak =fA()e'd	S	 • '	 - 

für k = 0, +1,..., ±nmit den Elementen der Toeplitz-Matrix A fibereinstiinmen. 
:Bezeichnet u = (u0 , u 1 , ..., u,)' einen beliebien Spaltenvektor kompiexer Zahlen, 
so gilt für die quadratisehe Form	 S	 '	

5 

(Au, u) :='	akuku 
J =O k=O	,	 "	 S	

• 

bekanntlich die Darstellung [3]: 

(Au, ) 'fe() Uo + ue'+	unel2 d.	 (4) 

Falls die wesentliehe abgesehlossen-kovexe Mille der Bidmenge von A(z) den uJl-
• punkt der komplexen Ebene nicht enthält oder, was dasselbe 1st, wenn ein Dreh-

1) Derartige Fragestellungen werdeii auch in [7] behandelt, wie durch ein Referat mi Zentral-
blatt für Math. u. ihre Grenzgebiete, Bd. 452 (1981) angekundigt wurde: Leider war' uns diese 
A'rbeit bisher nicht zuganglich.
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winkel € [0, 2].existiert, so daB 
M := ess inf Re [etwA(e'')] > Q	 (5)

c'E[O,2,] 
erfüllt ist, dann folgt aus (4):  

I(A2t,u)I	M EIukI 2.	. 

Foiglich sind die Toeplitz-Matrizen A in diesein Fall für alle n	0 invertierbar und 
für die 12-Norm gilt die Abschatzung 14,,' M. FUr.rcellwértige FunktionenA(z) 
läBt sich durch tJntersuchungen des asymptotisehen Verhaltens der FAgenwerte von 
A sogar urn jA 'Il = M' nachweisen [3]. 

Wenn die Bedingung (5) nicht erfullt it, so gilt die Aussage, daI3 A 1 für alle 
n ^ 0 existiert, I. a; nicht . niehr. 1st A(z) stetig auf F, so sind die Bedingungen 

A(z)==0	VzE[', 
2, 

•	ir	 ..	.	 .. md A(z) := - I d arg A(e'9') = 0	 (6) 
•	 . 

hinreichend dafur, daB eine naturliche ZahI no existiert, so daB für alle n	no die
Matrix Ainvertierbar iind JIA1 II bezuglich n gleichmaBig beschränkt ist [2]. 

Falls A(z) uhd B(z) stetige Funktionen auf F sind, dereñ Fourierkoeffizienten mit 
den entsprechenden 'Koeffizienten der paarigen Toeplitz-Matrizen B, C,, überein-
stinimen, so sind die Bedingungen 

	

B(z) + 0	V.z € I'	
.	 (7 

indB(z)=0	 J	 .	 -. 
zusammën mit den Bedingungen (6) hinreichend 'fur die Existenz zweier natürlicher 
Zahlen n1 , n2 , so daB 113,, für alle n n1 und C. f 6 alle n n2 invertierbar und die 
12-Normen JBh IJ, !C,r'II bezuglich n gleichmaBig besehrankt sind [2]. 

Die folgenden Aussagen über die Zahien n0, n 1 , n2 sind seit längerem bekannt und 
lassen sich leicht beweisen (siehe Abschnitt 7 und 8): 
a) Erfüllt die Funktion A(z) die Bedingungen (6) und besitzt die inverse Funktion - 
A I (z) eine abbrechende Fourierreihe, also gilt 

	

m	 co 

A I (z) =Zkzk oder AI(z) 
km,	 S 

(m > 0, ganz), so ist no rn 
b) ErfüllenA(z) und B(z) die Bedingungen (6) und (7) und besitzn die inversen Funk-
tionen abbrechende Fouripreihen, 

	

00	 tnt 

A.'(z) 

'km	
und BI(z) k'—co
	 • 

(m,m 1 ^ 0, ganz), so ist n 1 max (rn - 1, m 1 ). 1)urch Ubergang zu den konju_ 
giert-komplexen Funktionen und den adjungierten Operatoren erhält man eineentL 
sprechende Aussage für die Matrizen der Gestalt (3). 

12 AnaIy8is Bd.2, fleft 2 (1983) -
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/ 3. Ailgemeine Invertiertingsformeln 

In einemBanachraum 93 sei ein linearer,invertiérbarer Operator W und ein System' 
von Projektoren P, gegeben, wobei n die natürlichen Zahien oder,eine Teilmenge durch-
läuft. Q, bezeichnet die erganzenden Projektoren Q := I - P. 

Für das Projektionsverfahren' zur naherungsweisen Losung der Gleiehung 

S	 -	 ( 8) 

welchesbekanntlich darin besteht, daf3 man zu Naherirngsg1eiehungn 

PWPx = Py	 (9)

ubergeht, benotigt rnañ: 
1. Kriterien', warm die Glei°ehung (9) eine eindeutig bestirnmte Losung x" E im P, 

•	besitzt, d. h. Kritèrien, wann der Operator P,JVP. im Bildraum im P,, eine (nut 
(PWP)(-1) bezeichnete) Inverse besitzt; ,	 I 

2. Aussagen, unter'welchen Bedingungén x(t) gegenadie Losung.x der Ausgangs-
gleichung (8) konvergiert; 

3. Abschatzungen für, den Fehier z - x. 
•	Zur Beantwortung dieser Fragen leistet der folgende Satz 1 oftmals nützliche Dienste. 

Die 1 zugrunde 'liegende Idee des Ausnutzens der . Aquivalenz:	(PWP,,)(-I)
3 (Q,,W1Q,,)''), geht auf A.. V. Kozak zuriick. (VgI. [6].) 
Es seien in 93 zwei weitere lineare, invertierbare Operatoren E, F gegeben, für die 

FE± 'Q =1 Q.F ±I.P = 0	 (10) 

gilt. Der Operatori - FW'E sei als Superposition .	 S 

- I - EW	= X.Y '	
S	

'	 ( 11) 

darstelibar, wobei Y ein linearer Operator von 93' in einen Banachraum 93 ist (der 
111it 93 übereinstimmen kann)'und Xein linearer Operator von 93 in 93 ist. (QFW-1 
X EQ,,)- I ) bezeichnet die Inverse des Operators QFW- 1EQ = -, QXYQ,, un 
Bildraum irn Q,,, falls sie èxistiert. 

Satz 1: " (PWP)(-1) o 3 (QFW'EQ)(-i) ''	(I - YQX)- 1 . Falls these 
Inversen exislieren, so gelten die Forrneln	 S	

, 5 

(PWP)(-') = W-'— W-1EQ(QFW1EQ,)(-1) QFW:' 

S	
= F-'P[I X(I - YQX)-" Y]PET l ,	S	 '	 ( 12) 

X -	= W 1 y - (PWP)'" P,y' 

	

w-'EQ[I -- X(i - YQ)-' Y] QFQx.	 '.(3) 

- Beweis: Die Formein	 l	 S 

(PWP)(-') = W' - W—lEQ(QFWEQ)(_1) QF.TV',	' S 

•,	
5	 S	 ,	 S	 •	 •	

•	 ( 14) 
S	 S	 (QFW1EQ)(—')'= E 1 [W - WP(PWP)-') PWJF1, 

S'S	

• (QFW-1EQ)(-') = (Qn	QnXYQn)' S	

S 

Q + QX(I- - YQXy' YQ, /	•	(15) 
•	'	'	(I -, YQX) 1 = I -4- YQ(QFW-'EQ)(- fl QX ,	 -
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lassensich auf einfache Weise direkt achweisen,' so daB aus der Existenz der im-
rechtsstehenden Term auftretenden Inversen jeweils die Exis,tenz der linksstehenden 
Thversen folgt. Damit ist die erste Aussage des Satzes gezeigt. 

Aus(lO), (14) und (15) ergibt . sich die FormeL(13). Es bleibt 

= F,, - P,,X(I— YQ,,X)-' YP,, 

zu zeigen. Dies geschieht, indem man den durch (15) gegebenen Ausdruck für (Q,,FW-' 
'x EQ,,)'in (14) einsetzt und ausmultipliziert. Der Satz ist damit bewiesen L 

4. Dàrstellung der Matrizen als OperatOren	
S 

Tm Hilbertrauni 12 afler quadratisch suinmierbaren, beidseitigen - Zahlenolgen 
=	bezeichnen wir mit I den identischen Operator, mit F, P,, Q, Q. die 

- Projektoren	 -: 

	

Q, 01	,	••.},	 S	 - 

{. . . 
,O,	..-.,	o, • - 	0,  

1 F, Qn := I - P,, und mit U" (k ganzzahlig) die Verschiebungsoperatoren 
oo 

- k) It 

• Offensichtlich gilt IPII = 1Q11 = IIP,,lI = IIQII = II U"II = L . Hier wie im weiterén be- 
deutet die Symbolik II.! im Falle einer Zahienfolge oder eines Operators die Eukli-

.dische Norm,- also die Norm un Raum 12, und mi Falle eiAer.Funktion die Norm in'it 
Hilbertraum L2 (f').	 -	-	 - 

Fiirjede Funktion A(z) = 'az"EL(f') steilt die unendliche Matrix 
S 

—co
.•	 / 

einen in 12 stetigen Opertor A dr, den man als Laurent-Operator bezeichnet [1]. 
Gehört die Funktion A(z) der Wienerschen Algebra 0 an,  

	

def °°
	 S 

A(z)E'IaI<oo,	•,	5-	

- 

so läIlt sich A als eine in der Operatornorm konvergente Reihe A = ' akU" dar-, 
stéllen. 
Die. Toeplitz-Matrix (1) lä8tsieh mit dem Operator P,,PAPP,, identifizieren, wobei 

A(z) eine beliebige absolut konvergente Fortsetzung der ReiheL'az" ist Die paari 

• gen 1Toeplitz-Matrizen (2) und (3) lassen sich mit den Operatoren P,,(APS + BQ) Pn 
•	bzw. P,,(PA + QB)-P,, identifizieren, wobei A(z) und B(z) beliebig&, absolut kon-

vergnte Fortsetzungen der Reihen Z az" und f. bz" (mit den entsprechénden 
Summationlgrenzen) sind.	 S	 - 

5. Die Faktorisierung	
S	 - 

Mit R und 1L bézeichnen wir die für alle Funktionen f(z) =' fz" E J 2 (P) definier-
ten Operatoren:	 -	 S 

S	

•	 - 

11+1(z) := - to ± 2	k=i 

12*	 S

-S	 00 

JLj(z):=—f0 2-.
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R, und R_ sind stetige Operatoren in L2(J'). Offensichtlich ist R, +-R- = I. Bezeich-
net Hden Hilbertschen singularen Integraloperator 

(Hj) (etP ) =	cot a 2 /(Ct0) da 

so gilt weiterhin H = i(R - R_) (siehe z. B. [5]). Für alle reeliwertigen Funktionen 
f(z) E L2(f') ist R_f(z) = R,/(z) (konjugiert-komplexer Wert). Daraus folgt für die 
Real- und Itnainärtei1e bei einer reeliwertigen Funktion /(z): 

Re R+f(z) = Re Rf(z) _ J(z),	—im Rf(z) = Im R/(z) = -- Hf(z). 

Setzen wir für eine Funktion A(z) E 933 das Erfülitsein der Bedingungen (6) voraus, so 
liegt das Bud dieser Funktion im Holomorphiegebiet der koinpiexen Logarithmus-
Funktion und foiglich gilt: 

1nA(z)=inIA(z)I±iaigA(z)E913.	 - 

Auch die Funktionen 

R in A(z)	-- [in IA()I zF iH in IA(z)I i- i arg A(z) ± H arg A(z)] 

gehoren der Wienerschen Algebra 9 an. Die Darstellung A(z) = A_(z) A +(z) mit 
A(z) = exp [R In A(z)] bezeichnet man als Fakiorisierung der Funktion A(z). 
Es gilt A'(z)E 933 sowie	 S	

S 

IA±(z)I = A(z) exp [±--HargA(z)j	

(16)	.' 
arg A. (z) = -- arg A(z) + -- II in IA(z)I. 

Esiäf3t sich zeigen,daB alieFourierkoeffizienten von A,± l (z) mitnegativem undalle 
Koeffizienten von A_±'(z) mit positivelu Index verschvinden. Für die zugeordneten 

S Laurent-Operatoren A +,A,-', A_, A_ geiten folglich die Beziehungen QA+±1P 
= PA_± 1 == 0. Die Normen dieser Operatoren sind gleich dern Maximum der erzeu-

.genden Funktionen (vgl. [1, 2]): 

II A ±lI = max A±(z)I,	II A ±'II = max IA± 1 (z)I.	 (17) 
zEr -	 zt' 

6. Einige Bezeichnungen, und Abschätzungn	 5 

Es sei A(z) E 9 eine Funktion, die den Bedingungen (6) genügt. Wir führen foigende 
• Bezeichnungen em:	 -	 S 

mm A(z)I := min JA(z)j, max IA(z)I := max A(z) ,	- 
-	 2Ev	 zt' 

h(A) := exp(niax IH argA(z)I,	- 
zEI'  

y0(A) =	f arg A(e) 

g(A) :=max (!I A+II, Ilk-11).	-.	 -	-
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Aus (16) und (17) folgt	 - 

0	 0 g(A) :S^ j/h(A)max A(z)j, 

g(A1) =, max (IIA+-11, jjA'fl)	
VrnjnA(z)L 

'0	 - -

	

•0 

Falisdie Bedingung	 •0	 ,	
0 

A(e) E L2(P)	 (18) 

erfuilt ist, so setzen wir	 S	
S	

0 

u(A) :=	exp (llarg A(z) - yo(A)II).	
0 

Wir erinnern daran, daB 11 im Falle einer Funktion die Norm in L2 (F) und im Falle 
eines Operators die Norm in 12 bedeutet.	

0 

Für eine Absehatzung der Zahl h(A)gibt es mehrere Mogiichkciten. Genugt arg (Az) 
èiner Lipschitz-Bedingung.	0	

0 

Iarg A(z) - arg A(z')I	K Iz - z'j	V z, z' E 1',	 0 

so gilt [5]:	 0 

4K	 K 
' H.arg A(z)I	r h(A)	exp ().

 

Genugt A(z) den Bedingungen (6) tnd (18), so besitzt auch die Funktion arg A(z) einè 

quadratisch summierbare 'erste Ableitung. Bezeichnet arg A(z) = ' y ,zk (,nit 

)'-k	Ye Yo	)'o(A)) die Fourierreihe dieser . Funktion, so foigt fur /I(A) die Ab-



schatzung:  

00	 co	
a	d 

•	in h(A)	2IYI	2 lylE k- 2	k2 I2 =	arg A (eil)JI 

Hiifssatz 1: Unter 'den Vorau&setzungen (6) und (18) geltenfiir n = 0, 1, 2, ... die 
A bschäzung'èn:	 0 

IPQA. 1AQI ;5 (n + 3/2)- 1I 1e(A),	 (19) 

• !IQA+A1PQII	'(n + 3/2 1/2 u(A),	 :	 (20) 

I1PA+1AQQ	(n + 1/2) 1 1 2 (A), '	0	
- (21) 

O	

'!IQ'Q,1A+A- 'F!!	(n ,+. * 1/2)112	A). -
	

-	 (22), 

Beweis: Zunãchst sei bemerkt, daB aus (18) A(z) E B folgt. Setzenwir 

O	

•	 = A,'(z)A(z)	D(z) =E. dkzk ,E 3,	
0	

• 

00	 -	
0	 I
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•	sofoigtaus	 S	 • 

JD'(z) == iD(z)

	

	- H in A(ec)	l!D(z)Ii H __ In do 

= Ie_ImA(I	Je_h1arA(:)J ll11' :,9  ,u(A), 
und aus PUkQQ ,,	0 (fur k	n) für die'linkeSeite der-Ungleichung (21) die Ab-



schatzung: '-

[PA+ - 'AQQ,,II =	4UkQQ,,l	IdI 

	

k—n±i	I	/cn+1 

	

V
k2'	k2 dk	i/i ti2dt

	

k = n+1	k=n±1	 n-+ 112 

< (n + 1/2)/ 2 (A). - 
Analog zeigt man (19), (20) und (22). Hilfssatz 1 ist damit bewiesen I 

7 Aussagen !ur die Matri7en A und die Operatoren PAP 

Es set A(z) =	a,zk etne Funktion die den Bedingungen (6) und (18) genugt, und A 
derzugèordnete Laurent-Operator. Für die Schar der durch A(z) erzeugten Toeplitz-. 
Matrizen A,,(n — 0, 1, 2, ...) un1 für dasReduktionsverfahren zur naherungsweisen 
.Losung der diskreten Wiener-Hopf-Gleichung  

PAPx=y	(yEzmP)	 (23) 
mi Raum 1+2 = im P lássen sich die im nachstehenden Satz 2 genannten Aussagen 
treffen. Interessiert man slob lediglichf{ir ein Invertierbarkeitskriteriurn und die In-
versen-Abschatzung einer einzelnen Matrix der Gestalt (1), so kann man unter alien, 
die Bedingungen (6)und (18) erfüllenden Fortsetzungen der Reihe ' azk eine soiche 
auswahlen, ffiit der man möglichst gunstige Aissagen erhälU	k-=—n 

	

Satz 2:Au$	S	 •	 •	 - S	 •	 • 

S .	 S	 •S	 •• 

/olgt die Existenz der Inversen A,,-' sowie die Abschatzung	 S 

/	IA	1II	
2h(A)	 S	 •	 - 

— (1 — 8,,) mm 

Die Näherungsgleichung PP,,A PP,, = P,y besitzt also in dieem Fall eine eindeutig 
bestimnte Losung x'O E im PP,, iund für den A bstand zur exakten Lósung dér Gleichung 
(23) gilt:	•  

•1jX	x()Ij <] /max A(z)I 
h(A) 11Q.4. :	 S 

S	 V mm	I(Az)I 1 - 8,,	"	•	

S 

,•

	

	Beweis:Wir werden den Satz 1 anwnden. Zu diesem Zweck setzen wir58 = 1,2,
8.=12, W=PAP, E=PA,P, F=PAP. Dann ist X=PA,-'Ap,
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Y = QAA_- 1P, W- 1 PA,- IPA-- 'P und die Gleichungen (10) und (ii) sind, wie 
• man leicht nachprüfen kann, erfüllt.	 .• 

Aus der Abschatzung. 

II YQ XM	I1 YQII ILQ XII	(n + 3/2)-' 2(A)	2	 (24) 

folgt daB für	< 1 der Operator I - YQX invertierbar 1sf, und damit ist auch der
- Operator PPAPP im Bildraum im PP'invertierbar, d. h., es existiert 

	

Die Formeln (15) und (24) liefern li(Q FTV 'E9)."ll	(	92)1 Aus (12) .und 
den \bsehatzungen 

Il W 'EQl! = Ji A +- 'PA 'A +PQ j I = iIAPQ - A + 'YQIi	- •	 H 

(1 +n)g(A'),	 •	

-	 : 

•	IIQnFW1II	 IJQnP.A±'	QxA'Ii	• 

( +	)g(A)	•; • 

folgt nun •	 •	 • 

	

V	
•	 (1 +)	 V 2 (A- 1 )'	2 2(A-1) 
^g2(A') +	j I	=  

_• 

Aus (1) und obigen Abschatzungen ergiht sich schlieBhch 

lix - X(") Il
 ^5 (1 -	2)-1 II 1V—'EQIi ilQ Fll iiQxli 

jiQnXil •I	•..	 ••	 •	 ••	

S	 V 

-

	

	
Andere Invertierbarkeitskriterien und Abschatzungen erhält man dureh eine an-	• V 

dere Wahl der Operatoren FJ und F. Nehinen vir z. B. F] PA + 'P und -F = PA1P, 
sost	 V	 • 

• •	QF(PAP)-' EQ = QPA 2PQ —QPA -'QA -'PQ.	S	

• V V 

• Diesr Operator 1st in,ertierbar, falls	•	
'•	 V	

V 

V	 ilQPA-'QA'PQii il(PA-2P)111 < 1.	• •	 •	

V 

BezeichnetL' ckz" die Fourierentwicklung der Funktion A 1 (z) so ist die Bedingung 

•	 X	E kZk li4^2PA2ll <	V	 - 

•	k=n-4-2	 kn+2	 •	 S	
•	 V 

•	hinreichend für die Existenz von A,'. Daraus ergibtsich . unmittelbar die Aüssage a 
V aus Abschnitt 2.	 -	 S	 • •	

S	 V 

• •	 Bemerkung: Durch Abschatzung derNorinen von A±() in	inittels der H& 
derschen Ungleichung lassen sich auch. die 1-Norrnen (I	p	oo) der Matrizen 
A ,' nach obei abschätzen.	

•	 V	 •	 •	

V 

-	 r	 •	 V
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8. Aussagenflir paarige Toeplitz-Matrizen und paarige diskrete. 

	

Wiener-HoplGleichmigen'	S 

/	 . 

Es seien A(z) =Z akZk B(z) = L' 4kzk zwei Funktionen, die den Bedingungen (6) 
und (18) genUgen, A und B die zugebrdneten Laurent-Operatoren und A = A-A, 
B .= B-B, ihre Faktorisierungen. Die dem.Satz 2 vorangestellte Benierkung ist sinn- 
gemäB auch hier anzuwenden, wenn man sich nur für eine spezielle Matrix der Gestalt 
(2)'interessiert.	 -	 .

 Wir führn noèh folgehde Bezeichnungen em: 
h(AB-1) := exp (max H[arg A(z) — arg B (z ) ] I},	.	. 

:= h(AB') max [g(A 1 ) g(B), g(A) g(B1)}, 

AB-') max 19(A) g(A 1 ) /2 (E) g(B) g(B') /2(A) 
L I' —+112	1"n + 3/2 

Satz 3: Für ô,, < 1 existiert B a-' und es giltdie Abschätzung 

J1B-1I1	VInIn	
z)I Imax [g(A) g(B 1 ) h(B) g(A 1 ) g(B) h(A)] + 

+ g(A 1 ) g(B) Max, [_
(A) , . t(B) 1.	-	( 25) 

In + 3/2' 	+ 1/2j 
Die somit eindeuti bestirnmte Losung x" E im P der Näherung9gleichung P(AP 
+ BQ) P,,x = P,,y konvergiert /ür alle y E 12 gegen die Losung x der Gleichung (A P 
+BQ)xy.  

Ix —xII	{mag[(A) g(A), g(B) g(B- 1 )]	 . 

 [g(A) g(B 1 ) 1u(A) g(A 1 ) g(B) 1u(B)11 ±	wax	
Vn + 3/2 "	' n + 1/2. ] jQxJ. 

(26) 
-Beweis: Wir setzen 93 = .= 12; W = AP + BQ, E = A +P - JLQ, F = PA 
QB4 . Dann gilt, wie man leicht nachprufen kann: 

W-' (A,- +P + AJ'Q) A 1B',	 S 

FW'E = I - (PA +-'AB- + QAB+B 1 ) (QA +AB+-'P + PAB-'BQ),' 
X = (P& + QA + ) A+-1AB+B.'; Y = PA-'PB-'BQ + QB+-'QA+A-'P. 
Aus (16) folgt:  

S	 IIA+-'AB+B_-'IJ = exp max [H arg B(z) - Harg A(z)]1	h(AB1)'... 
( z El'	 S 

Benutzen wir die Ungleichungen (20), (21) und die Tatsache, dalI für zwei beliebige 

	

lineare, stetige Operatoren A,	im Hilbert raum 12	 S 

J,41) + QQII = max (IIP4PII, IIQQID. 
- I 1 Q ± Q.P!I = max (II P Q, IIQPII)	

.	-
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gilt, so gelangen wir zu der Abschätzung 11 YQXIl  . Mittels Satz 1 folgt daraus die 
Hinlanglichkeit der Bedingung 6,, < 1 für die Existenz von B.- I. Die Fehierab-
schatzung (26)erhält man mit Hilfe der aus (13) abgeleiteten Formel 

X	= [F- IQJ - F'PX(I - YQX)-' YQF]Qx, -. 

aus IIF'PXII	und entsprechenden Absehatzungen 4ur II F-1Q F Il und IIYQFII. 
Analog ergibt sieh mitHilfe der aus (12) abgeleiteten Forniel	- 

(PTVP)(-]L) = F'PFW' -1 F-1PX([I--- (I - YQX) l ] YE-' 

(I - YQX)-' YQ-1} 

und entsprechenden Abschatzungen für II F1PFW1 IL, 11 YE111 und 1YQE 1 11 die 
Unglëiehung (25). Da YQ und inithin auch der ganze zweite Summand in der Opera- 
tornorm gegen Null konvergiert, ergeben sich atif these Weise I iir groBe Zahien n 
bessere Absehätzungen, als durch direktes Abschätzen der in Formel (12) auftreten-
den Terine. Satz 3 ist damit bewiesen I 

Dirch Umstellungen der verwendeten Formeln ergeben sich andere Moglichkeiten 
der Absehatzung. Wir haben' uns hier urn eine Variante bemuht, in der nur soiche' 
Gröt3en auftreten, die durch als békannt anzusehendeZahlen abgeschätzt werden' 
können, und bei der die angegebenen Schranken für groBes n nioglichst klein werden. 
Pie Einfühnmg der Operatoren X und Y diente dem Zweck, in dern Ausdruek YQX 
die Norm der Summe zweier Op'eratoren durch das Maximum der Norrnen.abschätzen 
zu können. .	.	.	. 

Weitere Mogliehkeiten erhält man durch eine andere Wahl der Operatoren E und F. 
Setzt man z. B; F PA_T'B.. + QA^B' und E = A + :'BP ± A_B_- 1Q, so gilt 
furW=AP+BQ :	. '.	 . 

•	QFW'EQ = Q(PA- 2BP + QAl 2Q) Q 
,•• 

+ Q(PA- 1B - QAB')(PBIQ - QA-"P) Q.	(27) 

Der erste Summandauf der rechten Seite ist cin invertierbarer Operator in im Q, für - 
.alIe n = 0, 1, 2, ... tind die Operatoren PB'QQ, QA'PQ konvergieren in der 
Operatornorm gegén Null. Aus (27) ergibt'sich.auch unniittelbar die Aussage b aus 
Abschnitt 2.	 .	 -•	.	- 

Der Fall W = PA +'- QB lä8t sich in analoger Weise behandein. Wkhlt man auch 
hier K = A ±P -- B.Q, F.=-PA - QB+ ,.so erhalt man für X iind 7. die Ausdruckc 

X = PA AQB'Q + QB^B'PA 1P,	 - 

Y AAB- 1B(BP + AQ). 

II YQ X 1 lällt sich ebenfalls durch ô absehätzen, so daB die Bedingung 6, < 1 auch 
hinreichend , fiii die Existenz von C, ist. Abschatzungen für C: 1 und des beim Re- 
duktjonsverfahren auftretenden Fehiers kann man in ähnlicher Weise eihalten wie 
oven.
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9. Weitere Anwenduñgen 

Das Red tiktionsverfattren zur näherungsweisen Losung der singularen Integral-
gleichung	S 

A(z) x(z) +,	) f x() d = y(z)	(zE 1')	 (28) 

besteht bekanntlich darin, daB man zu Naherungsgleichungen 

Bx	= {yn, . .	y}r	-	-	 ( 29) 

ubegeht. Dabei 1st {y, ..., y} ein Spaltenvektor mit den Fourierkoeffizinten von 
y(z) und B. eine Matrix der-Gestalt (2),wobei a k und bk .entsprechenddie Fourier-

- koeffizienten der Funktionen A(z) = A(z) +fl(z) und 11(z) = A(z) - (z) siñd [(2, 
5]). Erfüllen A(z) und B(z)'die Bedinungen (6) und (18), so IäBt sich der Satz 3 an-
venden. Für & < 1 besitzt die Gleichung (29) eine eindeutig bestimmte Losung 

' x" ={xj, ...; a}r und die darausgebildete Funktionenfolge x("(z) ='XkZ" 

konvergiert für alle y(z) E L2 (P) in der Norm von L2(r) gegen die (eindeutig bestüñiu- 
te).Losung x(z) der Gleiehung (28). Der Fehier 11x(z) - x ' (z )lI .1ã9t sich unter-Aus-
niitzung der Parsevalschen Gleichung mittels (26) abschätzen. 

Für singulare Integraigleichungen, bei denen die Fun ktion B(z) mit unter dem 
Integral steht, gelten, bis auf eine andere Fehlerabschatzung, die gleichen Aussagen, 
wenn man in der Näherungsgleichung (29) B,, durch C,, ersetzt. 

Eine Moglichkeit zur naherungsweisen Lasting der Wiener-Hopfschen Integral-
gleichung	 •	 -	

.	 S.	 - 

(Ax) (1) = x(t) — fk(t - s) x(s) ds = y(t)	(0 < t <oc)	 (30) 

steflt das Galerkinsche Verfahren nach. dem in L2 (0, oo) orthonorniierten System 
dér Laguerreschen Funktionen dar [2]. Die Naherungsgleichung hat hier die 

Gestalt

k(A1Pk	= (y, y',)	( = 0 1	n)	 (31) 

wobei ., ') dasSkalarprodukt in L2(0, oo) ist. Die Koeffiziëntenmatrix der Gleichung 
(31).ist eine Toeplitz-Matri mit der erzeugenden Funktion [2]  

A(z) = I _fk(t) exp (z ± 1 . t dt	(z E F) 

Genugt A(z) den Bedingungen (6) und (18),soistder Satz 2 anwendbar. Für i,, < 1 
besitzt (31) eine eindeutig bestinirnte Losung	=	...,	und die Funk-
tionen x(") (t) = ' k(" ) e(t) konvergieren fur alle y E L(0 oo) in der Norm vn 

- L2(0, oo) geén die (eindeutig b'estimmte) Losung x(t) der Gleiehung (30).Unter Aus-
nutzung der Parsevalschen Gleichung laBt sich der Fehier x(t) - x"(t)jJL'(d.) wie 
im Satz 2 abschatzen.	

S
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