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Zur Darstelli.mg von Lösungen bei 
Systemen partieller Differentialgleichungen, 
insbesondere be! isolierten Singularitäten 

P. BERGLEZ 

For specific systems of elliptic partial differential equations and the associated systems 
of formally hyperbolic equations in complex variables the solutions can be given using 
certain differential operators. These operators map holomorphic functions into the set of 
solutions of the system. In this article we consider the relation between a solution and 
the holomorphic functions generating it. In particular we determine the generators of the 
zero solution. Finally we give a general representation theorem for the solutions defined 
in the neighbourhood of an isolated singularity. 
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1. Einffihrung 
Vorgelegt sei das System homogener elliptischer Differentialgleichu.ngen zweiter 

Ordnung in zwei reelien Variablen 

8Uk	 OUg =0, s= 
k=1	 8X	 Oy 

wobei ag, bj, und Cik fur 1 <i, k < j analytische Funktionen in einem Gebiet V E 
112 bezeichnen. Dieses System kann mit den Matrizen a = (au), b = (bc,,), c = (c,) 
und dem Vektor u = (u 1 ,.. ,u,) auth in der Gestalt 

8u 
Au + a(x,y)— + b(z,y)— + c(z,y)u = 0	 (1.1) 

angegeben werden.
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Führt man nun die komplexe Variable z = z + iy em ( bezeichnet dann die 
konjugiert komplexe GröBe), so kann das System (1.1) audi in der Form 

Üa + a(z,)u +b(z,.)üz+(z,2)ü = 0 (1.2) 

angegeben werden mit ii(z,.1) = u(x,y), 4ã(z,.1) = a(x,y) + ib(x,y), 4b(z,2) = 
a(x, y) - ib(x, y), 4(z, ) = c(x, y), wobei jeweils 2z = z + 2 mid 2iy = z - zu 
verwenden ist und 28/8z = t9/8z - i8/Oy, 20/8 = 8/ôx + i8/t9y gilt. 

Setzt man die Koeffizienten a, b und c in (1.1) zu komplexen Werten von z and y 
fort and verwendet z = z + iy, C = x - iy, so kanu mit i(z, () = u(z, y), 4ã(z, () = 
a(z,y) + ib(z,p), 4b(z,C) = a(x,y) - ib(z,y), 4(z, C) = c(z,y), für 2x = z + 
(,2iy = z - C dem System (1.1) folgendes System formal hyperbolischer Gleichungen 
zugeordnet werden:

- 
+ ã(z, C) 

8i 
— + b(z, C)	+ (z, C)u = 0.	 (1.3) 

V sei nun ein einfach zusamnienhingendes Gebiet der z—Ebene und es gelte V := 
{z I Zz E V}. Sind die Koeffizienten in (1.3) in V x V holomorph, so wird V nach 
I. N. VEKUA [6] ein Fundamentalgebiet von (1.3) genannt. 

Gilt C = zz (d. h. x und y sind reell), so erhãlt man am (1.3) das System (1.2). 
Somit steilt jede in V x V holomorphe Lôsiing i(z, C) mit C = eme in V defiuiierte 
Lósung von (1.1) dar. 

Im folgenden bezeichne fl(j x k; G), j, k E N, die Menge ailer j x k Matrizen, 
die im Gebiet Q (G C C oder g C C2) deftniert sind mid deren Elemente dort 
analytische Funktionen sind, M(j x k; C) die Menge aller j x k Matrizen, deren 
Elemente aus C sind, mid 0 die Null—Matrix bzw. den Null—Vektor. 

Das Gebiet V soil immer so gewählt werden, daB es einerseits Fundamentalgebiet 
ist und andererseits die betrachteten Funktionen erklãrt sind. 

I. N. VEKUA gibt in [6], p. 163, miter Verwendung der RIEMANN—Matrix—Funk-
tion einen ailgemeinen Darsteilungssatz für die in V x V definierten Lósungen von 
(1.3) an. In [3] wird ein notwendiges mid hinreichendes Kriterium dafiir hergeleitet, 
daB es zuni System (1.3) Differentialoperatoren der Form 

ak	-	m	
L9 Is K,, :=	ak(z , C) .-, Km := 

k=O	 2 

mit ak E ?-L(j x j; V x b) für k = 0, . . . , n, b,. E 7-t(j x j; V x ) für k = 
0 1 . . . , m, n, m E N. und den folgenden Eigenschaften gibt: 

S an 0 0inV>, bm	OinV)V, 

• Kg ist für aiJe g E 7-1(j x 1;V) eine Lsung von (1.3) in VxV, 

• kmhistfüralle hE(jx1;') eineLösung von (1.3)inVx. 
1 N and C bezeichnen die Menge der naturlichen bzw. komplexen Zahien, N. := N U {O}.
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Die Operatoren K. und Km werden BAUER-Matrix-Operatoren erster bzw. zweiter 
Art genannt und ku.rz aix 87-Operator bzw. 87}-Operator bezeichnet. 

Das System (1.3) kann imnier auf die verküxzte Form 

Lw=O	 (1.4) 

mt
Lw := w + AAW + Bw 

transformiert werden (vgl. [3]). Aus dieser Arbeit übernehmen wir nun folgenden 
Existenzsatz für BAUER-Matrix-Operatoren: 

Satz 1.1 a) Zum System (1.4) existiert in V x t genau dann ein BAUER—Matrix-
Operator erster Art, falls es ein n E N gibi, so daft mit 

A = A , B,. = B 
A 1 Ak_j, = BAAk,Bk + B 1 Bk,, k = n.,. . . '1,	 (1.5)

Bk_I = Bk + (A_hjAk_i,$) 

gilt:
B0m0 in VxV. 

Der 87—Operator K. ist dann gegeben durch 

K. = F,._ 1 . ... . F0	 (1.6)

mit

Fk:=_+A'Ak,,, k=O,...,n-1. 

b) Ein BAU ER-Matrix-Operator zweiter Art ezistieri zu (1.4) in V x V genau 
dorm, wenn es ein m E N derart gibt, daft 

B0 O in V  

mit
Am = A', Bm = A(B - (A'A)c)A	 (1.7) 

und

A 1 AI_ I,C = .;'A;'A1,., + B,B,,c,	
j = m ... 1	(1.8)

B1_1 = B1 + (A1_1A1_1,() 

gilt. Der BAUER—Matrix—Operator km 1st dann gegeben dutch 

Km = A' Fm_i . . . 

mit
Ai.c j=O,...,m-1. 

32 Analysis, Rd. 10. Heft 4 (1991)
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Wir betrachten nun Lôsungen von (1.4) in der Gestalt 
= Kg bzw. W2 = Kmh,	 (1.9) 

g E 7-t(j x 1;D) ,h E fl(j x i;) und deren Summe 

w=Kng+Kmh.	 (1.10) 

g uiid Ii werden erzeugende Funktionen oder kurz Erzeugende genannt. In [3] 
wurden zwei Beispiele für Systeme von Differentialgleichungen mit BAUER-Matrix-
Operatoren angegeben uiid gezeigt, daB man mit (1.10) die gesamte, in V x V defi-
merte Lösungsmannigfaltigkeit von (1.4) erh.1t. 

Im folgeuden soil nun der Zusamxnenhang zwischen einer Lösung mid den sic 
erzeugenden Funktionen untersncht werden. Dabei ist zwischen der eingliedrigen 
Lösungsdarstellung (1.9) und der zweigliedrigen Form (1.10) zu unterscheiden. Be-
sonders wichtig ist die Frage, mit weiclien Erzeugenden die Null-L6sung in der 
Form 0 = Kg + Km h gewonnen werden kann. Diese spielen dann bei der Unter-
suchung der Form der Erzeugenden einer in der Nãlie einer isolierten Singularität 
definierten und dort eindeutigen Lösung von (1.4) eine entscheidende Rolle. Fir eine 
einzelne Differentialgleicliung findet man entsprechende Ergebnisse in den Arbeiten 
von K. W. BAUER [1] und R. HEERSINK [4] sowie in [2]. 

2. Die Erzeugenden einer Lösung 
Für viele weitergehende Fragestellungen ist es notwendig, die Erzeugenden einer 

Lösung angeben zu können. her soil sowohi für eine eingliedrige Lósungsdarstellung 
als auch für die zweigliedrige Darstellung der Zusammenliang zwischen einer Lôsung 
und den sic erzeugeuden Funktionen auIgezeigt werden. Insbesonders werden die 
Erzeugenden der Null-Lösung genauer untersuclit. Dazu benötigen wir einige Re-
lationen für die Matrizen Ak,Bk,Ak und Bk . Ak mid B& seien für Jr = 0,... 
durch(1.5)gegeben,A,und 131 fiir j=0,...,m durcli(1.7)und(1.8). Für k > n 
und j > m gelte

A1A,.+1,

-1B,.—(A,. A,.,4c, 
D	-1 A fl-i	0 Lk+iIi,. .'ik,zA-'k+i - '-'k+i,z k-fl 
-	(A,-. l - - 	Aix), -	_-1 -	-i	, Dj+j/5 IIj C D,+j - 

Durch vollstãndige Induktion fiber j E N, j :5 m mid k E N, k < n zeigt man die 
Giiltigkeit von

= 
Bm_, - An-' 	.... B-1+1B+,+iB+1 .... BniA,) 

und
-1	 - _-1	I -	- n-h = A Bm+i ...	iBm+t, ... .	)z, 

= ItInDm+i ...	 ... D.fjtt
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Daxnit folgt sofort das 

Lemma 2.1 Die Bedingungen Bo 0 und B0 0 in V x von Satz 1.1 sind 
Iquivalent zu den Forderungen Bm.4 +j 0 &zw. B+,+1 0 in V x V 

Fur k > n und j m werden noch die folgenden Differentialoperatoren (für 
0<k<nund O<j<msieheSatz 1.1) 

Fk=-+A1A, .l=+A;'A,.
ae  

definiert. Damit kann nun der nachstehende Satz bewiesen werden. 

Satz 2.1 a) Zu (1.4) gebe es in V x ' sowohi einen Br-Operator K,, als auch 
einen 87-Operator Km. Zu jeder L6sung iv E 1-(j x 1; V x von (1.4) in der 
Form (1.10) sind dann die Funktionen Fn+m•. . ..F0 g und Fm+n. . .•Foh eindeutig 
bestimmi gemäJJ 

Fn+m...Fog = Fn+m...Fnw,	 (21)
Fm+n...Føh = 

und besitzen die Form

n+m+1 
Fn+m ... . Fog =E 

aA,

g(") mit ah E 1-(j x j; V) ,	(2.2) 

m+n+1 
Eo h =	E 6k h("

) mit /3 6 7-1(j x j; b) .	(2.3) 
k=0 

b) Im Fall einer eingliedrigen Lösungsdarstellung in der Form (1.9) sind die 
Erzeugenden g und h eindeutig bestimmi durch 

g = Cj . .... G,,w1 mit C,, = -B'	(k = 1,.. .,n),	(2.4) 

h =	i...Om(AW2) mit	 (j=1,...,m).	(2.5) 
Oz 

Beweis: a) Zunchst zeigt man duxchvoilztãndige Induktionüber j € N,j ^ m, 
die Gültigkeit von

F,,+1_ 1 . ... . Fn(km h) = j br'h() ,	 (2.6) 

wobei die Koeffizienten b' mit bj' M 0 folgenden Bedingungen geniigen: 
r	tm-i -	s.m-i	A-i A . J.y"i	L - n .Lfl+j k	- -	- "n+1 4•1fl+3.' k-i ,	- ,... m - 

- jm-j -I- A1 
- m-jz -r n+j'

A
fl+2,Z m-j 

32*
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mit Lktb := tic + A 1 Ak,xtic + Bktul. Der Ausdruck in (2.6) ist eine Lösu.ng des 
Systems L 1 tli = 0 (vgl. [3], Lemma 2.1.a).	 -	 - 

Setzt man in (2.6) j = m, so folgt sofort Fn+m ... Fn(Kmh) = 0 in  X V 
Nunmehr ist der Ausdruck

n+m+l 
Fnm +...Fnw=Fn+m...Fog= = a,,(z,)g(')	(2.7) 

k=0 

eine Lösung von = 0. Da nach Voraussetzung zum betrachteten System in 
V x V such em 87}—Operator existiert, ist dort B0 0 zu fordern. Dies ist nach 
Lemma 2.1 ãquivalent zur Bedingung B+m+i 0 in V x V. Damit hängen die 
Koeffizienten as,, in (2.7) nur von der Va.riablen z ab und man erhãlt (2.2). 

Entsprechend zeigt man die Giiltigkeit der Relationen (2.1) und (2.3). 
b) n—fache sukzessive Anwendung von Lemma 2.1.b aus [3] liefert unter Verwen-

dung von B0 0 in V x V die Gleicliuiig (2.4), der Ausdruck (2.5) folgt entspre-
chendi 

Im weiteren soil unter der Vorau8setzllng, daB zum System (1.4) em 7—Operator 
K und ein 57}—Operator Km existiert, die Null—Lósung von (1.4) niher untersucht 
werden. Funktionenpaare (ço(z),b(C)) E fl(j x 1;V) x 7L(j x 1;) , die die Null-
Lösung von (1.4) in der Darsteilung 0 = K'p + Kmt,b liefern, werden N—Paare 
genannt. Es gilt der folgende 

Satz 2.2 a) Das Problem 

ak (z, Co) g(z) +	bk(z,O)h((o) = 0,	o E ,	(2.8) 

+ >bk(zo,C)h@) = 0, zo E V,	(2.9) 

(k) 
90 (zo) = ck, k=0,...,n,	 (2.10) 
h(c0) = 4, k=0,...,m-1, (2.11) 

besitzt fur beliebige C,,, 4 E M(j x 1; C) eine eindeuiig bestimmie L6sung (go, ho) E 
7-i(jx1;V) x7-i(jx1;b). 

6) Dieses Paar (go, ho) stelli em N—Paar Zn (1.4) dar. 
c) Umgekehrt ist jedes N—Paar Zn (1.4) L5sung eines soichen Problems (2.8) - 

(2.11). 

Beweis: a) Verwendet man g(zo) gemiB (2.10), so besitzt das System (2.9) von 
gewöhnlichen Differentialgleichungen mit den Anfangswerten (2.11) eine eindeutig 
bestimmte Lósung h0 E fl(j x 1; b) (vgl. [51). Die GröBe h(- ) (Co) =: dm ist dann 
eindeutig bestimmt. Nu.nmehr betrachten wir das System (2.8) mit h(Co), k = 
0,... ,m —1, aus (2.11) und dem soeben bestimmten h(—) (Co). Zu8ainmen suit den 
Anfangswerten g)(z) = ch , Is = 0,... ,n - 1, ist dadurch eine Funktion go E
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7(j x 1; D) eindeutig bestimmt. Damit ist authg"(zo) =: ê,. festgelegt. Indem 
man in (2.8) z = z0 und in (2.9) C = Co setzt, zeigt man sofort, daB E, = c,, gilt. 

b) Nach I. N. VEKUA L61 , p. 164, sind die Existenz und die Eindeutigkeit der 
Lsung w E '7-t(j x 1; V x ) des Goursat-Problems 

Lw = 0, w(z,Co) = (z), w(zo,() = 

mit ço E 7-(j x 1;V) , t' E fl(j x 1;) beliebig, gesichert. Hier gilt mit dem in a) 
bestimmten Paar (go, ho) : w(zo,C) = (K,,go +K,nho)	,= 0 and w(z , Co) = 
(K,,90 + Km/i0 )	0. Daniit folgt w(z,C) = 0 in V x V. Das bedeutet aber, 
daB (go, ho) em N-Paar ist. 

c) Folgt unmittelbar aus der Definition der N-Paarel 
Das im vorigen Satz angegebene, die N-Paare charakterisierende AnIangswert-

problem (2.8) - (2.11) kann auf Grund der Möglichkeit, die auftretenden BAUER-
Matrix-Operatoren gemifl Satz 1.1 zu faktori8ieren, miter Verwendung von 

uo(z, Co) := -
	

bk(z, Co)h (Co),	u(z, Co)	go(z), 

0(Z0, C) := -A(zo, ()	Gk(Z0, )g(k)(), Ü,,,(ZO, C)	ho((), 

in folgende Form übergeführt werden: 

F_ti,, k=co = Uk_1(Z, Co),	 k = 1,..., n,	 (2.12)
tij,(zo,(o) = Ck, 

mit
= (F,_, •... . Fog(z))= 

und

. tn_ktLk	= üa_i(zo,(),	k = 1,... ,m,	 (2.13) 
Uk( Zo,(o) = 4, 

mit
4 = (frm-e ... oh(C)). 

Zunächst wird, beginnend bei k = 1, das Problem (2.13) sukzessive gelöst. Man 
erhãltfiir k=1,...,m 

uk(zo,C) = A h (zO,C) [Anik (ZO CO)ik + 1	(2.14) 

Mit k = m ergibt sich somit ho(C) = Üm(Zo, () die Lösu.ng des Problems (2.9),(2.11). 
Jetzt ist man in der Lage, hm)(C0) zu berechnen und die Lösung des Problems 

(2.12) in der Form 

tLk( Z ,CO) = A k(z, o) [A_ 1 (zo, Q EA. + f.0 A_ (E, o)uk_i(, (o) d] ,	(2.15)
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k = 1,... ,n, anzugeben. Mit k = n erhält man die Lósung go E fl(j x 1;D) von 
(2.8), (2.10). 

Daxmt gilt der folgende 

Satz 2.3 Zum System (1.4) gebe es in V x b sowohi einen B -Operator K. = 
E

n _o ak(z , C)49'/8z" als ouch einen 87}-Operator K,,. = E...0b,,(z,C) x 
Seien zo ED und Co ED beliebig, ober lest und ek E M(j x 1;C), k = 0,...,n, 
dk E M(j x 1;C),k = 0,. ..,m —1, sotoie d,,, = —A(zo,Co) x (En o ak(zo,Co)ck + 

bk(zo, Co)dk). Dann gilt:	 - 
a) Dos N-Poor (go, h0 ) zu (1.4) in der Dorstellung 0 = K,.90 + Kmh0 konn 

angegeben werden in der Form 

go(z) = u,,(z, Co), ho(C) = ü,(zo, C)1	 (2.16) 

mit U,,,üm gemiijl (2.15) und (2.14) und 

CI.	F,,_k_l •... . Fog(z) =o 
mit g(k)(zo) = 

Eoh()	mit h) (c0) = 4. 
CD 

b) Das allgemeinste Erzeugendenpaar (, is) zu einer Lösung w von (1.4) erhãlt 
man durch

(z) = g(z)+go(z), 
-	 &(C) = h(()+h0((), 

mit go und h0 gemdfl (2.16). 

Im speziellen soil nun ein System von elliptischen Differentialgleicl.iungen der 
Form (1.1) betrachtet werden, wobei die Koeflizienten reellwertige Funktionen der 
reellen Variablen z und i smd. In komplexer Notation kann es immer in der Form 

v, + aa5v. + ãäv, + v = 0	 (2.17) 

mit geeigneten Matrizen a mid 6 angegeben werden, wobei 6= gilt. Dnrch 
tb = av geht dieses System fiber in die Gestalt 

W +	+ Et =0	 (2.18) 

mit

A = 

B = aaa1a' - azsa_i - aa_ia:a_lcxja_1 + af3 cs_i 

Nun betrachten wir das System formal hyperbolischer Differentialgleichungen 

W C + A 1 Awc + Bw =0	 (2.19)
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nut

A(z, () = [a(z, C)] cz '(z , C)1 
B(z,() = a:(z,C)&'(z,C)a(z,C)&'(z,C) - az(z,C)cz1(z,C) 

—a(z, ()[a-' (z , ()] ([cs(z, C)]) a'(z, C)a(z, ()11(z, C) 
+cx(z, 00(z , ()a'(z, C) 

wobei f die zu f konjugierte Funktion bezeichnet (vgl. [6], p. 64). Nach Satz 
1.1 besitzt dieses System in V x genau dann einen —Operator K,., wenn mit 
(1.5) B0 0 in V x V erfü.11t ist. Der Operator Kn ist damn dnrch (1.6) gegeben. 
Wegen der speziellen Struktu.r der Koeffizienten des Systems (2.19) gilt (vgl. (1.7)) 
Am = A, Bm = B. Damit gibt es dann zu (2.19) auth einen 871—Operator K,. 
(d.h.m=n);derin der Form	- 

k,.h(C) = A1(z,()[K,.h(z)] 

mit Kn wie oben geschriebeu werden kann. 
In der Folge lassen sich nun alle Lösungen von (2.17) duzch 

v(z,E) = (a_1(z,()K,.g(z) + [&'(z,C)Kn1i(z)})C=Z 

mit g,h E fl(j x 1; V) darstellen. Alle reellwertigen Lösungen von (2.17) erhiit 
man dann mit

v(z,2) = (a'(z,C)Kng(z) + [&'(z,()K,.g(z)])	,	(2.20) 

9 E 7(j x 1;V). 
Die Aussagen der Sãtze 2.1.a und 2.3 können natürlich such für das System (2.17) 

iibertragen werden. Wegen des besonderen Interesses an den reellwertigen Lösungen 
von (2.17) sollen hier aber nur die Resultate für these Lösungsklasse formuliert wer-
den. 

Satz 2.4 a) Bei vorgegebener reeliwertiger Losung v von (2.17) in der Form (2.20) 
ist die Funkiion (F25 . ... . F g)	eindeutig bestimmt durch 

2n4-1 
(F2,..... . Fog(z))=s = 

= (F25 . ... . F,.cr(z, C)v(z, C))=z 

mit ah E ?i(j x j; V) 
b) Die aligemeinste Erzeugende	einer reeliwertigen Lösung von (2.17) erhdlt 

man mit
(z) =g(z)+go(z), 

wobei go die Erzeugende der Null—Lôsung von (2.17) bezeichnet and mit u,. von 
(2.15) angegeben werden kann durch 

go(z) = u,.(z,Co) ko=z
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Dabei muji noch gelten

ut.(z, 0 ) Ico=i= it.(zo,C) co .0 

wobei i nach (2-14) zu bestimmen ist. 

3. Darstellun von Lösungen in der Nähe 
isolierter Singularitäten 

In diesem Abschnitt werden L6sungen von Systemen elliptischer Differentialglei-
chungen untersucht, die an gewissen Steilen isolierte Singularititen aufweisen. Dabei 
wird die Existenz der jeweiligen BAUER—Matrix—Operatoren vorausgesetzt. 

Für das Weitere vereinbaren wir die Bezeicluiungen 

U(zj) := {zIIz—zjI<p}, 
U(zj) := {z I 0 <1 z - z1 1< 

p > 0. Schlitzt man Ü(zi ) so aul, daB man z1 durch eine geeignete Kurve mit dem 
Rand von U(zi ) verbindet, so entsteht ein ein.fach zusammenhingendes Gebiet, das 
mit 14(zi ) bezeiclinet werden soil. 
Satz 3.1 a) Zu jeder vorgegebenen, in U(zj) eindeutigen Losung w(z, 2) von 

w,, + A'(z, E)A(z, 2)w, + B(z, 2)w = 0	 (3.1) 
gibt es zwei Ftznktionen g und h in der Gestalt 

g(z) = log(z—zj)gj(z)+go(z), 

h(C) = Iog(C - 2i-)h1 (C) + ho(C) ,

gi E 7(j x 1;U(z1))
(3.2) 

go E ?(j x 1;Ü(zi)) 

h1 E fl(j x 1;U(zj))
(3.3) 

h0 E fl(jxl;I(zi)) 

so dap	 - 
w(z, ) = (K,,g + Kmh)_.i. 

b) Der Ausdruck (Kg + kmh)=g mit g und h gemäfl (3.2), (3.3) stelit genau 
dann eine in U(zi ) eindeutige Lösung w von (3.1) dar, wenn (ga, —h1 ) em N—Paar 
st. 

Beweis: a) Es sei w(z, C) die ( im allgemeinen meh.rdeutige ) Fortsetzung von 
w(z, ) zu unabhingigen Variablen z und C. Nach I. N. VEKtJA ([6] p. 163, 169) 
laI3t sich w(z, ) dann ixnmer darsteilen durch 

w(z,C) = R(zo, Co; z,()a 

+ J R(t,	z, ()p(t) dt +	R(zo, r; Z, C)t,b(r) dr	(3.4)
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mit aEM(jxl;C)u.nd ç1 ,in der Form 

ço(z) = 1og(z_zi)j(z)+coo(z),	 (3.5) 
=	 (3.6) 

wobei ,j E1(j x 1;U(zj)) ,çoo E 1i(j x 1;i1(zi ))	E k(j x 1;) ,,&o E 
x 1;U(zi )) gilt and R die RIEMANN—Matrix—FUnktiOn zu (1.4) bezeichnet. 

Die Grôflen a, W und b sind dabei durch w euideutig festgelegt gemiB 

a = w(zo,Co), 
(z) = Ow(z, o)/8z + A'(z, Co)A.(z, Co)w(z, Co),	(3.7) 

= 8w(zo,0/8C.	 (3.8) 

(i) Der erste Summand auf der rechten Seite von (3.4) ist in U(zi ) x U(zi) 
holomorph and kann dort dargesteilt werden durch 

Wi = R(zo, Co; z,)a = K1 

mit einer Funktion
i e 1-I(j x 1;U(zi ))	 (3.9) 

(vgl. [3], Beweis zu Satz 3.3). 
(ii) Der zweite Summand

= JR(t, Co; z,()(t)dt 

ist in 14(zi) x Ü,(zi ) holomorph und kann in der Form 

W2 = K, 2 mit 92 E 7-L(j x 

angegeben werden (vgl. ebenfalls. [3]). Gleichung (3.7) steilt nun einen Zusaxnmen-
hang zwisclien den Funktionen o und	her. Es gilt: 

= 
/8w2

+ A1Aw2' 
Oz 1C'Co 

n+i . =	[ak,L + ak_ i + A 1 Aak]g2(k) (z) k=co 
k=O 

mit a,+i : 0,a_ 1 : 0. 
Mit W gemiB (3.5) liegt ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen 

(n. + 1)—ter Ordnung für 2 vor, das eine Lósung der Form 

92(Z) = log(z - z1 ) 2 (z) + 2 (z)	 (3.10)

mit 2 E fl(j x 1;U(zi )) , 2 E ?i(j x 1;Z4(zj )) besitzt.
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(iii) Der dritte Summand in (3.4) 

jC =	R(zo,.r;z,C)b(T)dr, 

der in 14(n) x 14(zi) holomorph ist, kann nach [3] dort dargesteilt werden in der 
Form

w. = km&2 mit 112 E 7i(j x 1;14(zi)) 
Die Erzeugende h2 ist dabei wegen (3.8) duncli folgende Differentialgleichung mit 
der Funktion i verknüpft: 

'n+i

+ bk_l)i4(C) = 1/)(C) mit bm+i :m 0,b_ 1 =— 0. 

Verwendet man TP gemüS (3.6), so existiert eine Funktion 112 in der Form 

h2() = log( - 2j)ii2() + X2(C)	 (3.11) 

mit h2 e fl(j x 1;U(zi ))	E fl(j x 1;U,(zi )) , die dieser Gleichuiig geniigt 
Die Funktionen	unid 112 sind in U(zj ) bzw. U(zi ) mehrdeutig. Somit er-

halten wir mittels w(z,C) = K,j 1 + §2)+ Kmh2 ,	und 112 gem (3.9),
(3.10) und (3.11), die in 14(zj ) x U.(zi ) holomorphe Lösung w = w1 +w2 + w3 
von w + A 1 Awc + Bw = 0 bzw. durch w(z, 2) = [K( 1 + + Kmh2]C=g 
die in 14(zi ) deflnierte Lösung von w + A'Aw + Bw = 0. Da w(z, 2) = 
w1 (z,2) + w2 (z,2) + ws(z,2) eine in U(zi )eindeutige Funktion ist, gilt dies aus 
Stetigkeitsgriinden such für [K( 1 + 92) + Kmh2]= . Damit 1st Tell a) bewiesen. 

b) Auf die Funktionen g und 11 in der Form (3.2), (3.3) wenden wir die Operatoren 
K. bzw. Km an. Den so erhaltenen Ausdruck W = K,,g + Kmh formen win urn auf 
die Gestalt

w = log(z—zi)Kgj+1(z,)+Kg0 
+ log(C - flkm hi + 4 2 (z, C) + kmho, 

wobei 41 und '2 eindeutig bestimrnte, von loganthmischen Gliedern freie Funktio-
nen bezeichnen. 

Für C = 2 setzt man nun log(z - zj) = log r + io und erhãlt so 

w(z,2) = logr(Kngj+kmhi),g 
- 

+4 1 (z, 2) + '1 2 (z, 2) + (Kgo + Kmho)=,. 

w ist in U(zj ) genau dann eindeutig, falls K,,91 - kmhj = 0 , d. h. fails (g', _hi) 
ein N-Panr ist. to besitzt dann die Form 

w(z, ) = log z - z1 12 (K,,9162 + ' i(Z , 2) + 2 (z, 2) 
+(K,g0 + kmh)=i	I
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Nach Satz 2.1.b sind im Fail ener erngEedrigen Darsteilung einer Lósung to in 
der Form w1 = Kg bzw. to2 = Km/i die Erzengenden g bzw. h audi in einem nicht 
notwendig einfach zusaxnmenliãngenden Gebiet durch die Funktionen w1 bzw. w2 

gemig den Gleichungen (2.4) u.nd (2.5) eindeutig bestimmt. Damit folgt uninittelbar 
der folgende 

Satz 3.2 Jede L 6sung w1 = K,g	und to2 = km/i Ic=z von w + AAwg +
Bw = 0, die in U(zj ) definiert ist und in z eine isolierte Singularität besitzt, kann 
mit einer Funktion g	x 1;U(zi )) bzw. h E ?(j x 1;U(zi )) dargesteilt wer-



den. 

Audi in diesem Abschnitt soil besonders auI Systefne elliptischer Differential-
gleichungen mit reeilwertigen Lösungen eingegangen werden. Dazu betrachten wir 
wieder Gleichung (2.17)

vzi + cf'av + a'av7 + '6v = 0 

mit 0 = . Mit den Ergebnissen von Satz 3.1 folgt nunmehr der 

Satz 3.3 1st v(z, ) eine inU(zi ) definierte mid dort reellwertige Lösung von (2.17), 
so liiflt sic/i these in U(zi ) darstellen durch 

v(z,.) = (a_1 (z,C)Kng(z) + [a'(z,C)Kng(z)]) 

mit K gemdfi (1.6) und g in der Form 

g(z) = log(z - z1)gj(z) + go(z). 

Dabei gilt go E 7-((j x 1;U(zj )) mid 91 E ?-I(j x 1;U(zi )) i.stgegeben durch g1 (z) = 

tL(z,(o) C0 =, u,1 gemilfi (2.15), wobei noch 

u(z,(o) Ico=z= ün(zo,() I Coo 

ü, nach (2.14), gelten mufi. 
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Book review 

P.MEINH0LD and E. WAGNER: Partlelle Differentlaigleichungen (Mathematik für In-
genieure, Naturwissenschaftler, Okonomen und Landwirte: Vol. 8). Leipzig: B.G. Teub-
net Verlagsges. 1990, 116 pp., 12 Fig. 

The present volume on partial differential equations, which has been already appeared in 
the sixth edition, gives an elementary introduction into that fields and applies to engi-
neers and scientists. It is the goal of this introduction to give an insight into several ty-
pical problems and to present classical methods of solution. Longer and harder proofs 
are omitted. Instead of it the methods are illustrated by numerous examples. 

After a general introduction in Chapter 2 fundamentals of the theory of linear partial 
order differential equations are discussed. Particularly the importance of related cha-
racteristic systems for the solution of the Cauchy initial-value problem is accentuated. 
Chapter 3 is devoted to linear second order differential equations. For the dimension 2 
there is explained their classification and their reduction to the normal form of elliptic, 
parabolic and hyperbolic type, respectively. Then classical approaches to obtain parti-
cular solutions together with their superposition in the form of series, integrals and 
convolutions are discussed. Chapter 4 is devoted to random and initial-value problems 
for essential problems as the heat equation, the wave equation and equations of elliptic 
type. The Fourier method is very central. The volume closes with Chapter 5 where an 
insight into the potential theory and main fundamentals of harmonic functions is given. 
Systems of differential equations are not explained, and nonlinear problems are lightly 
touched at the end of the volume. 

In spite of the small extend of this volume the authors presented - to the reviewer's 
way of thinking - a very informative first introduction into the field, which certainly 
meets the wishes of the ment readers. 

WUrzburg	 W. Velte


