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Uber eine Veraligemeinerung der Legendre-Hadamardschen Bedingung 
auf restringierte Variationsprobleme 1) 

R. KLöTZLER 

Variational problems are studied with continuous integrand, subject to vector-valued 
functions x of vector variables t with restricted derivatives xt under some goodness 
conditions of their feasible set X. For an optimal solution x 0 it will be shown the necess - 
ity of the (strong) quasi-convexity (in the sense of C.B. Morrey) of the integrand on X 
in regard of x0 
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1. Einleitung 

Für mehrdimensionale Variationsprobleme auf einem lntegrationsgebiet 0 CE' in der 
Form

J(x)f0 f(t,x(t),x(t))dt -+Min auf c"(5)	
(0)

unter Randbedingungen x = p0 auf àQ 

stelit die Legendre -I-Iadamardsche Bedingung ein klassisches notwendiges Optimalitäts - 
kriterium dar. 1st x0 eine optimale Losung von (0) und ft C 2 , so muB nach J. HADA-
MARD [31 in alien Punkten t E 0 die Ungleichung

(1) 

für beliebige (Spalten-)Vektoren At 1E", 1 € IE" gelten. Hierbei wird in dieser (und auch 
in nachfolgender)Darsteilung Uberdoppeitauftretendeindizes summiert; AT (A'.....A'"), 

a (t.,  und x wird ais (nx m)-Matrix der partiellen Ableitungen X,'. aufge-
faBt. Da in dieser Bedingung Ableitungen zweiter Ordnung von f benutzt werden, nennen 
wir sic Legendre-Hadamardsche Bedingung 2. Ordnung. 

1st hingegen feC 1 , so muB nach L.M.G VES [2] in alien teO die Ungleichung 

f(t,xo(t),xo(t)+(AT)	
(2)€

a f(t,x,(r),x0(t)) +fj(t,xo(t),xo(t))(A°'c1) V At E'",e E" 

erfüilt scm. Diese Forderung heiBt WeierstraI3-Bedingung; wir nennen sie auch Legendre-
Hadamardsche Bedingung 1. Ordnung. 

t) Dieser Beitrog stellt eine Erweiterung der Untersuchung [5] dar. Sic entstand im Rahmen 
eines Studienaufenthaltes an der Rheinischen Friedrich -Wilhelm-Universitát Bonn mit 
dankenswerter Unterstutzung des Sonderforschungsbereiches 256.
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1st schlieBlich 1€ C, SO werden wir zeigen, dali in alien Punkten r E I) die Beziehung 

f(t,xo(t),xo(t)+ c x )k- f(t,x0(t),x0(t),x0(t)) a 0	(3)

auf der Menge

A = (A 0 ..... 'm)' ç€ lE a , p= ( ito ..... Pm) 
K J(A,ç,1i)	 m	Tn	 (3') 

Pk° (k0.....m),	Pk1,	:11kAk=0 k = o	k=o 

gelten mut3. Wir nennen (3) auch die Legendre-Hadamardsche Bedingung 0. Ordnung. 
Aus (1) folgt (2) und aus (2) folgt (3). Man zeigt auch ieicht, daB unter der Voraus-

setzung fe C 1 aus (3) die Bedingung (2) folgt. 1st 1 sogar aus C 2 , so resultiert (1) aus (2). 
Man vergleiche dazu z. B. C.B.M0RREY [6: S.112]. Für m I wurde die Bedingung (3) 
bereits durch L. BITTNER [1] hergeleitet. 

Das Hauptanliegen dieser Arbeit besteht einerseits darin, unter gewissen Einschrän-
kungen die Notwendigkeit der Bedingungen (1), (2) und (3) auch dann noch nachzuweisen, 
wenn unser Variationsproblem zusätziiche Nebenbedingungen der Gestalt 

x(t)eX(t,x(t)) furfastalle tel)	 (4) 

erhält. Zum anderen werden wir eine Verailgemeinerung der Bedingung (3) herleiten, die 
in enger Beziehung zur "starken Quasikonvexitat" irn Sinne von C. B. MORREY [6] steht. 
Wir setzen dabei die mengenwertige Abbildung X: I) x IE -+ als stetig voraus. 
Aul3erdem sei

mt .' ' (t,)	D für alle (t, )e	x E'.	 (5) 

Mit diesem Ergebnis werden wichtige Voraussetzungen geschaffen, die im Sinne von R. 
KLöTZLER [4] eine Erweiterung des Pontryaginschen Maximumprinzips auf Steue-
rungs- und Variationsprobleme mit mehrfachen Integralen ermoglichen. 

2. Vorbereltende Begriffe und Bezeichnungen 

In dieser Arbeit wird mit B(w, s) zu we E' und E > 0 die offene Kugel des E' mit dem 
Mitteipunkt w und Radius s bezeichnet. Ferner soil dist (A,w) der euk.lidische Abstand des 
Punktes w von der Menge A C lEt sein. 1st A eine Menge des E', so ist 

{we IE'i dist(A,w) < e} und A_ := {w€AI dist WA, w) >}, 

wobei àA den Rand von A bezeichnet. 
Zu einem System A = { A0.....Xm} von m + I Vektoren A 0 .....A des lE'bezeichne 

S(A) das Simplex mit den Eckpunkten A 0 .....X. Es heiBt regular, wenn es innere Punkte 
enthält, anderenfalls heilit es nichtregulär. 

Eine Funktion g vo, (nx m)-Matrizen IV =  (W  heiBt nach C.B. MORREY 
[6: S. 1121 quasikonvex - wir sagen dafUr kurz q-konvex - wenn für beliebige Matrizen w 
dieser Art und (A, ç, p) aus K gem" (3') die Ungleichung g(w + A k)pk a 9(W) gilt. 
Eine Funktion g von (n x m)-Matrizen w heilit nach C. B. MORREY [6:S.1141 stark
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quasikonvex - wir sagen dafür kurz stark q -konvex - wenn Air beliebige beschränkte Ge-
biete UC IE und n-vektorwertige Lipschitz - stetige Funktionen z auf U mit der Eigen-
schaft supp z C U die Ungleichung 

Jg(w +z,(t))dt a g(w)mesU 

gilt.
Eine stetige mengenwertige Abbildung x von Punkten Z £ FE' in den FE' ist nach S. 

ROLEWICZ [7] durch die folgenden zwei Eigenschaften charakterisiert: 

a) Für alle s >0 existiert em 8(e) mit (z 0) D x(z) Air alle z E B(z0 , 8(s)). 
b) Für alle s >0 existiert em 8(s) mit (z0) J x(z) für alle z E B(z0 . 8(0). 

Setzenwir speziell in (5) für das Argument den Wert x(t) für xsC°'1 (Q) em, so wird 
x()- X(, x()) eine stetige mengenwertige Funktion auff). 

3. Anwendung einer ailgemeinen Kiasse von Variationen 

Im Gegensatz zu L. M. Ga.vEs [2] verwenden wir hier für die Herleitung von (3) eine 
ailgemeinere Technik, die es auch gestattet, Nebenbedingungen der Gestalt (4) einzube-
ziehen. Wir setzen dabei lediglich f€ C voraus. Wir studieren nun das Variationsproblem 
(0) unter der Nebenbedingung (4) auf dem ailgemeineren Funktionenraum W'2 (0) mit 
q > m, d.h. 

1(x) = fn f(t,x(t),x(t))dt -+ Min auf W , "(0)	 (6) 

unter der Nebenbedingung x( t) € X(t,x( t)) fast überall auf f) 
und Randbedingung x = p0 auf an. 

Hypothese: Das Problem (6) besitzt eine Losung x 0 € W" (f)), für die x0 fast überall 
stetig auf f) ist. 

Nach den Sobolevschen Einbettungssatzen ist zunächst x 0 stetig auf 03 . Dann bilden wir 
unter obiger Hypothese zu einem beliebigen Stetigkeitspunkt t0 € C) von xo, mit der Eigen-
s chaft 

x ( t ) € int[X(t0 ,x0 (t0))] (7) 

eine spezielle Folge von Storfunktionen { 1c } kCN . Dazu greifen wir uns eine beliebige 
Umgebung UCO von to heraus sowie eine beliebige Lipschitz -stetigen-vektorwertige 
Funktion (p auf f) mit den Eigenschaften 

SUPP pC U, x0( t0) + Pr ( t) € mt [)(t0,x0(t0))].	 (8) 

Wegen (7) ist die Menge dieser (p nicht leer. AuBerdem erklaren wir 

Uk_{t€f)ItO +k(ttO )€U)	 (9) 

und

O	
für t Uk	

(10) J k_1p(to+k(t_to)) für t€ Uk.
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Diese Funktionenfolge {t} hat die Eigenschaft, ahnliche Graphen mit dem Ahnlichkeits-
zentrum (to , 0) zu besitzen. Wegen der Bildstetigkeit von Xexistiert zu cp ein k0 , so daB 
infolge (8) auch 

x ( t ) + & 
k( t) € mt [x(t, x0( t ))] für k ^ k0 und t e U,	 (II) 

gilt. Infolgedessen ist 

1(x0 + e k ) - 10(x0) a 0 für alle k-t k0	 (12) 

Unter Erganzung von geeigneten Summanden kdnnen wit these Differenz auch folgender-
mal3en schreiben: 

1(x0 +) - 10(x0 ) = $[f(t,xo(t) + ( t ), x0( t )+ (t)) -f (t,x0(t0 ), x(t)+ (t))]dt 
Uk 

	

J[f(t,Xo(t),Xor( t)) - f(to ,x0(t0 ), xo(to))]dt	 (13) 
Uk-

+j'[f(to,xo(to) x0 (t0 ) + (t))- f(t0 ,x0( t0), xo(to))]dt. 
Uk 

Die ersten beiden Integrale der rechten Seite von Gleichung (13) sind wegen der Stetigkeit 
von f von der GroBenordnung (mes Uk)o( k). Der Ausdruck 

mesUk f[f(t0,x0(t0),x0(t0)+(t)) - f(x0 , x o( to), x0 ( to))] dt	 (14) 
Uk 

ist unabhangig von k. Denn unter Beachtung von (9) und (10) können wiT den Ausdruck 
(14) mittels der Substitution t = k( t - t0 ) + t0 umformen in 

k-rn 

I[f(to,xo(to),xot(to)+pt(t))-f(to,xo(to),xo(to))]dt; mesLlk
Uk 

und der Faktor vor diesem Integral ist gleich l/mes U. Somit erhalten wit aus (13) nach 
Division mit l/mes Uk und Grenzübergang k -* wegen (12) die notwendige Bedingung 

$ f(to ,x0 (t o ), x ( t ) + p (t))dt ;-^ (mes U)f(t0,x0(t0),x0(t0)).	 (15) 
U 

ZusammengefaBt lautet unser Resultat: 

Satz 1: 1st x0 eine Losung des restringierten Variationsprobiems (6), so nuI3 in alien 
Ste tigkeitspunkten t0 e Q von xot mit der Eigenschaft (7) die Bedingung (15) gelten zu 
beliebigen Lipschitz -stetigen n -vektorwertigen Funktionen cp, die den Einschrankungen 

(8) geniigen.
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4. Spezielle Folgerungen 

Wir setzen in Anlehnung an [5] zu einem gegebenen regularen rn-Simplex S(A) mit den 
Eckpunkten X, € El (j = 0.... . m) und 0 e mt S(It) in (15) die Funktion p in der speziellen 
Gestalt 

p(t) = - cMax 0,8-Max(X(t-t0 ))}	 (16) 

an. Dabei ist ç ein beliebiger Vektor des IE", A >'m) und 6>0 eine so kleine Zahl, 
daB supp pc 0 gilt. Für jeden Index I = I..... n bilden dann die Graphen von p' pyramiden-
f'Ormige Ausbeulungen der Ebene mit der Pyramidenbasis 

U =	{t€'I J(t-t0):^6,j0..... m)} 

und der Pyramidenhohe - 8. Die Forderung (8) äuBert sich jetzt in den Bedingungen 

.yo, (to) +	€ intk(t0 ,x0(t0 )) (j = 0.... . m).	 (17) 

Die Projektion der f-ten Pyramidenseite auf die t-Hyperebene bezeichnen wir mit Lt,, so 
daB A = U0 t ist. Aul3erdem ist p auf jedem Aj konstant. Die nach auBen orientierte 
PlangroBe der f-ten Pyramidenseite betragt nj mit 

nT
= sgnl(+ç 1 ) ..... +cxT, -1)mes Aj (f = 0.... . m). 

Die nach auBen orientierte PlangroBe der Pyramidenbasis ist der (m +1)-dimensionale 
Vektor n mit itT (0.....0,+mes i)sgn çi• Da die Summe der PlangroBe eines Polyeders 
bekanntlich immer gleich dem Nullvektor ist, gilt neben mes 

=	
mes 1 zugleich 

= 0.	 (18) 

Mit	mes /mes A geht dann die Bedingung (15) in 

Eim 
ii., r(t0 ,x0 (t0 ),x(t0 ) +	a i(t,x0(t, x(t0 ))	 (19)

Uber. Dabei ist 

Jj M Vj = I	= 0 und Jj, Vj Xj = 0.	 (20) 

Die Bedingung (19) haben wir vorerst unter den Einschrankungen 0 € mt S(A) und (17) 
erhalten. Da aber ein nichtregulares rn-Simplex beliebig genau durch regulare rn-Sim-
plexe approximiert werden kann, gilt letztlich wegen (5) die Bedingung (19) auch Air be-
liebige A mit 0 € S(A) und 

€ .tx0 (t0 )).	 (21) 

Unsere Ergebnisse fassen wir in folgendem Satz zusammen. 

Satz 2: 1sf x0 eine Ldsung des restringierten Variationsproblerns (6), so mu g in alien 
Stetigkeitspunkten to E 0 von x,, rnit der Eigenschaft (7) die Bedingung (19) geiten zu 
beliebigen e IE, Xj € E m und vi (f = 0.... . m), die den Einschrankungen (20) und (21). 
geniigen.
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Offensichtlich deckt sich im Falle des Fehiens von Nebenbedingungen in (6), d.h. X 
IE", die Aussage des Satzes 2 mit der Legendre-Hadamardschen Bedingung 0-ter Ord-
nung gema13 (3). 

1st die Bedingung (3) fUr beiiebie dritte Argumente po =,Yo t eriulit, so nennt C. B. MOR-
REY[6: S. 1121 die Funktion f(t,x0(t),.) quasikonvex. Da dieserBegriff in der Optimie-
rungstheorie abet noch in gänzlich davon abweichendem Sinne gebraucht wird, wollen wir 
besser q-konvex sagen (vgl. auch Abschnitt 2). 1st die Bedingung (15) flit beliebige dritte 
Argumente p0 0 x0 erfiillt, so nennt C.B. MORREY [6: S. 114] die Funktion f(t0,x0(t0),) 
stark quasikonvex. Wir wollen hierfUr wieder stark q-konvex sagen. 

Im Hinblick auf unsere restringierten Variationsprobleme (6) wollen wir hier und in 
Nachfolgearbeiten die dutch Satz 2 gefolgerte Optimalitatsbedingung (19) als 

q-Konvexitat von f(t0 ,x0 (t0 ),) auf X(t0 ,.v0 (t0 )) bezuglich xot(t0) 

bezeichnen. In entsprechender Weise drUcken wir die durch Satz 1 geforderte Bedingung 
(15) als 

starke q-Konvexita't von f(t0 ,x0 (t0 ),) auf X(t0 ,x0 (t0 )) beziiglich xo(t0) 

aus. 
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