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Uber ein eindimensionales Modell der finiten Elastostatik 

A. LANGENBACH 

The deformation of a rod S [0,1] is given by a diffeomorphism w: S -' S CO, w(i)] from 
the set {wt W(0, 1): w(0) = 0, w( s) 0 (s c S)). The function in w' appears as measure 
of deformation. The function w is solution to a second order ordinary differential equation 
with the second boundary condition %v'( 1) p c R. By an open - and - closed argument we 
show that the set of those p for which the boundary problem is uniquely solvable, is all P7. 

Key words: finite elasticity, boundary value problems, ordinary differential equations 
AMS subject classification: 47E05, 73G05 

1. Endliche Deformation elnes eingebetteten Zugstabes, Formulierung der Aufgabe 

Wit betrachten ein mathematisches Modell der in Abb. I skizzierten Situation. Ein ela-
stischer. Stab wird durch Druck- bzw. Zugkrafte gestaucht oder gedehnt. Der Verschie-
bung des Stabes wirkt das anhaftende äuBere Medium entgegen. 

p .	 . p 
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Wie wahlen folgende Bezeichnungen: S = [0, 1] bezeichnet das dem unbelasteten Stab 
zugeordnete Intervall. Die Funktion w: S - W(S), w E C 1 (S), beschreibt die Verfor-
mung des Stabes, w(s) x € w(S) : s. Zur Gewahrleistung einer Homoomorphie 
zwischen S und S fordern wit w '(s) > 0 für s € S. Mit v, e C1(S%V) bezeichnen wit 
eine virtuelle Verschiebung des deformierten Stabes, mit T: S - R die im Stab 
auftretenden Druck- bzw. Zugspannungen. Dann ist OAO f 51,,(x)v,,(x)dx die virtuelle 
Arbeit der elastischen Krafte des Stabes. Die virtuelle Arbeit der äuBeren Kräfte setzt 
sich aus den Anteilen 6A 1 = Pv(w(1)) - Rv(w(0)), der Arbeit der Kräfte P und R, 
sowie clA 2 = -fs,Q(x)v(x)dx, der Arbeit desWiderstand leistenden anhaftendenMe-
diums zusammen. Die Gleichgewichtsbedingung (Stabgleichung) lautet in Anwendung des 
Prinzips der virtuellen Verschiebungen 

8A 0 = 8A 1 + 6A2 für alle V, E C1(S). 

Als Referenzkonfiguration wählen wir Sid = S. Die Beziehung 

(Lv,,.,.)( g) : vId(s) := v 1.( w(s))	(s € S)	 (1.2)
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definiert einen Isomorphismus zwischen den Räumen virtueller Verschiebungen C1(S) 
und C 1 (S). Durch Differentiation erhalten wir 

v 1,j(s)	v,,,(w(s))w'(s) (s E S).	 (1.3) 

Wir können damit die Gleichgewichtsbedingung (1.1) auf die Referenzkonfiguration um 
schreiben. Es ist nach (1.2), (1.3) 

0 = 8AO - 6A 1 - 6A2 

f{7.(x)v(x) + Q(x)v(x)}dx- P v (w(1)) + Rv(w(0)) 
SW	

(1.4) 

= j{1 v (w(s))v ici(s) + Q( w(s))v ld(s)w'(s)}ds - PvId (1) + RvId(0). 

Zur vollstandigen Beschreibung der angenommenen Situation benotigen wir noch zwei 
Materialgesetze. Aus der Variationsgleichung (1.4) können wir unter bekannten Stetig-
keitsannahmen die Differentialgleic hung 

- dT(w(s))/ds + Q(w(s))w(s) = 0 (s € S)	 (1.5) 

und die statischen Randbedingungen T(w(1)) = P, T(w(0)) = R gewinnen. Nehmen wir 
das Elastizitatsgesetz T(w(s)) = O(w(s)) (se S) an, so erhalten wir unter Beruck-
sichtigung der Annahme w'(s) > 0 (s € S) aus (1.5) die Differentialgieichung 

-	(w(s))w1s)1w(s) + Q(w(s)) = 0 (s €S).	.	 (1.6) 

Die Materialfunktion a = o ( t) nehmen wir als stetig differenzierbar mit c'( t ) > 0 (t > 0) 
und o(i) = 0 an. Für die ebenfalls stetig differenzierbare Umkehrfunktion gelte : R - 
(O,). Wir setzen nun a(t) = f o'(eY)dy (t e R) und nehmen die RUckstellkraft mit 
Q(w(s)) = q(s, w(s) - s) Cs € S) an, in der q: S x R - R eine Carathéodory-Funktion 
sei; es gelte q(s, 0) = 0 und q(s, ) sei monoton wachsend für fast alle s E S. Mit a'(ln t) 

(t > 0) nimmt die Gleichung (1.6) die Form 

- da(ln tv(s))/ds + q(s, w(s) - s) = 0 (s € S)	 (1.7) 

an. Die Funktion a = a( t) ist stetig differenzierbar mit a'( t) > 0 (t € R) und a(0) = 0. 
Gehen wir mit dem Elastizitatsgesetz in die statischen Randbedingungen em, so erhalten 
wir z.B. w(1) = o - 1(P) p, wobei die Funktion p = p(P) stetig differenzierbar mit p (P) 

0 (P € R) und p(0) =list. 
In Aniehnung an das betrachtete Beispiel elner eindimensionaien Aufgabe der finiten 

Elastizitätstheorie betrachten wir in naheliegender Veraligemeinerung die folgende re-
prasentative Randwertaufgabe: 

Gesucht ist eine Losung WE W22 (S) der Differentia lgleichung 

- d a( s, in w(s ))/ds + q (s, w( s) - s) = 0 f.f.a. s € S,	 (1.8)

die der Randbedingung 

W(0) = 0, w(1) = p
	

(1.9) 

genUgt. Dabei sei 5	(0,1); der Sobolew-Raum W(S') 1st stetig in den Raum C1(S)
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eingebettet und kann als Raum stetiger Funktionen mit absolutstetiger Ableitung be-
trachtet werden., 

Die Gleichung (1.8) kann einerseits als eindimensionales Analogon der aligemeinen 
Gleichungen der finiten Elastostatik gedeutet werden (vgl. [31), enthalt andererseits die 
Gleichung (1.7) de g eingangs betrachteten Modells eines eingebetteten Zugstabes als 
Spezialfall. Dabei fallen jedoch Besonderheiten gegenUber einem "formalen" eindimen-
sionalen Modell auf: 

1. Die durch den Logarithmus vermittelte spezielle Abhängigkeit der Spannungen 
vom Deformationsmai3 weist auf unterschiedliche Reaktion des Materials bei Druck-
bzw. Zugbelastungen hin. 

2. Die durch die Riickstellkraft des anhaftenden aufleren Mediums vermittelte "Vo-
lumenkraft" q(s, w(s) - s) (s € S) hangt sowohi von der "Euler-Variablen" x wie auch 
von der "Lagrange-Variablen" s ab, fallt also nicht unter die haufig vorausgesetzten 
Lagrange-Krafte (dead loads) oder Euler-Kräfte (Potentiale). 

Die Randbedingungen (1.9) gehoren zu den sog. "gemischten"Randbedingungen, die im 
allgemeinen dreidimensionalen Fall erhebliche analytische Schwierigkeiten verursachen. 
Wirwollen zeigen, daB die Aufgabe (1.8),(1.9) unter physikalisch akzeptablen Bedingungen 
für beliebige endliche Zug- und Druckkräfte eindeutig bestimmte Losungen besitzt. Da-
bei interessiert das Modell selbst nur mittelbar. Bekanntlich werden die Gleichge-
wichtsbedingungen in der finiten Elastostatik - im Unterschied zur klassischen Elastizi-
tätstheorie - auf den deformierten Körper bezogen (vgl. [31), in unserem Beispiel also 
auf S, und nicht auf S. Für die Ublichen dreidimensionalen Probleme der finiten Ela-
stostatik gibt es keine globalen Resultate, sie sind im aligemeinen auch nicht zu erwarten. 

Anliegen dieser Arbeit ist der Nachweis einer globalen Lösung in einem physika-
lisch motivierten Spezialfall mit funktionalanalytischen Hilfsmitteln. Die Nebenbedin-
gung wj(s) > 0, die einen'Homöomorphismus bei der Verformung des Stabes garantieren 
mul3, ist nichtlinear und verweist auf ein Problem der globalen Analysis. Als Losungs-
verfahren dient uns eine nichttriviale Variante des Satzes Uber implizite Funktionen, die 
in Verbindung mit Regularitatsresultaten und der topologischen Betrachtung des Zusam-
menhangs (der zugelassenen Zugkrafte) zu einem globalen Hilfsmittel wird. Man kann 
erwarten, daB dieser Zugang auch in anderen Aufgaben der finiten Elastostatik zum 
Erfoig fUhrt. 

Die Aufgabe (1.8),(1.9) erfordert eine Nebenbedingung. Es sei 

W : t WE W 2(S): w(s) > 0 (s € S)} und zusätzlich w€ W	(1.10) 

gefordert. Die Funktionen a, q : S x R - R sollen speziell die im betrachteten Beispiel 
geforderten Eigenschaften besitzen. Wir fordern daher folgendes (q 0 £ L2(S)): 

(A1) a € C 2 (S x R), a(s,0) 0 für s €S. 

(A2) (àa/t)(s,t) > 0 für (s, t) ES x R. 

(Q1) q: S x R - R ist Carathodory-Funktion, q(s,0) = 0 f.f.a. SE S. 

(Q2) [q (s, t 1 ) - q(s, t2 )]( t 1 - t2) ^: 0 f.f.a. s € S und alle t 1 , t 2 e R. 

(Q3) 1 q(s, t 1 ) - q(s, t2)I	qo(s)I t 1 -	f.f.a. S £ S und alle t 1 ,t 2 £ R. 

13 Analysis. Bd. 10, Heft 2 (1991)
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Zur . Losung des Randwertproblems (1.8), (1.9) für beliebige Parameter p aus einer 
Umgebung U(I) benutzen wir den Satz Uber Lipschitz -stetigeimplizite Funktionen aus 
der Arbeit [1]. Wir bemerken dazu, daB die Menge W offen in W(S') und die FunktiOn 
w0 = id eine Losung des Randwertprobiems (1.8), (1.9) für den Parameter p = 1 iSt. Zur 
Formulierung einer Operatorgleichung für die Aufgabe (1.8), (1.9) benotigen wir die Sobo 
lew-Räume W(S') C W(S') C C(S) mit jeweils stetiger Einbettung.Es sei noch D(S') 

	

der Raum der C - Funktionen mit kompakten Trager in S', D	to € W(S'): o(s) >
0 (s€S)}. 

• Bemerkungl.1: Mit o'c L 1 (S')bezeichnen wir die Distributionsableitung einer Funk 
tion 0 € L 1 (S') :fs oh' ds = -i's o'h ds für alle 'h € D(S '). Es ist 0 ' genau dann Distribu- 
tionsableitung von o, wenn 0 absoiutstetig ist, und es gilt o'(s) do(s)Ids f.f.a. SE S. 
Im folgenden formulieren wir ohne Beweis einige Eigenschaften von Superpositions-
operatoren. Lemma 1.1 und Satz 1.1 sind einfache Adaptionen einiger Ergebnisse von 
T. VALENT [3]. 

Bemerkungl.2: Für o€ D ist In 0 € W(S') und es gilt (lnoY = oio. Die Abbil-
dung in: D - W'(S ') ist stetig. 

Lemma 1.1: Fur a E C 1(S x R) ist der Operator 

	

A: W(S ') - W'(S ') , (Ao)(s) = a(s,o(s)) (SE 5)	 (1.11)

stetig. Mit 

(Ao)(s) = (aa/c)s)(s,o(s)) , (A, o)(s) = (aa/1t)(s,o(s)) 

füra = a(s, t) ((s, t) € S x R) gilt A 9 o,Ao E C(S) fUr 

0€ W(S') und d(Ac)(s)/ds = (A 5 o)(s) + '(s)(At0)(s) f.f.a. s€ S. 

Satz 1.1: Unter der Bedingung (A 1 ) ist der Operator A in (1.11) stetig differenzierbar 
undes gilt A'(o)ttAofdro,teW(S'),A00. 

Folgerung 1.1: Die Funktion a: S x R - R genuge der Bedingung (A 1). Dann 1st der 
Operator

W"- L 2 (S') , (Iw)(s) = - da(s,ln w'(s))/ds f.f.a. se S 

stetig differenzierbar und 

- [A(lnw')(v7w')]'	(w€ W, v€ W(S')).	 (1.12) 

• Beweis: Zu WE Wfinden wir ein 8 > 0 derart, daB aus 11  llw < 8 stets w + v 
folgt. Für solche v ist 

ll(w+v) - 1w+ EA, (In W')(v'/w')]'IL :5 
V(w,v)lIvliwz 

mit

V(w,v) = D A ( ln ( W + v')) - A(Inw')-At(lnW')(v'/w')Wi/iiv'lIWl.
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Auf der Menge D betrachten wir zunächst den Operator in: D -* W( S ) aus der 
Bemerkung 1.2 . Dieser 1st stetig differenzierbar und 

ln(o)t	tio (o € D, t € W'(S')) , in'(o) € s( W(S '), W21(S')). 

Nach Satz 1.1 1st dann der Operator 

A in: D -* W(S') , (A lno)(s) = a(s,Ino(s)) (s €S) 

stetig differenzierbar und es gilt 

(A1n)'(o)t = A(lno )1n(o)i = (i/o )A( mo).	 (1.13) 

Für we W ist nun o : W' D' 	wir dieses o mit t : v'e W21(S') in (1.13) em, 
so ergibt sich V(w,v) - 0 bei liv liw? z * 0, woraus die Formel (1.12) folgt. Für	€ 
Wmit llw,	wIlw z - 0 erhalten wir aus der Algebra -Eigenschaft von W(S') für
ein x > 0 die Abschatzung 

IU(wn)v - U'(w)vI L s x A(lnw)/w' - A t (in w ')/w 'Ow i ii vii W22 

und foiglich ilU(w) - 1(w)li -*0, da die Operatoren A, in : W(S') -* W(S') 
stetig sind I 

Lemma 1.2: Unter den Bedingungen ( Q1),(Q3) ist der Operator 

W(S) -* L 2 (S) , (w)(s) = q(s,w(s) - s) (s €S) 

Lipschitz - stetig. 

Beweis: Mit der stetigen Einbettung W(S') C C(S), liwlic -1 x ii w iiw l für WE 
W(S), ist die Funktion q(s,w(s) - s) (s € S) meBbar und 

IjSwi -	w2II	= f[q(s,wi s) - s)- q(s,w2 (s) - s)]2ds 

s J'[qo(cfl2(1(5) - w2(i))2ds :g x 2 11 w - w2 11 w211 q 0 1I 2 • 
Die Randwertaufgabe (1.8) - (1.10) formulieren wir als Opera torgieichung in der 

foigenden Weise: 
Gesucht ist ein Element WE	{ WE W: w(0) = 0), weiches der Gleichung 

(w) - 1(p) = 0	 (1.14) 

genUgt. Dabei ist p E	(r € R: r> 0), : W0 -/ L 2 x R, pr 1	21 + St, pr	(w)
w'(1), pr 1 f(p) = 0 und pr 2 f(p) = p. 

Unittssatz 1.2: Unter den Bedingungen (A 1), (A 2 ), ( Qi ) - ( Q 3 ) besitzt die Glei-
chung (1.14) höchstens eine Losung we W. 

Beweis: Im gegenteiligen Fail haben wir Elemente w1 ,w2 e W' mit 

0 Js ([ s,lnwj(s)) - a(s,lnw(s))](w(s) - wi(s)) 

13
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+ [q(s,w 1 (s) - s)- q(s,w2 (s) - s)](w1 (s) - w2(s))}ds. 

Für beliebige (s, z 1 ), ( S, Z2) E  x R linden wir 

I' (aa/at)(s, ln(z 2 + (z 1 -z2)) 
Z 2 +	- z2)	d(z1 - z 2 ).	(1.15) a(s,lnz 1 ) - a(s,lnz2) rJ 

Aus der Eigenschaft (A 2 ) folgern wir nun die Existenz elner Konstanten	> 0 mit 0 a!

,fSo( wl (s) 7 w21s))2 ds und foiglich is w1 (s) = w2 (s) (s ES)I 

2. Lokale Ergebnisse 

Wirdeflnieren die Menge fl C R mit Hilfe von Losungen der Gleichung (1.14): 

	

{ p E R: 11 (w) - f(p) = 0 für ein WE w}.	 (2.1) 

Es ist	denn zu p list (id)	f(l) = 0, also I E ¶fl. 

Satz 2.1: Unter den Bedingungen des Unitàtssatzes 1.2 1st V offen. 

Beweis: Zu beliebig fixiertem P0 E M gibt es nach (2.1) ein w0 € W0 mit (wo) 
- 1 (po) r 0.Wir betrachten these Beziehung als Ausgangspunkt zur Anwendung von 
Satz 4 der Arbeit [1] Uber Lipschitz - stetige implizite Funktionen. Wir setzen noch 
Hd =u€ W(S'): u(0)0}fUr.1 1, 2. Die Gleichung (x,z) :	(x) - f(z) = 0 
betrachten wir für 3: U(w0 ) x V(p 0 ) - L 2 (S') x R mit U(w0 ) = W C H, V(p0) 
= R. Zerlegen wit 3(x, z) = F(x,z) + K(z)x mit F(x,z) = (Ux, x'(1) - z ) und K(z)x 
= (x,0), so besitzt F nach Folgerung 1.1 die stetige partielle Frchet -Able itung 
àF/àx: U(w0 )x V(p 0 ) - 2(H, L 2 (S') x R), während K(z)€ Lip(H, L 2 (S ') x R) 
von z unabhangig ist. Wir zeigen noch die Inklusion F aF/ax)(wo,po)] 1 € Lip(L 2 (S ') 
x R, H) und bestatigen damit die Existenz einer Kugel (po, r1 ) C W. Wit haben also 
das Randwertproblern 

(aF/ax)(w0 ,p0 )u + K(po)u = (1, p) für beliebige (f,p) E L 2 (S') x R

zu lösen. Wenn wir die Operatoren F, K einsetzen, so erhalten wir die Gleichung 

.a	)(s) 1 
(ou)(s).-	

d r	u	 (2.2) 

f.f.a. s € S und die Randbedingung 

u'(l) = p	 (2.3)

für u € H. Wir fUhren noch die Funktion 

P(s) z (aa/ct)(s,lnwd(s))/wd(s) (seS) 

em. Für w0 E W ist W6 € D, In* WO €W,(S'), und nach Lemma 1.1 unter den Bedingungen 
(A 1 ), (A2 ) gilt P € W(S '), P(s) ^! P0 > 0 (s€ S), foiglich S: H -+ L 2 (S '). Zur 
Bestimmung einer schwachen Losung des Randwertproblems (2.2), (2.3) definieren wit
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den Operator 

Lo: Ho'	 (H), < Lou, h> J{P(s)u(s)h(s)+q(s,u(s)-s)h(s)}ds. 

Linter den Bedingungen (A1),(A2),(Q1) - (Q 3) 1st L 0 stark monoton und Lipschitz-stetig. 
1st nun u E H Losung des Randwertproblems (2.2), (2.3), so gilt 

<L 0 u,h> ff(s)h(s)ds + P(1)ph(1) =: <f, h> (hE H).	 (2.4) 

Dabei ist fe(H). Der inverse Operator Lo- 1 : ( H.)* --H ist Lipschitz -stetig(vgl. 
42: Satz 5.11] bei Identifizierung von H und (H)).Sei L 0- 'f =: u(f,p). Für (f,p) 

€ L 2 (S') x IR (v 1,2) erhalten wir die Abschatzung 

u(f 1 , p 1 ) - u(12,p2)Dwl :5 const {II f i - '2 IlL 2 + P1 - P21)	 (2.5) 
= const Il(rp ) - (2,P2)lIL 2 x R 

Speziell fur h € D(S') folgern wir aus (2.4) 

J{P(s)u(s) - J[q(t,u(t)- t) - !(tfldt}h(s)ds = 0 fUry = 1,2 

und welter mit geeignetenKonstanten x 

P(s)u(s)	[q(tu(t) - t) - f(t)]dt + x	(SE S).	 (2.6) 

Wir ersehen daraus, daB u. € H die Gleichung (2.2) mit.! = und die Randbedingung 
(2.3) mit p = p erfUlit. SchlieBlich gewinnen wir durch Differentiation aus (2.6) die 
Abschatzung 

II u i' - uj IlL 2 :1 const. {II u i - U 2 11W' * II !i - f2 11L 2 + lPi - P211 

und mit (2.5) die Inklusion [(aF/ax)(w0 , p0 ) + K(.p 0 )] 1 € Lip (L 2 (S') x R,H)I 

3. Globale Ergebnisse 

Wir ersetzen die Bedingung (A 2 ) durch die Bedingung 

(As) (aa/at)(s,t) a a 0 > 0 für (s, t) E S  R 

und leiten einige A- priori -Abschatzungen für Losungen der Aufgabe (1.8) - (1.10) her. 

Lemma 3.1: Unter den Bedingungen (A 3), (AP, (Q) - (Q) gibt es zu jedem Po £ 
R und zu jeder Umgebung U(p 0 ) mit kompakter Abschliel3ung in R Konstanten M0 , M1 
derart, daB	 I	 .	 - 

0<M0 Sw(s):5M1 (seS)	 (3.1) 

für alle Losungen w, e W der Gleichung	- f(p) = 0 mit p E U(p0 ) gilt.
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Beweis: Sei w, € W0 Losung der Gleichung S wp - f(p) = 0, d.h. w, € W C 

W(S .') genUgt dér Gleichung 

-da(s, lnw(s))/ds + q(s,w(s) - s) = 0 f.f.a. $ 

und den Randbedingungen w(0) = 0 und w,(1) = p. Für beliebiges s0 E (0, 11 ergibt sich 
daraus

so 

'0 
= 

f {-da(s, inw(s))/ds + q(s,w(s) - s)}(w(s) - s)ds 

und welter 

a(so,inw,(s0 ))(w(s 0 ) - s0) 

so 

=f(a(s,1nw,(s))(v,(s)-1)+q(s,w(s)-s)(w(s)-s)}ds.	(3.2) 

4it der Darsteliung (1.15) erhaiten wir spezieli für z 1	wi(s), z 2 : 1 unter Benutzung
der Eigenschaft (A25) 

'a(s, in v(s ))( w,;( s) - 1) 2t a (w,( s) -.I) In w,( s) (S € 5). , (3.3) 

BerUcksichtigen wir noch die Monotonieeigenschaft (02) der Funktion q, so erhaiten wir 
aus den Abschätzungen (3.2), (3.3) die Ungleichungen 

^ 
wy (s)	und w	

0	fürp^1 
(s) - s	 (s ES).	 (3.4) 

0	furp<l 

Dabei sei an die Losung w1 = id erinnert. Für beiiebige s0 E [0, 1) gilt ferner 

0 = J' {-da(s, inw,(s))/ds + q(s,w(s) - s)}ds. 
so 

Aus p 2! lund (3.4) ersehen wir f.,"' . q(s,w(s) - s )ds 2: 0, also 

0  f- da(s, in w,;(s))	bzw.	a(s0 , in w(s 0 )) s a(l, inp). 
so 

Die Bedingung (A 25) ergibt dann 

a(s,t)=J(aa/t)(s,t)dt2taot (t.z,0;sS), 

schiieBiich a 0 lnw,(s 0 ) :^ a(1,inp)und mit (3.4) 

I :5 w,(s) s exp{a(1,inp)/a 0} (s E S).	 (3.5) 

Sei nun 0 p < 1, So € [0,1) und foigiich nach	j q(s, w(sr- s )ds i5 0 .Wir erse-



hen daraus 

0 :gJ - da(s, in wi(s)) = 7 a(1,inp) + a(s0 , in w(s 0 )) (so € [0, W. 
so 

Fir s € S und t S 0 gilt
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ItI 

a(s,t) = _J(c)a/t)(s,t)dt s -aoItI a0t, 

mit (3.4) also 

exp{a(1,lnp)/a 0 } :5 w,(s):5 I (s ES).	 (3.6)

Aus den Ungleichungen (3.5) Air p a 1 bzw. (3.6) für 0 < p < I folgt das Lemma I 

Satz 3.1: Unter den Bedingungen (A 1 ), (A 25 ), ( Qi) - (03) 1st die Menge 21? aus (2.1) 
abgeschlossen. 

Beweis: I  Gegensatz zur Behauptung gebe es ZU P0 £ R\Wt eine Folge {p} C R 

mit p - po . Nach Fixierung der Umgebung U(p0 ) konnen wir für p,, E U(p0 ) die Ab-
schatzungen (3.1),fUr w,wpn verwenden. Für alle natürlichen n, r gilt 

f{- d [a (s, in	s)) - a(s, in w(s ))]/ds 

+ q(s,w+(s)-s) - q(s,wn(s)_s)}(w,j,r(s)_ w(s))ds =0. 

Mit der Darsteliung (1.15) foigt daraus unter Benutzung der Eigenschaften (A 25 ), (02) die 
Ungleichung 

(a(1, lnp * ) - a(1, lnpn ))(wn*r (I) - w(1)) 

^(ao/Mo)f(w*r(s) - w(s))2ds	( ao/Mo ) II w +- wfli. 
S

	
H. 

Es ist {w} C Hc' demnach Fundamentalfolge und für ein w0 £ H gilt lw,, - wolkv' - 
0. Den Abschatzungen (3.1) für die w entnehmen wir 

0 < M0 s w6(s) -5 M1 f.f.a. s E S.	 (3.7) 

Nach Lemma 1.2 ist der Operator	W(S') - L 2 (S '), (w)(s) = q(s, w(s) - 
Lipschitz-stetig. Dann gilt sw,, -	w0 in L 2 (S '). Für h £ D(S') ist 

Ofa(s,lnw,,(s))h(s)ds f St  

Aus derAbschatzung (3.7) folgt a(,lnwd()) E Lw(S). Die entsprechende Abschatzung 
(3.1) für die Funktionen w,, ermoglicht nun die Anwendung des Lebesgue ,schen Grenz-
wertsatzes; wir erhalten 

0 =fa(s, lnwo'(s))h'(s)ds +fMwo(s)h(s)ds für alle h £ D(S'). 

Die Funktion a(,ln w6(- )) 1st infolgedessen absolutstetig und es gilt 

- da(s, in w6(s ))/ds + q(s, wo(s) - s) = 0 f.f.a. S £ S. 

Die entsprechende Gleichung für w, können wir nach Lemma 1.1 in der Form 

a aa w"(s) 
- -j-,—(s, in w,.(s)) -	(s, In w, (s))	+ q(s, w,,(s) - s) = 0 f.f.a. s £ S 

schreiben. Mit den Ungleichungen (àa/tt)(s,t) -^ a> 0 für (S, t) £ S x R und 0< M0 s
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w,(s) s M1 erhalten wir fs( w,;,(S))2 ds S x für eine von n € t'J unabhangige Konstante 
x. AuBerdem ersieht man dutch GrenzUbergang liber Teilfoigen w, '(s) - v(s) f.f.a. s € S 
und eine gewisse Funktion v. Das Lemma von Fatou liefert v € L 2 (S'). Sehen wir uns den 
GrenzUbergang genauer an: es ist 

W, 	I	 1 tv (s) = (àa/àt)(s,lnw,(s)) q(s,w(s) - s) - )a (s 	: vn(s) 

f.f.a; s eS. Fur alle he D(S') gilt - fs w1(s)h'(s)ds =fs v(s)h(s)ds, foiglich 

fswo'(s)h'(s)ds = fsv(s)h(s)ds, also vrwd'eL2(S'). 

Die Ungleichungen (3.7) liefern zudem w0 € W' 	wir noch den Randwert w(1). 
Die Gleichungen 

0 = - da(s, in w'(s ))/ds + q(s, w(s) - s) = 0 f.f.a. s € S 

fUr w = w(n € N) und w = w0 multiplizieren wir mit einerbeliebigen Funktion he C1(S) 
mit h(0) = 0. Daraus ergibt sich 

[a (1, lnpn) - a(i, In wd(l))]h(i) 

lnwn'(s)) - a(s, lnwd(s))]h'(s) 

- s) - q(s,w0 (s) - s)]h(s)}ds. 

Der GrenzUbergang mit Hilfe des Lebesgue' schen Grenzwertsatzes liefert a(1, in wó(1)) 
Af a(l, in Po ) ' Die Funktion a(1,') ist wegen der Bedingung () streng monoton wachsend 

und foiglich w6 (1) = Po ' also Po €	im Gegensatz zur Annahme U 

Da die Menge R zusammenhangend ist, foigt aus den Sätzen 1.2, 2.1, 3.1 das fol-
gende abschlieBende Ergebnis. 

Satz 3.2: Unter den Bedingungen (A 1), ( A 25), (Q 1 ) - (Q3) besitzt die Randwert-
aufgabe (1.8) -(1.10) für jedes p E R genau eine Lösung w,,€ W". 
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