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GleichmaOige asymptotische Darsteilungen für Parameterintegrale	.	S 

mit zwei reeileriParameterni)	 S -	 S	 S 

'H.-J.SCRELL	 S	 S 

• ' Fur eine Klasse von Integralen, die von zwei reèllen Parametern 8, a abhängen, werder für eine Bewegng s -->.80 mehrerc asyrnptotische Darstcllungen hergeleitet; die'. gleichmal3ig 'füi alle	m aus eine gewissen Intervall gelten Dabei werden zwei Fälie unterschieden: a) der 
Integrand hat cin einfaches Maximum irnlnnern des Integrationsintervalles; b) derintegrand . .' 
hat keine statiornire Stelle im Integrationsintervall

'
In beiden Fallen gelten die Resultate 

auch noch, wenn die stationäre Stelle mit der linteren Tntegrationsgrcnze zusanimenfkllt. 
L1rn	ei'pajios, 3aBncnu1ix OT Thsyx AeflCTBMTejibhbix napaMeTpos s H x, BMBonICRacslMuToTn q ecKe paneHcma, 11MelOEIr!e MeeTo AjIF1 cJly'laR s -+ So ii paBnoepo AJIR Bcex sa nexoroporo oTpeaxa. PaccMoTpenM lBa ciy qasi: a) noJIHHTerpajlbFlall(DyIxiun rsrieer 
npocTofl MaECHMyM rnIyTpH oTpesxa IlHTerpxpoBa}luir; 6) oiia lie itNiee CTal-lli011apl-loii 
To'lxs BRy'rp opexa lInTerpHpoBaHMfl.' B o6eøx cnyaax pe3yJmTaT ocTaeTçn cnpaBeani- 
BUM, eCJlM CTaI1IoHapHan To4xa coBna)aeT C HHflIIMM npeeo HIITeI'plIpOBaHItR. 
Several asymptotic approximations, valid uniformly on certain a-intervals, are obtained for 
a class of integrals depending on two real parameters 8 and x, where 3 tends to so. Two cases 
are, considered: a) the integrand has a simple maximum interior-to the interval of integration, 
b) the interval of integration contains no stationary point. In both cases the results still hold 
true if the stationary point coalesces with the lower limit of integration.	 . 

1. Einieitung  

Die in'diesei Arbeit betrachteten Parameterintegrale haben die Form 
•	 . b(s)	.,	 S	 S 

F(8, x) = f e'9(8..1) dt.	••	 •	
S	

(1) • 

	

x(a.$)	•	 S	 ,	 ,	 •	 S 

Es sei gs, a, t) für al le (s, x, t) E S x A x [x, b) deiniert, w.obei S eine Menge reeller	' Zahien und A ein Intervall sei, das von 8 abhangen darf; es'  ist auch b = oo zu-	• gelassen, jedoch soil x endlich sein, und das Integral in (1) sei konvergent. Far die	• 
•	genannten (s,, 1) sei 9(8,,x, t) beziiglich a stetig, bezuglich t (rn + 1)-inal partiell 

• . differenzierbar, und these partiellen A'b1eiungen, far die wir unter Weglassung der 
anderen beiden Variablen die Indexschreibweise gr(t) (r = 0, 1, ..., m + 1) ver-wenden, mögen die Bedingungen

.	
5• 

und gm(x) >0	
'.	 S '

	

• ( 2) 
• erfüllen.	

'	-	•	 ••,	S '	 -	 • 

1) Bei dieser Arbeit handelt es sich urn die -zusam.nenfassendo Darstellung des ersten Teils 
der Dissertation B des Autors.	 . 

2 Analysis Bd. 1, Heft 5 (1982)	'	•	-•	 S •	 •	 -	 '	
S -
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Tm folge'nden werden asyniptotische Darstellungen de'r Funktion F(s, ) für 
sç s hergeleitet, wobei s0 ein Haufungspunkt von S sei (daher wird man sich S 
von vornherein auf den Durchschnitt miteiner gewissen TJmgebung von 80 em-
geschrankt denkeri). Diese Darsteliungen gelten gleichmat3ig für . alle €A' hzw. 
für aile E A", wobeiA', A" Tdilintërvalle von A mit A' u A" = A, A' nA" = {} 
sind, die durch die folgenden Eigenschaften von g(s, a, t) charakterisiert werden: 

Für alie (s, ) E S x (A'\ {}) tnoge g(s, , 1) eine einzige stationäre Stelle y mit 
y > x besitzen, es sci y < b, 92 (y) > 0, und z = y - x sei für festes s E S eine streng 
monoto Funktion von . Für alie (s, ) €5 xA" nloge g(s, , 1) keine stationäre 
Stelie mit t > x besitzen, und es sei g,(s, a, x) > 0 für a € A"\ foc,j, g,,(s, , x) = 0. 
Wegen (2) iiegt also für € A\{ 0} in t = x eine stationäreStclie von g(s, x,t) der 
Ordnung n — 1, fur a = o eine der Ordnung ni - 1 vor. 

Asymptotische Darstellungen (und Entwickiungen) für F(s, tx), die man mit 
klassischen Methoden erhalten kann, geiten jeweiis nur in Teilintervallen von A' 
bzw. A", (hea, nicht eñthalfen, oder aber nur für a = . Die in der vorliegendenArbeit 
hergeleiteten gleichnial3igen asymptotisehen Darsteliungen erfassen auch den Ober- 
gang S- - 

mit x € A' bzw. E A" (Abselinitte 3 und 4), und inAbschnitt 5 wird 
sogar eine Darsteliung .erhaiten, die gleichmäI3ig für alie € A gilt. Hiermit werden 
Resultate aus [7, 8] teiiweise verbessert and weitgehend verailgemeinert. Zur Her-
leitung der gieichmal3igen asy'mptotischen Darstellungen, die in [8] nur am Rande 
untersucht wurden, wird ein Weg beschritten, der sieh von den Methoden in ahn-

lichen Untersuchungen, wie z. B. [3, 2, ], unterseheidet (Abschnitt 2). In . den 
genanntën Arbeiten werden Integrale unt.ersücht, unter denen gegeniiber (1) noch - 
der Zusatfaktor t 1h(t) steht, jedoch hat g(s,a, 1) die speziellere Form sf(, t), und. 
in [2, 81 bedéntet oc hzw. —a einfaeh die Lage der Maximaistelle von j(x, t). Ferner 
beschränken wir uns hier auf die Herleitung asymptotiseher J)arsteilungen; iiber 

• asyniptotisehe Entwickiungen von F(s,.c) soil in einer gesonderten Veroffentlichung 
- berichtet werden. 

2. Besehreibungder Methode 

Die kritischen Punkte deg Int.egrandn in (1), dureb die die Asymptotik von F(s, ) 
bestimnit wird, sind un Fall a € A' die Maximalsteile y von —g(t) und die untere 
Integrationsgrenze x, die für a = x0 zusamnienfallen. Daher und wegen (2) ziehen 
wir ais Approximante für F(s, c) das Integral 

J(m.n)(7) = fex (_d (m . n t, u)) du,	Ø(mn)(r u) = Um _	TU",	(3) - 

mit einer geeignet zu wähienden Funktion(s, )heran [4]; insbesondere soil r für 
festes s E S eine streng monotone Fuñktion von z (und damit. von ) sein. Der 

Integrand in (3) hat im Fall r> 0 genau cin Maximum bei = T", und es gilt 
r (m.?) (T, 0) = 01 ) für r = 1, ..., n — 1, n + 1, . .., m - 1, (t)m(m,)(T, 0) > 0, und für 
= 0 wird	(m.7) ( 0 , 0) = 0. Die Integraie (3) sind vorn FaxénschnTyp [6]: tiiit 

fexp (t + xt t 1 di	(0< a < 1; fi > 0) 

) indizes bezeichnen wieder partielle Ableitungen bezuglich der lctztcn Variablen.
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ist J(m.(-r) =	Fi	1; .). Speziell ist 1( 2.(r) = jIe" 1 ±erfr	1it. der
Substitution

c=rm, /9=9(s,x)>O,	 (4)

bei der über . 8 noch verfiigt wird, ergibt sich 
o+(b-y)

I	m 'F(s, ) 
=	

exp	± - xu + h(m n )( s,, j9, r, U)) (IU -	 (5) 
Oz 

mit	 S 

/9, T, u) = (J)(m.n)(T, u)	g (8, c(,y + u
	a) 

(mi folgenden.wird nieist kUrzer h(/9, r, u), P(r, u) iindl(t) eschrieben).'Wenn nun 
/9, -r so gewahlt werden, daB a + /9(b — y) -> Co und a — fiz = o( 1) für s -> s und Mr 
alle a € A', sowie /i(/9, T, u) h(/9, t, a) + o(1) gleichmaBig un Integrationsintervall 
oder wenigstens in eineni geeigneten Teilintervall gelten und das Restintegral von 
genugend kiciner Ordnung ist, so folgt aus (5) die asyniptotische Darstellung 

F(s, a)	exp (h(/9 7 x, a))f exp ( _ m . n (T, u)) du (s — s07 a E A').(7) - - 

Es werden zwei Maglichkeiten der Bestimmung von /9-r betrachtet, die als hesonders 
•	- zweckmaBig prscheinen. Die Metbode ist in et*as inodifizierter Form auch mi Fall

a € A" anwendbar. 

3. Gleichniiiffig6 asyniptotisehe Darstellungen im Fall tc E A'
/ 

3.1. ErsteW tahl von j3 und -r	 - 

Auf Grund von (4) entsprechen sich die Maximaistellen der Integranden in F(s, Lx) 
- nach Ausfuhrung der Substitution (4) - und in I(-r), und es wird h 1 (/9, r, a) =0. 
Die Forderung, dal] sich auch t = x und u = 0 entsprechen sollen, fiihrt auf 

o=fiz,	 (8)
und die weitere Forderung: h2 (19, r, a) = 0 für r> 0 sowie h(/9, 0, 0) = 0, führt auf 

-	 (rn(m!zm_2)Th für z>0fl/90 =(2) fur z=0 

(es ist /9 =. lint /9) . Wegen (8) wird also r = (/9z) m " mit /9 nach (9), und weiter gilt 
nut dieseni -r	 S 

-	 —	 S 

h(/9, .r, a	
rn	n ) = —g(y) -	atm.	 (10) 

Zur 1-lerleitung der 'asymptotisdhen Darstellung mit diesem Paar (/9, x) betracliien - 
•	wirstatt F(s, a) zuiächst das Integral mit gleichem I'negranden iibr die Teil- - 

-	- 9*
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intervalle [x, y + co] bzw. [y'— w*, y + w]. Hierin sind cU(s), cv(s, cx) Funktionei 
nIit0<wb_y,0<co* min (z,b—y). 

:Satz 1: Es existiere (jeweils furs —cs0 , x E A') eine Fuktion wmit 

— oo,.	fl3wh3(, -r;) = 0(1) /fir jedes E [0, 2flw].	 (11)

Für sokhe cc, für die (bei festem s E 5) z > co ausfalit, existiere ein co* mit 

c0*290(y) .> o; fl3w*33(r, ) = o(l) und w' 3g3()	o(1)	' 

/ür j&es = a + co*, 10 1	1.	 (12) 

Ferner sci g (y + u
	1) 

monotoñ wach8end, wenigstens.für 0 u	cv) und

u >a +i9.min (w, co.*), (s, cx) ES xA'. Dann gilt gieichmaf3ig bezuglich cx E A' 

F(s, cx)	CX (-9(Y)— m — n m) I(m. n ) ( t)	(s —>	 (13) 

mit fl, r nach (8), (9).
v+,0 

Beweis: In den Fallen z cu bzw. z > w folgt für F(')(8, cx) =f e_ t> dt bzw. 

F(2)(8, cx) = f e-9" dt wegenh(,9, -r, a) = 0 (r = 1, 2) aus (11), daB. 
ll _oJ •	 I 

T 

f 
e-!(' , u ) du,	 -	 (14) 

wobei für i = 1 die Integrationsgrenzen' 0, (z + co), für i = 2 (z ---- co*), (z + co*) 
stehen. Wegen z -co und cv--> 00 ist (r, fi(z + (v)) (w ),- I und weiter 

00	 S	 .	 /P(z±w) 

f e'" du=	 = o(j9we_*(T.P±0))) = o ( f. e_(")du), 

	

\ o	 I 

so daB man für i = 1 auf der rechten Seite von (14) die Grenzen 0, oo schreiben dan. 
• Auf Grund der- Monotonie von g 1 (t), h(9, -i- , (z + co)) ---- h( 19, -r, a) = 0(1) und 

• h1 (,, r, j9(z + cv))	o	(.wegen (11)) schlieSt'rnan ebenso auf 

•	 /P(z+) f e(i!) du = o ( f	du	 • 

(zfw)	 •	\ o 

so daB mail in (14) F 1)(s, cx) dureh F(s, cx) ersétzen darf. Irn zwiten Fall wird 
1(r, j9(z +. w*)) (,9z)m-2 cv*, un1 man kann wie zuvor schlie3en, nur sind jetzt 

jeweils zwei Randintegrale abzusáhätzen I	 - 

• Für m = 2, n = 1 besaen (11) und (12) dasselbe ' (co = p* ) : w292(Y) 
•	E0393() = o(l). Aus der ersten der Bedingungen (12) und cv	z folgt, daB irn-zweitefl 

Fall -stets T	00 (oder z292(y) —c' oo) gilt, 'während für z	co die FäUe T= 0(1); 

- • -r	1, T —> 00 eintreten können. Für r —>- 00 ergibt sich aus (13) wegen	• 

rn(rn —n

 a_2
e,.	 ad)	 (15)
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• das für den Fall des inn'eren Maximums bekannte Resultat 
•	 .	

.	I•• •	 F(s, ocy	
V 
I 

92(Y) 
t— -(v)	,	 (16) 

Für r= 0(1) oder z292 (y) = ó(l) geht (13), wenn noch zgm,i() = o(gm(y)) für alle 
E [x, y] gilt, in 

•	 F(s,.)	± P (	 -g(z)  
m	m/ \gm(x)/ 

	

• -	über (speziell gilt (17) irn Fall . a = xe). Fürm = 2, n = 1 ist die rechte Seite von, 
(17) asymptotisch gleich der Hälfteder rechten Seite von (16). 

3.2. Etne andere Wahl für urn! r	-	 S. 

• Zu einer weiteren Möliehkeit der Bestrnmung von fl. und r gelangt man, indem

	

.'	nächst— analog zu [2, 31:_ von der Transformation- —g(s, a, t) =, _Um.+	±.0 

añsgegangen und r aus' der 'Forderung bestimmt wird, daa sich die kritischen Werte 
- t = x, t = y und u = '0, u= a entsprechen. So fo]gt:	•.	 • 

	

•	:'	
= [m	n	x)— g(s, cc,y))]m.	

•	 •	
•. (18) 

	

•	Damit hat die Transformation für uns ihren Zweck erfüllt, und wir setzen wie in 
3.1 fort, indem wir fi aus h2(fl, t, a)_ '= 0 zu 

= (mm	am ) 
fur r> 0 fi = fl0 fur r = 0	 (19) 

bestimmen. Dann wird.	•	•	 .. •	-.	 . 
• •	 h(9,r,a)= —g(x),	 •	 , •	.	 •	( 2b) 

und tinter den'Voraussetzurigen von Satz 1 ergibt sich, werin die zweit.e Bedingung 
in (11) für E [a.- flz, a - fiw] gilt, jetzt	•,	•	 - 

F(s,c)	I -(z) I(m.n)()	•	,	'•	 • (21) 

mit fl, 'r nach (18), (19).	- • '	•.	•	 . • 

3.3. -Hinieieheide Bedingungen	-	.	• -	 • •;	•: . • •. 
Es werden für den unter 3.1 behandelten Fall Bedingungen angegeben, die hinrei-' 
chend für die Beziehungen (11) und (12) sind. Dazu benotigen wireinen Hilfssatz. 

	

•	Hilfssatz:,Es môge neben (2) noch	 -	 • 

	

•	 9m+i() ='o(g+1(y)) , /ilr jedes mit x'	y '	•	(m	3)	(22) 
er/üllt sein. Dann lassen' sich alle Ableitungen. g(y) (r	2, 3, ..., m) wie folgt durch. 
92(y) u,nd gm(y)'au.sirücken:	S	 •	 S	 • • •	 ,,	 S 

	

ZM-r•	 • S

	 I • (n—i)! (m - n)! m - r •	Yr(Y) = (m ,- r)!	
[1	

.	( m - 1)! •	(m	
71)] '± O(zm+1_rg+1(y)),	(23)



/ 
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dr	+ 0(zm_Tg+i(y)) tit dr	
(fh ) -

	
). (

24) 

Beweis: Mit dei Taylor-Entwicklung von g(x) (n +. 1 r in - 1) urn I = y 
läBt sich wegen (2) g(y) ausdrüeken, und man erhlt (23) zunächst far r = m — 1 
und darn far alle vorhergehenden r, indern man die jeweils zuvor erhaltenen Resul-' 
tate einsetzt, so daB (23) irn Fall n = 1 beviesen ist. Far n> I folgt aus g1(y) 

•	 -	'	+ O(zg, 1 (y)) = 0 und g(x) =	(y) + O(zg 1(y)), 1aB 

	

g(x) = 
_	1)! zmg(y) + O(zm_n+1g ,1(y))	 (25) 

gilt. Verglei'cht man (25) mit derTaylor-Entwickliing von g(x) nni I = y, ergibt 
sich (23) für r = n, und, iidrn man wieder vie oben vorgeht, für alle genannten r: 
Wénn man (23) für r = 2 nach g,,,(y) auflöst und.far r = 3, ..., in	1 in (23) 
einsetzt, ergibt sicl (24) I	 S 

Wenn aut3er den Voraussetzungen (ICS Hilfssatzes noch	 - 

	

rn+i(y) = o(1)-'	 S	

5	

• ( 26) 

	

g(y)	 S	 S 

erfüllt ist, kann man (23) und (24) als aSyIfl1)t .OtiSChC Gleichiinen schreien. Aus (2), 
und (25) folgt dann	< 0 für z >"O.	- 

Es seien die Voraussetzungen des Hiifssatzes erfitilt. Dann kann, wenn (26) gilt, 
die ersté der Bedingungen (11) in der Form	 S 

	

comgm(y) -_>	•	 (27) - 

geschrieben werden, da (w)m	 wmg(y) wegen (9) und (24) ist. Wegen 

i) = mfr — 1)!	-	g, (Y) (r = 3, ..., m) sfolgt far these r: 

	

1	tn-r 

	

r, )	0 ô (zgm (y))	) =	 S 

Also ist far z	co, wenn (22) sogar fur das 1nterv1l x	y + w gilt, 

•	w19i3() = O(ô(9w)m) = 0(wm+19+(y)) 

und daher co-'g, 1(y) = 00) hinriéhend für die zweite der Bedingungen (11). indein 
man (22) hinzu nimmt, erhält man neben (27) noch 

S	

wTh+lg1() 
= 0(1)(x	y + w)	

5	

•	

( 28) 
S	 S 

als hinreicheiide Bedingungen für (11) (far z	o folgt aus (27), (28) auch (26)). 
Far in = 2 sind these mit (11) ideritisch. Beachtet man in (12) 3(x, E) = 0(m:3) 

(Taylor-Entwicklung!), so daB 3CV 3	
(.1".92M(x, ) = O(*3mzm3) = wird , 

erhält man rhit	•	••	 ••	
Z 

-	w*39(y) = o(z)	 • (29)

eine hinreichende Bedingung fur die zweite der Relationen (12) (vgl. [1] far  = 3): •
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Aus dem Hilfssat,z folgt noch: für T, entsprechend (18), (19) gilt wegen (23) 
und (24):	

.14

atm	. = Z2 92(Y)	+ O(zmtJm+i(y)) 
= z(,) (1 +0(5)),	(30) 

m(rn — n)	 rn. 

= (mm !_) z'
2(y)

m_2) 
(1 + 0(ô)) = 	(1 + 0(6))	 (31)

n m 
so daB irn Fall ô = o(1) die Funktionen r, i asymptotisch gleich denen nach (8), (9) 
sind. Für den unter 3.2 behandelten Fall lassen sich daher entsprechende hinreichende 
Bedingungen wie oben formulieren. 

4. GlcichniãUige asymptotisehe Darstellungen Im Fall cc E A" . 

4.1. Erste Wahl von ( and r 

Zur Herleitung asymptotischer Drstellungen im Fall € A" vird als Approximante 
wieder das Integral'(3) verwendet, jétzt aber mit r :!^ 0 (r soil für festes s E S elne 
streng monotone Funktion von a sein). Statt (4) wird

(32) 

substituiert, was in (6) zu einer Andrung im Argument von g führt. Wegen (2) it 
dann hr(, t, 0) = 0 für r= 1, . . .,n - 1, n + .1, ..., m - 1. Fordert man aul3erdem 

T, 0) = hm(, t, 6).= 0, so ergeben sichfiir fi und : 

	

- -	g(x)	 .	 (33) 
- \ rn! / '	m(n - I)!fi' 

Es gilt nun folgende Aussage. 
Satz 2: Es sei gm+i(z)	0, und es existiere eine Funktibn w = v(s, ) mit

0 < co 5: b - x, die den Bedingungen 

fiw —> cc, w'1g,,+1(x) = 0(1), g"()	0(g +1(x)) für alle € (x, x + w] 
(34) 

(jeweils für s	s0 undfiir jedes € A") genügt. Ferner sei g 1 (t) nionoton wachsend 

	

für x + co <t <b. Danngilt für s 	und gleichmaBig für alle ci € A": 

F(s, )	e(x) j(m.n)(T)	 (35) 

mit fl, r nach (33). 
Beweis: Man erhält die Behauptung zunächst für das Integral F(3)(, c) 
x+o,	 I 

d,indem der Integrand vie in (5) dargestellt, h(, r, u) in u = 0 nach 

Taylor bis zum Restglied rn-ter Ordnung entwickeltsowie (34) und h(, r, 0) = —g(x) 
beachtet wird. Ferner ist 

co.. 	 /flo 
e_i(T,fi0) 

f	(fu) du = 0 (01( -r, NW)) = O(we',"),=o (f 01'- du
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undwie im Beweis zu Satz 1 zeigt man, daB	9(t) dt eine kleinere Ordnung als die 
rcchte Seite von (35)-hat I	 X+W	 V 

Wenn gm(x) = 0 (k = ,	- 1) gilt, ist in (34) der Index in + 1 durchin 
± 1 zu ersetzen. Für r = 0(1) iolgt atis (35) wieder (17), für r .-> —oo 

F(8, c) _p
	U—n('_	 (36)n	\n/x)./	 . 

Nach (31) unterseheiden, sich die durch (9), (19), (33) definierten Funktionen 
(s, ) urn den Faktor 1 + 0(ô), und nach (25) (30) gilt entsprechendes für die durch 

(8), (18) und (33) definierten Funktionen r, So daB alle bisher verwendeten 9, r 
jeweils, unter sich asymptotisch gleich sind, 'solange ô = o(1) erfUllt ist. Unter y 
soil dabei im Fall X € A" (r 0) ein Sattelpunkt von g(t) verstanden werden, der 
für LX- VLXO gegen x strebt (insbesondere kann y ëine Maximaistelle von —g(t) scm, die 
für LX LX0 aul3erhalb. des. Jntegratidnsintervails liegt), und die benotigten partiellen 
Ableitungen von g(t) sollen existieren. Es werde '' co so gewahlt, daB (27) und (28) 
(mit x	y + co, wenn LX € A', und mit	z + co; wenn LX € A") gelten.
Das hat zur Folge, daB die Voraussetzungen (11), (34) ais den Sätzen 1 Vund 2 erftillt 

V sind. Ferner sei jz!	w. Dann läl3t sich zeigen, daB exp (—g(y) + h(19, flz., (V,9Z)m_n)). 
exp(—g(x)) — mit	nach (9) ' — ist und ferner die I(m.fl)(t) für die drei ver-



schiedenen r unter sich gleich sind. Daher sind darn die asyrnptotischen Darstel-
Jungen (13), (21) und (35) iinter sichasymptotisch gleich.	'	

V 

4.2. Zweite Wahl von 0 ñnd r 

In Verailgemeinerung zu (18) werde jetzt 

= sgn (gn(x)) 
Fm	

n1g(x)	g(y)l} .m	 '7) 

gewahlt, wobei y die am Ende von 4.1 genannte Bedeutung hat (eine Verailgemeine-
rung von (18) liegt tatsäehlich vor, wenn g(x) <0 fürz> 0 gilt, was angenommen 
werde —. vgl. dazu die Bemerkung irn AnschluB an (26)). DasVzugehorge fi werde au.s 

	

T , 0) = 0 bestimmt:	V 

= (• 	g" ( X)	\-;.	
V	

V / 

V	 s\m(n — 1)!t/	V	

V	

(38) 

V	

V 
Wir setzen voraus, daB t und den Beziehungen (30), (31) mit j zj ;5 w genügen, 
woraus wegèn > . 0 folgt,-daB argz	in 1

	arg t	 (k ganz) sein 
muB. Dann gilt..ein zu Satz 2 entsprechender Satz mit r, fi nach (37), (38). Der 
Beweis verläuft vie dort; zusätzlich ist (,flw)m hm(, T, 0) = 0((OmV1g,+i(x)) zu be-
achten. '	 V	

-	 V	 ,	
V 

5. Eine gleichinãBige asymptotischc Darstellung für a c A 

Nach der Bemerkung am Ende Von 4.1 gilt unter den dort genannten und den rest-
lichen Voraussetzungen aus Satz 1 die asymptotische Darstellung (21) mit r nach 
('18) und Vnach (19) auch noch für soiche LX € A", für die Izi = I — x ;5w ist. 
Wënn aber	hinreichend stark gegen 00 strebt, gibt (21) das asymptotische Ver-
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halten von F(s, a), das darin durch (36) bestimmt ist, nicht mehr richtig wieder. Urn 
auch diesen Fall zu erfassen, addieren wir zur rechten Seite'von' (21) die Differenz. 
atis der rechten Seite von (36) und der sich aus (21) für i —> ---oo erg ebenden Dar- 
stellung. Nun erhalten wir eine asymptotisehe Darstellung für F(s, a), die den zuvor 
nicht erfaBten Fall uberdeckt und unter der Zusatzvoraussetzung Ô" = o(r) far alle 
tx€Agleichn1äBiggültigist:	 -.

•1 
1 t	I	m	\	,-1	/'l\I n \/1	1\ 

F(s, a) '	 J exp	+ -
	

du + - 
P ) _m) 1 -	

• 

1.0

(39) 

ierin bezeichnéh , fi die FunktiOnen naeh(38)ibzw. (19) (es séi angenommen, 
daB V für alle r < 0 reell ausfällt). Für IzI co hat iiämlich das Zusatzglied eine 
kleinere Ordnung als der, erste Summand,und für a E A', z ^! co trifftdas fü beide 
Summançen des 	Zusatzgliedes éinzeln zu. Bei der unvollstandigen Gamma-Funk- . 
tion P(s ± 1, a) führt (39) auf das in [8, (56)] angegeberie ResultaL 

• 6. Em Beispiel	 ..	 .

Wir betrachten als Beispiel die zur Anger-Funktion in Beziehing stehendé Funk-tion 

A 8(as) = fexp ( —s(a sinh I - I)) cit	(a > 0)	 (40) 

• Aus der Literatur. sind niehrere, mit versehiedenen , Methoden hege1eitete gleich- 
maBige asyrnpthtische Darstellungen für s —> co bekannt (vgl. [1, 4, 6]). Diese und 
noch weiteré lassen sich auch mit unserer einheitlichen Methode erhalten: Es ist 
A' = (0, 1), A" = [1, oo) und x6 = 1.	

0 

Für a E A' wird, wenn a= 1 eingefuhrt wird, y---z = y. Da 92(°).= 0, 
cosh 	 . . 

gr(0) = 0 für r = 1,3 ist, liegt der Fall m = 3, u = 1 yor. Nach 3.1 wird 
= (S tanh	fur > 0	

=	= (s 2 tanh	und somit da die Vor

aussetzungen von Satz 1 erfiillt sind, 

A_8(as)	exp ( ( — tanh y - y2 tmh ))fexp (—u3 + 3Tu) du 

(s> oo, a € A')	 . S	 .	 S	 S	 (41) 

(vgl [1]) Entsprechend wird nach 3.2 r 
=	

(y — tanh 

= 
( q ) 3	(tanhi)	

fury+0undfl=0füry.= 0.Mitdeenr,gilt 
-	3(y—tanhy)6	.	 . 

A(as)e..'	10.1) (T)	(s'—> oc,	E , A')	\	 (• 

(die rechte Seite ist das Fiihrungsglied der bei OLVER [6] angegebenen asmptoti-
schen Entwicklung).	 .	 . ••
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Für x	1 folgt mit Satz 2  

As)
	()

f e , p	
a - ()	

-*I) u)u	(s	oc, cv € A")as	 a 
0	 ,	-	(43)

(vgl. [41). Nach 4.2 wird (mit y = iarccos 1) fur .s -> oc, a € A" 

13T	 3 A_8(s)	
s('-	

Jt3.I)(r), r =
	[-_
 (r-i7--1 - arecos	(44) 

.erhalten. Schlief3lich folgt mitt = sgn(1 -	arcoh	- li -a2 ]3(liieri.n 
•	sind die r aus (42) und (44) eñthaltOn),	. 

/9 =
	s(-1) fi+(/1 _2)i 

fur s-'oo

 
8(a 

A 3(s) o.(_) (1 - 2) f exp (-u3 ± 3ru) du +	- 1) 

+	(	)	
'45 

In der folgende,n Tabelle sind für s = 10 und einige a die mit (41) bis (45) erhalte-
nen Werte den genauen Funktionswerten gegenubergestellt: 

a genaner Wert Wert nach (41) 1 Wert nach (42) Wert nach (45) 

0,4 560,07 557,78	1 '558,62 558,60 
0,5 78,735	, 78,506 78,585 78,570 
0,6/ 17,847	' 17,842 17.831 17,817 
0,-7	. 5,7434 57657 5,7485 5,7359 
0,8 2,4133 2,4330	, .2,4210 2,4094 
0,9. 1,2419	. , . -1,2555	. 1,2517 1,2410 
0,95 0,94560 0,956 77 0,95532	- - 0,94498 

a genauer Wert Wertnach (43) Wert nach (44) Wert nach (45) 

1 0,74360 0,75317 0,75317 0,74317 
1,05 0,60111 0,60676	- 0,60754 0,60080 
1,1 049751	' 0,50094 0,50195	' 0,49729 
1,5 0,18561 0,18575 0,18609 '0,18557 
2	' 0,098268	' 0,098279 '	' 0,098358 0,098260 
4 0,03328'S 0,033285 0,033289	.	. 0,033284
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