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Zur Regularität verailgemeinerter Lösungen von quasillnearen elliptischen 
Dilferentialgieichungen zweiter Orthrnng in Oebieten mit Ecken 

E. MIERSEMANN 

E8 wird die Regularität der Lösungen einer Kiasse quasilinearer elliptischer Gicichungen 
zweiter Ordnung in zweidiinensionalen Gebieten mit Ecken untersucht. Als Anwendung wird 
das Mini malflachenprobleni behandelt. 
Hcc1eJLyeTcn BOHOC o r.aawOcTH penienma Ilan HCKOTOhIX KBa3I!rniHel1thLX aJulnnTH-
qecinix ypaBfleBlfn BTOOFO nopHgxa Ann ADymcpHEjx o6JlacTea c yr.noBHMn ToqKaMn. 
Pe8ymTaTM HI!ME1H10TCH K flpO6JIeMe MnHuMaJIbHol noBepxHocTn. 
There are studied regularity properties of a class of quasilinear elliptic equations of second 
order in two-dimensional domains with corners. As an application of these, there is considered 
the minimal surface problem. 

1. Einieitung 

In dieser Arbeit untersuchen wir das Verhalten der schwachen Losung in den Ecken 
für die folgende Kiasse nichtlinearer elliptiseher Differentialgleichungen in einem 
besehränkten und einfach zusammenhangenden Gebiet Q c: 1t2: 

f2a4(ux)px1dx=f lip dx furaile qEC(Q), 

U = cP auf a92. 
Der Rand 3Q soil der Einfachheit haiber stdckweise glatt scm. Es ist 

a = (aj(p), a2(p)),	p = (Pit P2) 

ein streng monotones und koerzitives C'-Vektorfeld, man vegIeiche dazu die Defi-
nition im Abschnitt 2. Den ailgemeinen Fall eines lokaien streng monotonen Vektor-
fekies behandein wir im Kapitel 3 im Zusammenhang mit nichtgleichmal3ig ellip-
tischen Gleichungen. Mit u oder Du bezeichnen wir den Vektor (ui,, ui,). Wir 

2 
setzen JD2uI = E 

Es zeigt sich nun, dal3 die Losung u zur Kiasse C'(Q) n H2(Q) gehort, wenn die 
Innenwinkel y j der Ecken die Bedingung 0 < y j <r erfüllen und 1/1 und ID201 
noch einer gewissen Abschatzung in den Ecken genUgen. Dasseibe ist richtig für das 
nichtparametrische Minimalflachenproblem, wenn die ,,bounded-slope"-Bedingung 
erfUilt ist. In dieser Arbeit nehmen wir an, daL (f die Spur einer H2(92)-Funktion 
ist, p> 2. 1st einmal u E C(Q) n .F12(Q) gezeigt, dann folgen weitergehende Regu-
laritatsaussagen aus der linearen Theorie für elliptische Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in Gebicten mit Ecken nach Azzi [2] und KONDRAT'EV [9, 11, 123. 

Grundlegende Ergebnisse für lineare elliptische Differentiaigieichungen zweiter 
und höherer Ordnung in nichtglatten Gebieten stammen von KONDRAT'EV [9]. In
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diesen Arbeiten wird die Zugehorigkeit der Losung zu gewissenSobolevschen Hubert- 
räumen untersucht. FILLrPOV [5] bewies Differenzierbarkeitseigerischaften für die 
Lasung der gemischten Randwertaufgabe für den Laplaceoperator in dreidimensio-
nalen Gebieten mit Kanten. Die Arbeit von Azzi [2] vereinfacht die Untersuchun-
gen im Falle linearer ,elliptischer.  Gleichungen zweiter Ordnung wesentlich. In ihr 
wird die Barrieremethode benutzt. Wir werden nun zeigen, daB these Methode es ge-

• stattet, auch die Klasse (1.1) von quasilinearen elliptisehen Gleichungen in eckigen 
Gebieten zu behandein. Entscheidend ist dabei die Barrierekonstruktion von Lemma 
2.2. Dieses Lemma 1st eine Verseharfung von Ergebnissen von Azzi [2, 31 sowie 
von AZZAM und KREYSZIG [4]. Aber gerade these Verscharfung benotigen wir bei 

- quasilinearen Aufgaben. 

2. GleichmABig elliptisehe Gleichungen 

Es sei p = (pr, ..., P) und a(p) = (ai(p), ..., aN(p)) . In dieser Arbeit ist N = 2. 
:Ober doppelt auftretende Indizes wird summiert. 

Definition (HARTMAN und STAMPACCI[IA [7]): Das Vektorfeld a(p) heif3t streng 
inonoton und koerzitiv von de Masse C', wenn gilt: 

a(p) € C1 (RN)	 -	 (2.1) 

(at (p) - a(q)) (p. - q)	p - q 2	 (2.2)
für alle p, q € RN mit einer von p, q unabhangigen positiven Konstanten v. 

(p)	M	 (2.3)
pj 

für alle p € RN mit einer von p unabhangigen Konstanten M < oo. 

Für cin soiches Vektorfeld gilt (s. etwa bei KINDERLERRER und STAMPACCHL& 
[8, S. 100]) die Ungleichung 

aj(p)	v	für alle p, € IV	 (2.4)

Dabei wurde gesetzt aj,= La . In diesem Absehnitt nehnien wir an, dal3 da.s 

Vekiorfeld a(p) die. Bedingungen (2.1)—(2.3) erfüllt. Es ist bekannt (HARTwN 
und STAMPACCHIA [7]*,siehe auch KINDERLERRER iind STAMYACCHIA [8]), daB die. 
Aulgahe (1.1) unter den Voraussetzungen (2.1)—(2.3) eine eindeutige bestimmte 
Losung u E HI(Q) besitzt, wenn gilt: / € H-'(Q) und 0 € Hl(-Q). Die Losung ist 
genügend regular, venn das für W, / und 0 zutrifft (STAMPACCHIA [171, LADYZHENS-
KAYA und URAL'TSEVA [131). Da wir es hier mit dern Fall N = 2 zu tun haben, folgt 
die Regularitat nach MORREY [16, Chapter 5.4]. 

Für das Vektorfeld a(p) ist der foigende Vergleiehssat.z richtig (s. zurn Beispiel 
[6, S. 119]). 

Lemma, 2.1: Für v, w € H'(Q) gelte v :!E^ w au/ Q und 

f a1 (v,) q dx	f a(w1) Wz, dx 
0	 0 

für alle q € 110 1(Q) mit q' 0. Dann hat man v w in Q last überall. 

Die Ungleichung v w auf 3Q ist im Sinne von H1 (Q) zu verstehen, man ver-. 
gleiche [8, 141.
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Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir anxiehmen, daB die betrachtete 
Ecke von Q in (0, 0) liegt und daB das Gebiet folgendermaI3en in der x-Ebene ange-
ordnet ist: 

MA y bezeicimen wir den Innenwinkel der Ecke und nehmen stets an, daB 0 <y <r 
zutrifft. 

Die Gleichung (1.1) 1st gegenuber Translationen invariant. Bei einer orthogonalen 
Transformation U mit x = Ux' geht das Vektorfeld a(p) über in a(p') = U*a(Up'). 
Die Konstanten v und M bleiben dieselben. 

Essei
QeQ fl Be(0),	O<O<eo 

mit
B(0) = {x I x1 2 + x22	o} 

Wir wählen eo so klein, daB in JQ, keine weitere Ecke von Q liegt. 

2.1. Randhedingung u = 0 auf 

Zunächst behandeln wir die Aufgabe (1.1) mit cP =0. Wenn / € L2(Q) zutrifft, 
darn gilt (s. [8, Chapter 41): 

u€H2(Q,\Q),	LOO >>e>O. 
Wie AZZAM [2, 31 sowie Azzi und KRwszrn [4] betrachten wir die Funktion 

W =Ar14  sin ).O	(A = const> 0; O<u <1) 

mit r = /x12 + x2 2 und U = arc tan L2 . Die Funktion W ist positiv in	\ {0}, 
XI 

wenn 2 - fl und 0 gentigend klein sind. 
Wir wollen nun 

LW = a,(W) 
nach oben abschätzen. Unter den allgemeinen Voraussetzungen (2.3), (2.4) für die 
Koeffizienten a 5 gilt folgendes für unsere Untersuchungen grundlegende Lemma. 

Lemma 2.2: Es gibt ein d = d(v, M, y) > 0, so dap für jedes 2 mit 0 < 2— 1 <d 
positive Zahien 1().), ,z(2) existieren mit 

LW ^  

für alle 0 <u ^ 1u0().). 
Beweis: Nach elernentarer Rechnung erhalten wir 

= Ar' 1 V,
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mit
V11 = sin 20{_22 sin2 0 —(1	a2) c082 0 + 1 + 4u} + R, 
V12 = V21 = sin 10{A2 sin Oàos0 —(1----- 1u2) sin 0 COS 0} + R12, 

und
V22 = sin A0{_22 c082 0 - (1 L a2) 5jfl2 0 + 1 + u} + R22. 

Für die R, gelten die Abschatzungen 

1R11 1 ;5 22u,	1R 12 1	21 ,	1R22 1 :!^ 2Au. 

Wir setzen A = 1 + r (t> 0) und bekommen: 
V11 = sin 201-2r sin2 0 r2 5jfl2 0 +,U2 cos2 0 +,U} + B11, 
V12 = sin AO{2r sin 0 cos 0 + T2.9in 0 cos 0 + 2 sin 0 cos 01 + 1?12, 

V22 = sin AO{-2t cos2 0 - r2 c082 0+ IL2 sin2 0 + 1 4} + B22. 
Mit = —sin 0, 2 = cos 0 ist 

aV = —21a17 sin 20 + Q. 
Dabei gilt 

IQI 6M2u + 4M(r 2 + It2 + u) mit M von (2.3). 

Auf Grund von (2.4) folgt für 0 < r <	die Ungleichung 

a,, V,, ^5 —2rv sin 20 + 6MA1u + 4M(v2 + u2 + 1u). 

Mit =	und 0 = j- + - - setzen wirc0 = sin (1 + r0)00 . Es istc0 >0.
Aus der obigen Ungleichung erhalten wir schlieBlich 

aV1 , ;5 —c1r + c2ji 
für alle 0 <a <1 und für aIle 0< r < min (TO,	 ). Dabei ist c 1 = vc0 und
c2 =6M(1+ TO ) ±8M1 

Lemma 2.3: In einer Urngebung der Ecke gelte 

f ^5 c x,	x> 0.	 (2.6)
Dann hat man für ein u (0 </L < 1) die Ungleichung 

Jul ^5 C x 1 '-' /fir alle x E Q 1, ol > 0 geniigend klein.	 (2.7) 
Mit c bezeicimen wir positive Konstanten, die bei verschiedenen Ungleichungen 

verschieden sein können. 
Beweis: Wir wählen o l so Mein, daB (2.6) in .Q zutrifft. Aus bekannten Regu-

laritätssätzen folgt 

u € C'(QQ1 \ Q) ( > e> 0) für ein a, 0 < a < I 
(s. z. B. bei STAMPACCRLA [171). Für die Funktion W, man vergleiche (2.5), gilt dann 
— W u :!^ W auf wenn A gentigend groB ist. Die Ungleichung (2.7) folgt 
aus Lemma 2.1 und Lemma 2.2. Tm Lemma 2.2 ist u so klein zu wahlen, daB a x 
zutrifft I



Lösungen elliptischer Differential gleichungen in Cebieten mit Ecken	63 

H2-Regularitat: Unter Benutzung von Abschatzungen in Gebieten, die die Ecke 
nicht enthalten, können wir mittels einer Lokalisierungsmethode (s. KONDBAT'EV 
[9]) den folgenden Satz beweisen. 

T h e o r e in 2. 1: Unler den Vorau8setzungen 0 <y < 7t und (2.6) gilt 

U E 112(e.) '	Oo = 
Beweis: Es sei

(n=0,1,2,...) 

und
Dn' = D_ 1 u D UD +I , Do" = D_ 2 _uD' u '-n12. 

Weiterhin setzen wir 

Qn = QE'.i2. 

	

Bei der Variablentransformation x, =	gehen die Gebiete D in	D' in D0"1', 

D" in D0 " mmd Q in Q0(fl) uber. Wenn die Ecke durch zwei Geradenstücke be-
grenzt wird, dann 8ind die neuen Gebiete unabhängig von n, ii> n0 . Die Gleichung 

f a(u) q dx = f /99 dx für alle 9, € H01 ( Q -2 )	 ( 2.8) 
n-2 

geht bei der obigen Transformation über in 

f=
 aI(w)?2,dy

	

f /9, d	 (2.9)

für alle q, E H01(Q0("-2)) mit w(y) = 2"u(y). 

Es gilt (s. z. B. bei KrNDERLEHRER und STAMPACCHIA [8, Chapter 4]) die Ungleichung 

IIDaW L,(D,)	c (11WII I (Do' ) + ij	 (2.10) 

Den oberen Index (n) lassen wir nun weg. Die Konstante c hangt aber auch noch 
von n ab. Auf Grund unserer Regularitatsannahme für die Randstücke kann man c 
unabhangig von n (n > n0) wählen: Wenn die Ecke durch zwei Geradenstücke 
begrenzt wird, ist das offensichtlich. Tm ailgemeinen Fall mu3 man in bekannter 
Weise das Eckgebiet aif dasjenige Gebiet abbilden, das durch die beidn Tangenten 
begrenzt wird, und dann für die transformierte Gleichung die Abschatzung (2.10) 
herleiten. AnschlieBend führt man die Rucktransformation durch und kann die 
Abhitngigkeit der Konstanten c von n durch these Transformation kontrollieren. Man 
vergleiche hierzu auch bei KONDRAT'EV [10, S. 426ff.]. 

Wir wollen jetzt IDW!1L,(D.') abschätzen. Es sei (r) E C0°°(R) mit 0	1 und 

I 
i für 	r	20 

4 -
=

-- 

	

0fur r< 	und r>40.
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Wir setzen q = w in (2.9) em. Wegen

a•(0)	dy = 0, 

(das folgt nach partieller Integration) erhalten wir 

f (a,(w,) - a(0)) C2w, dy = f 2(a 1(0) - a1 (w))	dy +	dy 

Auf Grund der Voraussetzungen (2.1)—(2.3) ist 

	

f ^2 Dw1 2 dy 2M 	IDwI Dt IwI dy + 'f  I/I Iwl 2 dy. 

In bekannter Weise folgt dan.n mittels der Ungleichung 

2ab:!-,ea2 +b 2 fürallee>0 

die Abschatzung 

f jDwj2dy	(DJ1w121 +	
1/12 dy).	 (2.11) 

The Rucktransformation von (2.10) liefert, wenn wir (2.11) in (2.10) einsetzen, die 
Ungleichung 

f1D2-u1 2 dx :E^: c (24" f JU12 dx + f /1 2 dx 

	

D,"	 D," 

Nach Lemma 2.3 und der Voraussetzung (2.6) hat man in D" 

Iul < C 2"( ' +)	 c 2-"-.

Wgen meas D" c 22n gilt schlieBlich 
•	f ID2uI 2 dx :!z^ c(2 2 " + 2 2 ) I 

D. 

C'e;ularita: In der Gleichung (2.8) crsetzen wir ip durch	(k = 1, 2) mit 

	

E C°(Q 2). ac partieller Integration erhalten wir	 xk 

fr 392 
a1 (u)	9'z dx 

= -J /	dx.
aXk 

Bei der Variablentransformation x = y/2" geht these Gleichung über in 

f a^ - .p,,	
r e

D	

dy 
D.'	

; 
dy SIVY

für alle 99 € C°(D0'). Dabei haben wir gesetzt: 

tU	 1 
v= - ,	g=-•;I.
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Die Funktion u in den neuen Koordinaten bezeichnen wir wieder mit u(y), und aj 
sind die Koeffizienten a,, nach der Transformation. Sie erfUllen (2.2) und (2.3) mit 
denselben Konstanten v und M. 

Lemma 2.4: Esseig E L(D0 '), q > 2. Dann gilt 

c( [v 1 ,(D.') -I-- lg IILq(D.))	(0 < a < 1). 

Die Konstanten c und a sind unabhiingig von g, v und n, n > no. 

Beweis: Das Lemma folgt aus einem Satz über die inneren Abschätzungen 
(s. z. B. bei GrLBAJG und ThUDINOER [6, Theorem 8.24, S. 192]) und der Abschatzung 
für Randgebiete [6, Theorem 8.29, S. 195]. Diesen Satz kann man zunächst, nur für 
die tangentialen Ableitungen anwenden, da u € 110 1(Q) gilt. Für these Ableitung 
kann man die Morreysche Ungleichung zeigen, und über die Eulersche Gleichung 
lal3tsjch auch für die Normalableitung these Ungleichung herleiten (man vergleiche 
dazu etwa bei KrNDERLEITRER und STAMPACCK1A [8, Chapter 4]). Es gilt also 

f IDvI 2 dy	K22. 
D' n BQ(z) 

Wichtig ist nun, daB die Konstante K die Gestalt hat: 
K = const (II VIIL,(D,') + IIgIILq(D.))2. 

Das ergibt sich, wenn man die Abhangigkeit der Konstanten von v und g bei KLNDER-
LEHER und STAMPACCHIA [8, Chapter 2] verfolgt. Die Ungleichung des Lemmas 
erhält man aus einem bekànnten Satz von Morrey. 

1st die Ecke dureh zwei Geradenstücke begrenzt, dann ist . c in Lemma 2.4 unab-hängig von n. Im allgemeinen Fall argumentieren wir wie beim Beweis von Theo-
rem 2.1 

Theorem 2.2: Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.1 gilt:	- 

U € 0(Q)	(0 <a < 1). 

Beweis: Es ist 

u	1u 
V =
	= ; ;,

	
JVJC(f) =	 IvI2dy =fIxkI2dx 

und

jgj8dy = 2lQfl2flfU 

Aus Lemma 2.4 erhalten wir 

1 112	1	I	r	1/q 
Il U I!cun	c{(fJuI2dx) + 2n-_2n/q 

(DI 

I/N dx) }. 

Aus (2.11) folgt (es war w(y) = 2'3u(y)) die Ungleichung 

f

DiI 2 dx :5c I22n f1U1 2 dx +

D

1112 dx}. 

5 Analysis Bd. 1, Heft 4 (1982)
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Auf Grund von Lemma 2.3 ist 

I UZk IIC(D.,) ;5; c(2' + 2")	(k = 1, 2). 

Wieder nach Lemma 2.4 folgt nach Rucktransformation für x, E D, die Abschat-
zung

ItLx k(x) - u() ^ c(2'	+ 2') Ix - I2. 

In Lemma 2.3 können wir annehmen, daB .? :^-, mm (is, c) zutrifft, da	1 gewahlt 
werden kann I 

Mit co bezeichnen wir den Winkel, der aus y bei derjenigen linearen Transformation 
entsteht, die die Gleichung a 11(0) u, = 0 in die Laplacegleichung transformiert. 

aaj 
Hier ist a 5(0) =	(r)l=o. 

Theorem 2.3: Es sei a(p) € Cm+2, / E Cm.(i ,) (0 < oc < 1; m = 0, 1, ...) und 
0 < w </(2 + m). Dann gilt 

u E 

für die Losung u von (1.1) bei (P = 0. 
Beweis: Aus Theorem 2.2 folgt u(0) = 0 und daB die Koeffizienten der Euler-

schen Gleichung hölderstetig sind für 0 <y <. Dan Theorem 2.3 erhält man darn 
aus Resultaten für lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung in 
Gebieten mit Ecken (AZZAM [2]) und aus der Regularitat von u in Q, " Q,, 
'>e>0I 

2.2. Das Problem bei vorgeschriebenen Randwerten, 

Wir setzen neben (2.6) für (P in (1.1) voraus: 

0€ Hp 2(.Q)	(p>2).	 (2.12) 
Auf Grund eines Sobolewschen Einbettungssatzes (s. z. B. bei ADAMS [1, S. 98]) jut 
0 E C"(92), 0 < < 1. In bekannter Weise steilt man die Aufgabe 

v € 1101(Q):fa1((v + 0)49,dx =f /op dx füralle q' € H01 (Q).	(2.13) 

Die Losung u = v + (P ist unabhangig von der speziellen Wahl von 0, dan heiBt, 
für 0 mit = 0 auf a92 erhlt man dieselbe Losung u. Das folgt sofort aus (2.2). 

Anstelle der Barrierefunktion von Lemma 2.2 betrachten wir hier 

W = Ar' sin )O +	( 0) x + 0(0).	 (2.14) 
Dann hat man such für die Funktion (2.14) dan Lemma 2.2. Auf Grund der Voraus-
setzung (2.12) gilt 

0(x) = 0(0) + 0(0) x + O(I xI'),	0 < ft < 1. 

Auf 3Q n Be(0) ist W. ^ 0 für festes A > 0, wenn wir 1A <8 und e > 0 genugend 
klein wählen. Wir nehmen jetzt A so groB an, daB auch noch W ;-> u auf 8BQ(0) n Q 
zutrifft. Dan läBt sich machen, da u in Q, \ Q. ( > e> 0) zur Kiasse C" 
(0 < cc < 1) gehort. Aus Lemma 2.1 folgt 

U c	+ 0,(0) x, + 0(0),	x  Q.
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Wenn wir A durch —A ersetzen, bekommen wir für geniigend gro6es A die Un-
gleichung 

lu -	,(0) x - (0)I	c 

in einer Umgebung der Ecke. Daraus schlief3t man auf 

lu -	c	 u > 0 hinreichend klein.	 (2.15) 
Auf die Gleichung (2.13) wenden wir nun das Verfahren vom Beweis der H2-

Regularitat aus Teil 2.1 an und erhalten aus der Gleichung (2.13) nach der Trans-
formation x = y/2" die Beziehung 

fq' dy =	dy	 (2.16) 

	

für alle q' E H0 1 (Q0) mit w = 2"v(y) + 2"(y). Wir setzen w1 = 2'v(y) und w2 = 29 (y) .	- 

	

Aus (2.16) folgt (man vergleiche etwa wieder [8, 8.144f.])	 - 

II.	t0iIIn,	c {1v2t.(D.) + IIW1I1j(D. ) _f_	II/Iftl(D..)} 

Nach Rucktransformation erhalten wir 

Dav1 2 dx :!^cff ID2012 dx + 22ft f IDvI 2 d+ 2" f It;1 2 dx 

Nun wird der zweite Summand auf der rechten Seite weiter abgeschatzt. Es sei 
(r) die Funktion vom Beweis des Theorem 2.1. lii die Gleichung (2.16) können wir 

einsetzen
92 = 2(w — w2) 

Es ist
f a(w,) 2(w - w2), dy + 2f a .(w) 1 (w - w2) dy = 0 

und

f a(w2 ,) [(w - w2)], dy = - f a(w2)	- .W2) dy 
D,"	 Do" 

=f a(w2 ,) 2(w - w2), dy + 2fa1 (w2 ) 0 (w —w2 ) dy. 

Aus diesen Gleichungen folgt auf Grund der Voraussetzungen (2.1)—(2.3) 

vf Dw11 2 dy 5 c {fIDwiJ w dy +fID2w2 P w dy +	w dY}. 

Also gilt

f	I f 	2 C	J W,12 dy ±fI D2w2 1 2 dy +	f 
Nach RUcktransformation erhalten wir 

2210 f JDvI 2 dx :!^ c ,!'24" f 1 v 1 2 dx + f D20 2 dx + f /1 2 dx'. 
( I),,"	Dfl"	 Dfl"	J 

IJamit ist der folgende Satz bewiesen. 

5*
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Theorem 2.4: Unter den Vorau8setzungen: 

a)	O<y<; 
h)	0 E HP 2(.Q) für p> 2; 
C)	ID201 ^5 c x 1 uid fl ;5 c x'	(x> 0) in einer Umgebung der Ecke 

gilt u E H2(Qe) für die Losung u von (1. 1), g > 0 geivügend klein. 

Theorem 2.5: Unter den Voraussètzungen von Theorem 2.4 ist u E C'"(Q0) /fir 
0 < cx < 1 und hinreichned kleines Lo > 0. 

Beweis: Wir setzen u = v + 0 und schlie6en darn wie beim Beweis von 
Theorem 2.2. 

Wir können jetzt wieder die Ergebnisse für lineare elliptische Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung verwenden und erhalten das Theorem 2.3 auch für die Gleichung 
(1.1) unter der zusätzlichen Annahme 0 E Cm+2 (Q0,). Hier ist a 1(0) = 

3. NichtgieichmäBig elliptische Gleichungen 

Die Ergebnisse von Teil 2 können wir nicht unmittelbar auf das nichtparametrische 
Minimalflächenproblem in Gebieten mit Ecken anwenden, da bier die Voraus-
setzung (2.2) nicht erfullt 1st. Für die folgende Definition vergleiche man bei LEwY 
und STAMPACC1UA [15] sowie bei KINDERLEHBER und STAMPACCHIA [8, Chapter 31. 

Definition: Ein C1 -Vektorfelda(p) = (a 1 (p), ..., aN(p)), p = ( pa, ..., p.), heiI3t 
lokal stark monoton, wenn für jede kompakte Menge C RN eine Konstante 
V = v(C) > 0 existiert mit (a1(p) - a1 (q)) (p - q 1 )	v l - q1 2 für alle p, q E C. 

Lemma 3.1 (KINDERLERRER und STAMPACCKIA [8, S. 97]): &i a(p) ein lokales 
stark monotones C Vektor/eld au/ RN und sei M eine Konstante, 0 < M < oo. Dann 
exi.stiert ein stark monotones und koerzitives C'- Vektor/eld a(p) mit a(p) = a(p) /fir 
} p <M, und für Il > 3M gilt a(p) 5 K ll mit einer Konstanten K (0 < K < co). 

Nach [8] kann man ein soiches Vektorfeld folgendermaBen konstruieren. Es sei 
(t) E C°°(W) mit	0 und 

für 0 ^ ^ t2M 
(t) = { 

1 
für t	3M. 

Weiter sei g(t) E C°°(R), nichtfallend mit 

10 für 0t^M 
g(t) 

=11 für t 3M 

und g(t) co > 0 für t 2M. Das Vektorfeld
a(p) = '(l p l) a(p) + Kg(p) p 

ist darn stark monoton und koerzitiv, wenn K genugend groB gewahlt wurde. 
Sei U E CI(Q) nH2(Q) eine Losung von (1.1) mit a(p) anstelle von a(p). Gilt dann 

max lDul_:!E^L 
zEQ 

mit einer Konstanten L < co, die nur von 0, / und £2 abhangt, nicht aber von den 
ElIiptizittskonstanten, dann ist u auch Losung des ursprunglichen Problems für 
a(p), wenn man nur M> L gewahlt hatte (STAMPACCKL& [17]).
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Wir betrachten die Aufgabe 

f X a1 (u1) , dx = 0 für alle q' € C0 (Q)	 (3.1) 
£ si 

U = 0 auf Q, 0 E HP 
2(S2)	(p> 2). 

Wobei jetzt a(p) lediglich ein lokales stark monotonesC'-Vektorfeld ist 

Definition (s. z. B. bei GILBARG und TRUDINQER [6, S. 225]): Es sei P = 
Wir sagen, P erfüllt die bounded slope-Bedingung, wenn für jeden Punkt P € P zwei 
Ebenen np(X), np(X) existieren, die folgenden Bedingungen genugen: 
a) -(P) = c(P) = 
b) 7rp(X) 	(X) ;5 np(X) für alle x € 49.Q. 
C)	DrpI :!9 L für alle P E P mit einer von P unabhangigen Konstanten 

L < co. 

The ore rn 3.1: Es seien /olgende Vorausseizungen er/jilt: 
1. Für die Innenwinkel yj in den Ecken von Q gelte 0 <y, <.v. 
2. Für P sei die ,,bounded slope"-Bedingung er/uflt. 
3. In den Ecken '> sei ID201 5 c IX - x1 I' (x > 0). 
Dann besitzt die Au/gabe (3.1) eine eindeutig bestimmte Losung 

u  C1 - A(Q) nll2(2),	0<2<1. 

Beweis: Anstelle des Vektorfeldes a(p) betrachten wir a(p) mit M> L, man 
vergleiche Lemma 3.1. Nach Theorem 2.4 und Theorem 2.5 gilt u E H2(Q) n C'1(Q) 
für die Losung u von (3.1) mit a(p) anstelle von a(p). Aus der ,;bounded slope"-, 
Bedingung folgt daim bekanntlich aus Lemma 2.1 die Tingleichung 

max JDuj !!&- L. 
xEQ 

In (3.1) setzen wir -	für ç em (q E C°()) und erhalten nach partieller Integra-



tion

f
d il(U.) ()7v dx = 0. 

Q 
Wegen u € H2(Q) gilt (s. z. B. bei GrLBAlo und TRUDINOER [6, S. 168]) 

Iu 	Iu
max	max _

ZE	 zaQ c3XkI 

Per Satz ist bewiesen, da M > L zutrifft I 

3.1. Das nichtparametrische MinimalfiAchenproblem in Oebieten mit Ecken 

Wir betrachten die Aufgabe 

min f 1/1 + IvI 2 dx	 (3.2) 
VEVQ 

mit V	{v € C'()1 v = 0 auf 8Q}. Es sei wieder 0 € H 2(Q), p >2. Falls u die
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Aufgabe (3.2) lost, dann gilt 

dx = 0 
+  

u=ø auf dQ. 

Das Vektorfeld

für alle q' € C000(Q)
	

(3.3) 

/  a(p)	Pi	P2 
= yi + P1 2'	+ jpp2) 

ist lokal stark monoton. 
Mit co, bezeichnen wir den Winkel in der Ecke der Mininzal/ldche, wenn x' die 

zugehorige Ecke in Q ist mit dem Innenwinkel y,. Es sei 

- Q n B(x(1) ),	e > 0. 
Theorem 3.2: a) Unter den Voraussetzungen 1.-3. von Theorem 3.1 besitzt die 

Au!gabe (3.3) eine eindeutig be.stimmte Losung u € C'(Q) n 112(Q). 
b) Diese Losung ist auch Losung von (3.2). 
c) Au-3 0 € Cm+2.(Q , ) , > 0 genugend klein, und au-s 

	

/wi >2+m	(m=0,1,2,...), 

/otgt u € Cmf2 . ( 5 i ) (0 < e 
Beweis: Die Behauptung a) ist das Theorem 3.1. Nach STAMPACCH1A [17] lost u 

auch (3.2).. SchlieBlich folgt c) aus Theorem 2.3 und der Bemerkung im Anschlul3 
an den Beweis zu Theorem 2.4. Tm FaJle des Minimalflachenproblems ist nämlich 

______________	liii\ a(0)	 = (1 +1112)1/2 (o - 1 + 1112) 

mit 1 = 0(0). Der Winkel w1 , der aus Vi entsteht bei derjenigen Transformation, 
die a,(0) u, = 0 in die Laplacegleichung überführt, ist gerade der Winkel in der 
Ecke der Minimalfläche 

Bemerkung: Für das Minimalflächenproblem mit einem Hindernis (KrNDER. 
LEIrRER und STAMPACCBIA [8, S. 116ff.]) folgt aus Theorem 2.1 und 2.2, daB die 
Lösung der entsprechenden Variationsungleichung zur Kiasse C' 2 (Q) n H2(Q) gehort, 
wenn das Gebiet konvex ist und für die Innenwinkel 0 <ya <r gilt. her ist Q 
ein zweidimensionales Gebiet mit stiickweise glattem Rand. 
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