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tiber die Besehränktheit der Lösungcn diskreter nichtstationärer 
Phasensysteme 

V. Rzimi 

Es werden hinreichende Bedingungen für die Beschrhnktheit der Losungen und für il.Stabilität 
im ganzen von diskreten Phasensystemen formuliert, die entsprechende Ergèbnisse von Yu. A. 
KOBYAKIN, G. A. LzoNov,.A. R. Liss, V. N. BzLYx, V. P. MAxsxov [3, 5-7] verallgemei-
nern. 
HPH]Begema )ocTaToHNe yC.II0B11R OF8BHHHOCTI4 peiuemfl H A-ycT02411B0cTH B LeJIOM 
I1ICKTH11X 4Ia3oBUx CHCTeM, HOTOpue o6o6naIoT cooTBeTcTBy1ouHe peayiama 10. A. 
HOPRHHHA, r. A. JIEOROBA, A. P. JiuccA, B. H. Baiux, B. II. MAXCAROBA [3, 5-7]. 
In this paper we give sufficient conditions for the solutions to be boundet and for the 4 -stabi-
lity in the whole of discrete phase systems. This generalizis related results of Yu. A. KORYAKIN, 
G. A. LxoNov, A. R. Liss, V. N. BaaYxR, V. P. MAKSiKOV [3,5-7]. 

In der vorliegenden Arbeit werden diskrete Phaeensysteme, d. h. Systeme der auto-
matisehen Steuerung mit einer bezuglich bestimmter Argumente periodischen Nicht-
Jinearität, mit Methoden der absoluten Stabilitätstheorie betrachtet und damit in 
[1, 3, 5-8, 14] angegebene Untersuchungen fortgefuhrt. Dabei wird zunachst em 
Frequenzkriterium für die Beschränktheit der Losungen diskreter Phasensysteine 
mit einer Nichtlinearitat, die such unstetig sein kann, bewiesen. Unstetige Nicht-
linearitäten spielen z. B. bei der Beschreibung von Ziffernsystemen der Phasen-
synchronisation eine Rolle. 

Einen wichtigen Platz beim Nachweis der Beschränktheit der Losungen nimrnt die 
Betrachtung spezieller Matrizenungleichungen em. Ihre Läsbarkeit wird durch den 
,,Frequenzsatz" [16] (mitunter such als ,,Lemma von YAXUBOVICH-KALMAN" be-
zeichnet) garantiert. Mit Hulfe dieser Matrizenungleichuxigen wird im Phaenraum 
der zu untersuchenden Systeme ein Netz von quadratischen Kegein konstruiert, 
die invariant für die Losungen der Systeme sind. Weiterhin wird ein Kriterium für 
die Beschränktheit der Lösungen von diskreten Phasensystemen formuliert, das 
keinen ,,Frequenzcharakter" triigt, sondern auf der Benutzung eines Netzes invarian-
ter Kegel, die als Schnitt einer endlichen Zahi von Hyperebenen entstehen, be-
ruht. Vom praktischen Standpunkt aus garantiert die Beschrdnktheit der Losungen 
von Systemen der Phasensynchronisation einen Synchronismus ,,im Mittel". 

Schlie8lich wird in der Arbeit ein Kriterium für die 4-Stabilitdt im ganzen von 
diskreten Phasensystemen angegeben. 

Mit Hilfe der forrnulierten Kriterien werden in der Arbeit die Beschrdnktheit der 
Losungen and die zl-Stabilitat im ganzen eines autonomen Ziffernphasenkopplungs-. 
systems erster Ordnung, in dessen Steuerkette der Ziffernfilter fehit, nachgewiesen. 

Der Charakter der in der Arbeit erhaltenen Ergebnisse und die Vorgehensweise 
besitzen weitgehende Ahnlichkeit mit [Jntersuchungen von kontinuierlichen 
Phasensystemen, die durch nichtlineare Differentialgleichungssysteme beschrieben 
werden. Die Spezifik diskreter Systeme kommt jedoch msbesondere in Lemma 2 
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zurn Ausdruck, in dem eine Art Sprungverhalten diskreter Systeme charakterisiert 
wird, das bei kontinuierlichen Steuersystemen mcht anzutreffen ist. Deshaib lassen 
sich z. B. in diskreten Systemen erster Ordnung Schwingungen im Sinne von Yu-

OVICH nachweisen [12], wahrend bekanntlich [1] in Differentialgleichungen erster 
Ordnung Schwingungen nicht auftreten können. 

Gegeben sei das System 

Xj 1 = Ax1 + bt'p(t, at), 

at = c*x€	(1 = 0, 1, ...).
	 (1) 

mit der konstanten v x v-Matrix A, die den Eigenwert 1 und r - 1 Eigenwerte 
innerhaib des offenen Einheitskreises besitzt. Des weiteren sind b und c konstante 
v-Vektoren, fur, die das Paar (A, b) volikommen sgeuerbar ist und -das Paar (A, c) 
voilkommen beobachthar ist.') Mit dem Symbol * wird die Operation des Transponie-
rens bezeichnet. Alle in der Arbeit vorkommenden Gr66en sind, soweit nicht anders 
vereinbart, reell. Es sei q,((, a) eine skalare Funktion der Argutnente t E (O, 1, . . 
und a E R', die der Bedingung 

u,a' ^- q(t, a) - a	a2a2	(a E .R', t = 0, 1, ...)	 (2)

genugt. Dabei sind ,a mid i2 Konstanten mit 

—00 ^1:5 0 <92 :S +o0 .	 (3) 
Es sei aut3erdem die Funktion q periodisch bezuglich a mit der Periode A > 0, 
d. h., es gelte 

(t,a+A)	9,(t, a)	(aE RI, t=O,l,...).	 (4) 
Unter den getrof/enen Voraussetzungen beziiglich des linearen Tells des Systems (1) 
existiert ein Vekior r mit  

Ar=r und c*r=A .	.	 (5) 
Zum N a c h w e i s der Richtigkeit dieser Behauptung ist es ausreichend zu zeigen, daB 
für den Eigenvektor r von A mit Ar = r (ein solcher existiert laut Voraussetzung) 
c*r == 0 gilt. Wenn man annimmt, daB c*r = 0 ist, so erhält man die Beziehungen 

c*A kr = c*r = 0	(k = 0, 1, ..., v - 1), 

woraus wegen der volletandigen Beobachtbarkeit des Paars (A, c) die Gleichung 
r = 0 folgt. Der erhaltene Widerspruch beweist die Moglichkeit der Darstellung (5). U 

Wir bezeichnen mit 

X(p) = c*(A - pI)' b 
die Ubertragungs/unk,tion des linearen Teils von System (1) vom Eingang ç' zum 
Ausgang —a. Dabei ist p eine komplexe Zahi und I die v x v-Einheitsmatrix. 

Satz 1. E8 exi8tiere eine Zahi A € (0, 1), so da4t3 die Matrix	A einen Elgenwert
au/Jerhalb des Einheit8kreises und v - 1 Eigenwerte innerhaib des of/enen Einkeit8-

1) Das Paar (A, b) heifit volikomnien steuerbar, wenn det lib, Ab, ..., A''bII 4= 0 ist. Das Paar 
(A, c) heil3t vollkommenbeobachtbar, wenndetllc, A*c.... . (A*)_1clI = 0 jet. Dabei bezeichnet 
s, wie auch oben, die Operation des Transponierens
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kreises besitzt und /fir alle kornplexen p mit II = 1 gilt:2) 

Re {[1 + ,ix .p)] [1 + 122X*P)1} > 0 bei 1u1 + — 00, /2 + +00, 

Re (z(2p) [1 + iix*(,p)]} <0	bei /s = —co, A2 rr +00, 
Re {[1 + i'ix(2p)] x*(2p)} > 0	bei 14 + —co, 122 = +00. 

Dann is! jede Lo&ang des Systems (1) beschranld au/ [0, +00). 

Für den Beweis dieses Satzes sind eine Reihe von Hilfsaussagen notwendig, die 
im weiteren formuliert und bewiesen werden. 

Lemma 1. Es sei Q ems v x v-Matrix, q und r seien v-Vektoren, wobei q + 0 ist. 
Es sei weiterhin 

0(x, ) = x*Gox + 2gr*x 

sine quadratieche Form der Verändertichen x E R' und E R' Dabei is! G0 = 

ems po8tiv semide/inile v X v-Matrix, g is! ems Zahi. E8 ex8tiere eine v X v-Matrix 
H = H*, die einen negativen und v - 1 positive Eigenwerte besztzt, und es existiere eine 
Zahl ö > 0, 80 dafi die Ungleichung3) 

(Qx + qcr)* B(Qx + q) - x*Hx + 0(x, ) - o 1x12	
(6)

(x E R', e E R') 

er/ill! is!. Dann gilt 
{xIx*Hx:<0}{xjr*x=0= (0).	 (7) 

Beweis. Wegen der Eigenwertverteilung von H existiert ([41, S. 297) ein Vektor h, 
sodaS gilt: 

{xIx*Hxf,-0}{xIh*x=0}={0)	 (8) 

Wird in der Ungleichung (6) x = 0 gesetzt, erhält man q*Hg 0. Hieraus und aus 
(8) folgt h*q == 0. Es werde angenommen, dalI (7) nicht erfüllt ist, d. h., daB es einen 
Vektor x0 + 0 mit rx0 = 0 und xo*Hxo 0 gibt. Wegen xo*Goxo 0 erhalten wir 
dann aus (6) die Ungleichung 

(Qx0 + g)*H(Qxo + )	—ô IX01 2 <0	( € R').	 (9)

Wegen h*q + 0 laSt sich ein soiches o angeben, daB 
h*[Qxo + o]=0	 (10)

gilt. Aus (8), (9) und (10) folgt sofort 

Qx0+q0=0.	 (11) 

Es ist offensichtlich, dalI die Beziehungen (9) und (11) einander widersprechen. 
Lemma 1 ist bewiesen. 

Bemerkung. Lemma 1 wurde unter etwas anderen Voraussetzungen bereits in 
[13] bewiesen. In [7] wurde dieses Lemma zur Herleitung von Frequenzkriterien der 
Stabilität diskreter Systeme, die die Dynamik von Ziffernsystemen der Phasen-
synchronisation beschreiben, benutzt. 

2) IM Satz 1 dient das Symbol a ausnahmsweise auch zur Kennzeichnung der konjugiert 
komplexen Zahi. 
3)Hier und im weiteren ist lxi die Euklidisehe Norm des Vektors x E R.
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Lemma 2. Wir betracliten das System 
= Qx + qq(t, a1),	

(12) at = r*x1	(t = 0, 1, ...). 
Hierbei ist Q ems v x v-Matrix; q und r sind v- Vektoren. Da8 Paar (Q, r) 8ei voilkommen 
beobachtbar und ç' 8ei ems skalare Funklion der Argumente I € {O, 1, . . .} und a € R', 
die den Beziehungen (2) mid (3) genügt. E8 mögen weilerhin eine Matrix H = H und 
Zahien 2> 0 und ô > 0 ezistieren, für die gilt: 

+ q)*H(Qx + q) - xHx + 0(a,	—ô 1x12 (x ER', ER'). 

Dabei jet a = r*x und	
(13) 

1(42a - ) ( - z,a) für a 1 =f= — 00, 10 == +00, 

(S(a, ) = (1a2a - a	für 9 = — 00, p2 == +00,	 (14) 
( - u,a) a	Mr p1 = —00, 1A2 = + 00. 

Es sei h em v- Vektor, für den (zusammen mit H aus (13)) die Beziehung (8) gilt. Wir 
bezeichnen: r= {xjx*Hx <O}, I' =fn{xih*x o}ndr- = I' ri {xih*x :5,- O}. 
Sei x1 (10, z0) elne Losung des Systems (12) mit der Anfangsbedingung x10 (t0, x0) = xo. 
Dann gilt: 

1. Wenn die Matrix T Q einen (reellen) Eigenwert > 1 und v - 1 Eigenwerte inner-
haib des of/enen Einheltskreises hat, so 1st für die Losungen von System (12) erfullt: 

a) aus x0 € I'folgt x,(t0, x0) € f'f (t	t0);	 (15) 
b) aus x0 E I' folgt x1 (t0, x0) € F- (t	to). 

2. Wenn die Matrix -i-. Q einen (reellen) Eigenwert <-1 und v - 1 Elgenwerte 

innerhalb des offenen Einheit8kreise8 hat, so 18t für die Losungen von System (12) er-
/ii.11t:

a) au8x0EF/olgt 
zg.+2k(to, x0) E F und xg.42k 1(to, z0) € F-	(k = 0, 1, ...); 

b) aU8 x0 E F fokjt 
X,.+2k(tO, x0) E F und Xt.+2k+j(tO, x0) € F	(k = 0, 1, ...). 

Beweis. Wird in (13) = 0 gesetzt mid beachtet, daB wegen (2) mid (3) 
0(r*x, 0)	0 (x € R') gilt, so erhält man aus (13) die Beziehung 

xQHQz - x*Hx :< —6 IX12	(x E R'). 

Es sei 5- der Eigenwert von Q, der aul3erhalb des Einheitskreises liegt. Wird in 
der letzten Ungleichung x = is gesetzt, wobei is ein Eigenvektor ist, der zum 
Eigenwert e der Matrix Q gehort, so erhält man 

( - 
i)u*uu :5: —o JuJ2. 

Hieraus folgt 
u*Hu <0.	 (16)
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Aus (16) und (8) folgt h*u + 0. Deshaib kann o. B. d. A. angenommen werden, daB 

h*u>0	 (17)

gilt. Weiterhin ist wegen der Beobachtbarkeit von (Q, r) 

r*u+0 .	 (18) 

(Der Nachweis érfolgt wie bei. (5).) Wir beweisen nun die Beziehung (15) indirekt. 
Es werde angenommen, daB ein Punkt x 0 E I' und eine Zahl.10 0 existieren, für 
die gilt:

Qx0 + gq(10, r*x0) 4 F.	 (19) 

Aus (2) und (3) folgt, daB i(r*xo, c'(o, r*xo)) . ^ 0 ist und deshaib wegen (13) 
Qx0 ± q2(t0, r*xo) E P gilt. Foiglich ist (19) nur moglich, wean 

h*[Qxo + qq(t0, r*x0)] < 0	 (20) 

ist. Wegen (18) kann eine soiche Zahi > 0 gewahltwerden, daB für den Punkt 
= eu gilt: r*x1 4 ,.*x0. Es wird nun eine für alle a E R' definierte stetige Hilfs-

funktion (a) eingefuhrt, für die gelte: 
(r*z1) = 0,	(r*x0) = ( t0, r*xo) und 0$(c, (cT)) ^ 0 (i E R'). 

Eme soiche Festlegung ist moglich, da {(r, ) I ®(a, ) 0} eine zusammenhängende 
Menge ist und für alle i E R' die Punkte (o, 0) wegen (3) und (14) dieser Menge an-
gehoren. Die Menge P ist wegen (8) und [131 (Hilissatz 1) konvex. Foiglich gilt 

Y(8) = sx0 + (1 - s) x 1 E P	(s E [0, 1]).	 (21)

Wegen h*y(s) = 8h*xo + (1 - s) h*xi > 0 (s E [0, 1]), (8) und (21) ist 

Y(8) 4 0	(8 E [0, 1]).	 (22)

Aus (13) folgt wegen Oifr*y(8), (r.*y(s))) -^> 0 (8 E [0, 1]) und (21) die Ungleichung 

[Qy(8) + qi(r*y(8))]* H[Qy(8) ± q(r*y())]	—ô y( 2 (8 E [0, 1]).	(23)

Aus (22) und (23) ergibt sich 

Qy(8) + q(r*y(s)) + 0	(8 °E [0, 11).	 (24)

Wir benutzen nun die stetige Funktion 

I(s) = h*[Qy(s) + q(r*y(8))]	(8 E [0, 1]) 
Wegen (17) haben wir 

f(0) = h*Qxi = xh*u> 0 

und wegen (20) 

/(1) = h*[Qxo + q(t0, r*xo)] < 0. 

Wegen der Stetigkeit von I existiert laut Zwischenwertsatz em	E (0, 1) mit f(1) = 0.
Aus letzterem ergibt sich jedoch wegen (8) und (23) die Gleichung 

Qy(1) + q(r*y()) = 0.	 (25) 

Offensichtlich widersprechen sich die Beziehungen (24) und (25). Damit ist die Em-
schlieBung (15) bewiesen. Die ubrigen Aussagen des Lemmas lassen sich analog 
zeigen I
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• Die nächste Behauptung fmdet man für verschiedene spezielle Funktionen V(x) 
implizit in einer Reihe von Arbeiten [1, 5-7]. 

Lemma 3. Es mögen für da8 System 
xt+i = f(x, t)	(t = 0, 1, ...)	 (26) 

mit der v-dimensionalen Vektor/unktion f(x, t) (x € R', t = 0, 1, ...) eine Funktion 
'V(x) (x E R'), eine ganze Zahi t0 0, ems Zahi A mit 0 < A 1 und eine Zahi 6 > 0 
ex8tieren, für die au! den Lâ8ungen x, des Systems (26) die Ungleichung 

V(x 4 ) - V(x,)	-o 1xt12	(t	t0)	 (27) 

gilt. Dann gelangt jede nicht gegen Null konvergierende Lösung; von System (26) in 
die Menge F = {x I V(x) <0) und verbleibt dort. 

Beweis. Nach Umformung von (27) erhält man 

V(x +1 ) - V(xg) + (1 - A2) V(x) ;^; —A26 I x€1 2	(t	t0).	 (28) 
Es sei x, eine beliebige Läsung von (26), die nicht gegen Null konvergiert und fur die 
foiglich

f Jx 2 = +00	 (29) 

gilt. Es werde angenommen, daB these Losung nicht in die Menge r gelangt, d. h., 
es sei

V(xj ) ^ 0	(t ^ t0).	 (30) 
Dann kann wegen (30) die Ungleichung (28) umgeformt werden zu 

V(xg j) - V(xg) ;5	A26 J X,12	(t	t0). 
Wird nun die letzte Beziehung von t = t0 bis t = T summiert, so erhält man 

V(xT+ l) - V(x,)	—Alb 'IxgI 2 .	 (31) 

Nun ergibt sich aber aus (31) unter Beriicksichtigung von (29) sofort V(x2) - —00 
(t - +00), was der Voraussetzung (30) widerspricht. Folglich gelangt jede Lösung 
von (26), die nicht gegen Null konvergiert, in 1' und verbleibt wegen (27) dort I 

Lemma 4. Es sei für die v x v-Matrix H = H* und den v- Vektor h die Beziehung (8) 
er/ülU. Dann i8t für beliebige Zahien a 1 und a2 mit a1 5 a2 die Menge 

M={xlx,Hx^-,0}n{xlai:5-,h,xf)a2} 
besehrankt. 

Beweis. Aus [13] (Hilfssatz 1) folgt, dalI unter den Bedingungen des Lemmas 
die Menge M konvex ist. Es werde angenommen, dalI M unbeschränkt ist. Wegen der 
Konvexitat von ill bedeutet these Annahme, daB ein Strahi existiert, der vollstandig 
in M liegt, d. h., dalI zwei Vektoren a, d € R' (d 4= 0) existieren, für die gilt: 
a + sd E M (8 0). Aus letzterem folgt aber unter Berücksichtigung der Konstruk-
tion der Menge M, dalI h*d = 0 mid dalI wegen (8) d = 0 ist. Der erhaltene Wider-
spruch beweist das Lemma I 

Bemerkung. Tm Prinzip ist die Aussage von Lemma 4 implizit in einer Reihe 
von Arbeiten enthalten [4, 8].
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1 Beweis von Satz 1. Dadaa Paar (.- A, b) volistandig steuerbar 1st, die Matrix 

-r A keinen Eigenwert auf dem Einheitskreis hat und die Frequenzungleichungen 

in Satz 1 als erfullt vorausgesetzt werden, existieren nach dem Frequenzsatz [161 
eine v x v-Matrix H = H* und eine Zahi ô > 0, so daB gilt: 

(Ax + b)* H(Ax + b) - x*Hx + 03(c*x, ) ^ —ô 1x12 (x € It', € R').	(32) 

Dabei ist die Funktion 03(a, ) (a € It 1, € R') durch (14) erklart. Wird in (32) 
= 0 gesetzt und beachtet, daB (13(c*x, 0) > 0 (x E It') ist, so erhält man die Un-

gleichung

x*A*HAx - x*Hx :!^: —ô IX12	(x € R').	 (33) 

Da die Matrix A einen Eigenwert aullerhalb des Einheitskreises und v - 1 Eigen-

werte innerhaib des offenen Einheitskreisesbesitzt, so folgt wegen (33) und [15], 
daB die Matrix H einen positiven und v - 1 negative Eigenwerte besitzt. Weiter 
existiert nach [4] ein Vektor h, so daB für das Pa.ar H, h (8) erfiillt ist. Wir definieren 
die Funktionen 

V,(x) = (x - jr)* H(x - jr)	(x € R') 

für beliebige ganze Zahien 5 (r ist der Vektor aus (5)). Weiterhin werden für these 5 
die folgenden Mengen eingefuhrt: 

1' = {x J Vj(x) <0},	f1f = I', n {x I h*(z - jr)	0) 
und

= 1',n (xh'(x - jr) ^ 0). 

Wird in der Ungleichung (33) x = r gesetzt, so erhält man (- - 1 ' ø'Hr —ö $r12 
und foiglich ist 

r*Hr < 0.	 (34) 

Wir betrachten nun eine beliebige Losung x(t0, x0) des Systems (1). Für deren Ver-
halten gibt es zwei prinzipielle Moglichkeiten: 

1. Es existiert eine ganze ZahI j, so daB xg(t0, x0) -* jr (t -* + o°) gilt. Eine soiche 
Losung it offensichtlich beschränkt. 

2. Die Looting strebt zu keinem Jr. Wir beweisen nun, daB eine soiche LOsung von 
einem bestimmten Zeitpunkt an in alien Mengen I', liegt. Mit diesem Ziel betrachten 
wir den Ausdruck 

V,(x0) = (x0 - jr)* H(x0 - jr) = xo*Hxo - 2jr*llxo + jZr*llr. 

Aus (34) folgt dann, daB eine ganze ZahJ J> 0 existiert, so daB die Ungleichung 
V,(x0) <0 für alle 5 mit I j jo erfüllt ist. Nun betrachten wir eine beliebige ganze 
Zahi 5 mit JJ <Jo. Da x(t0, x0) -& Jr (1 - oo) gilt, erhält man (unter Berücksichti-
gung der Periodizität von 

x1 ( 0, x0) - Jr = x(t0, x0 - jr) -* 0	(t -* + oo).	 (35)
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Aiis (32) folgt die Ungleichung 

.. Vo(x,+i (to, x0 - jr)) - Vo(x,(to, x0 - jr)) ^5 —â x(t0, x0 - fr)1 2 (1	t0). 

Wegen Lemma 3 ergibt sich aus der letzten Ungleichung, daB ein Zeitpunkt e1 
existiert, so daB ;(to, x0 - jr) € I'0, d. h. x(t0, x0) € .1's (t t) gilt. Da nur für eine 
endliche Anzahl von ganzen j die Bedingung I ij <lo erfüilt 1st, läBt sich ein soiches t1 
auswählen, das einheitlich für alle these j ist. Demzufolge kann man annehmen, 
ohne dabei die Aligemeinheit zu verletzen, daB x(to, x0) eine Losung ist, für die 
x0 € I', für alle ganzen Zahien f gilt. Nun laSt sich ein j angeben, für das jih*r 
< hxo ^5 (/1 + 1) h*r ist. (Es ist h*r 0 wegen (8) und (34).) Also gilt auch 

0 € F,, := F1 , n P111. 1 n {x I j1h*r	hx	(j + 1) h*r} = p, n 

Alit Lemma 4 folgt aus (8) die Beschränktheit der Menge F,,. Als näehstes wird die 
Tnvarianz von F,, bezuglich der Losungen des Systems (1) bewiesen, d. h., wir zeigen: 

xg(10, x0) € F, 1	(t	t0).	 (36) 

Wegen x0 € P, gilt x0 - j1r € I'o. Aus Lemma 2 folgt die Inklusion r(t0, x0 - j 1r) € PO4 
(I	t0). Dernzufolge ist 

x(t0, x0) € r,+,(I	t0).	 (37) 

Andererseits ist x0 € r;7+ 1. Foiglich gilt x0 - (ii + 1) r € F0-. Wegen Lemma 2 
erhält man xg(to, x0 + (i - 1) r) € F0 und, demzufolge, 

X, (to, x0) € 1'j. I	(t	t0).	 (38) 

Aus (37)und (38) folgt sofort (36). Der Satz 1 ist damit vollstandig béwiesen U 

Definition [7]. Das System (1) heiSt iJ-stabil un ganzen, wenn für eine beliebige 
Losung Xt des Systems (1) eine Zahi to existiert, so daB gilt: 

- c*x,I ;5 4	(t1 > t0, t2	ta). 

Satz 2. Es seien ails Bedingungen von Satz 1 er/jill!; da.bei sei entwedcr 1 1 = -00 
oder ,u2 = +oo. Dann jet System (1) zl-slabil im ganzen. 

Beweis. Es laSt sichdergesamte Beweis von Satz 1 wiederholen. AuBerdem folgt 
aus (32) mit Lemma 1 die Beziehung 

{x I x*Hx :E^: 0} n {x	= 0} = {0}. 
Deshaib kann anstelle von h im Beweis von Satz 1 der Vektor c genommen werden. 
Aus dem Beweis von Satz 1 folgt, daB die Mengen 

F1 :=FnV1+1 n{xJj4 ^5h*x (j+ 1) A) 

invariant für die Losungen von System (1) sind und jede Losung, die nicht zu 
einem der jr strebt, in eine der Mengen F, gelangt. Hieraus erhält man sofort die 
Behauptung von Satz 2 I 

Bemerkung. Tm Beweis der Sätze 1 and 2 wird die Methode der Konstruktion 
eines Netzcs von invarianten quadratisehen Kegein benutzt, wie sie in den Arbeiten 
[9-11, 5, 7] verwendet wurde. Die Beschränktheit der Losungen diskreter Phasen-
systeme wird in [1, 5] unter der Voraussetzung gezeigt, daB q(t, a) q(a) eine stetige 
Funktion ist. Tm Unterschied dazu ist im Satz 1 (t, a) eine beliebige skalare Funk-
tion, die einer gewissen Sektorbedingung genugt.
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In der Arbeit [7] werden Frequenzbedingungen für zl-Stabilität im ganzen von 
diskreten Phasensystemen angegeben, wobei Lemma 1 aus [13] verwendet wird. Tm 
Unterschied zu Satz 2 der vorliegenden Arbeit wird in [7] zusätzlich vorausgesetzt, 
daB q(t, a) ç(a) ist und ç(a) eine 8tüCkweIse stetige Funktion darsteilt, die eine 
endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen erster Art auI dem Intervall [0,J] hat und 
these fdgender Bedingung genugt: Wenn a1 E [0, 4), a2 € [0, 4] mit a1 <a2 beliebige 
Uristetigkeitsstellen von (a) sind, wobei (a) stetig für a € (a1, a2) ist, so existiert 
em Punkt a' E (a 1 , a2), so daB 0	a'	c*bp(a') ^5 A gilt. Unstetige Nichtlineari-



täten spielen eine groBe Rolle z. B. bei Ziffernsystemen der Phasensynchronisation 
[14]. 

Als nachstes wjrd noch ein Satz ilber die Beschrnktheit der Losungen von Phasen-
systernen formuliert, der keinen Frequenzcharakter trägt. Der Beweis ist, wie auch 
oben, mit der Konstruktion eines .Kegelnetzes im R' verbunden. Tm folgenden Satz 
werden die Ungleichungen B> 0 (B 0), wobei B ein Vektor oder eine Matrix ist, 
so verstanden, dalI alle Komponenten von B positiv (nichtnegativ) smd. 

Satz 3. Es sei die Ungleichung (2) Mt 92 = +oo er/iLlü. Es sei au/Jerdem A > 0, 
b ^_- 0, c ^ 0 und A + z 1be* 0. Dann ist jede Losung des Systems (1) beschränkt 
au/ [0, +00). 

Beweis. Pa die Matrix A den Eigenwert 1 besitzt und A > 0 ist, kann man an-
nehmen, dalI (5) mit einem Vektor r > 0 erfüllt ist. Wir definieren fur em beliebiges 
gauzes j die Mengen 

= {x I x ^ jr} und K,- = {x I x jr}. 

Es ist offensichtlich, daB für beliebiges j these Mengen konvex sind; foiglich ist 
auch die Menge ri, . = Kj n Kj mit /i <22 konvex. Die Menge f3 , 7, ist be. .12
schränkt: Ware dies nicht so, so existierte wegen ihrer . Konvexität ein Strahi, der 
volikominen diesei Menge angeho

,
rt, d. h., es müBten soiche Vektoren a, q E R' mit 

q + 0 existieren, so daB a + sq € P,, , , (s 0) gilt. Aus der letzten EinschlieBung 
erhält man jedoch die Ungleichungen j1r a + sq 5 j2r (s 0). Hieraus folgt 
sofort q = 0. 

Sei x0 ein beliebiger Punkt. Pa r> 0 ist, existieren solche gauze Zahien /1 und 12' 
dal3 jr ^ x0 j2r gilt. Wir beweisen nun, daB x 1 (t0 , x0) E F',, ,,, (t t0) ist. Letzteres 
ist bewiesen, wenn gezeigt wird, daB gilt: 

xg(10, x0) € K	und x,(t0, x0) € K;	(t	t0).	 (39) 

Threrseits ist die Beziehung (39) gezeigt, wenn die EinschlieBungen x 1 (t0, x0) - j1r € K0 
und z(t0, x0 ) - j2r € K0-, d. h. 

x1 (t0, x0 - j1r) E K0 und x1 (t0, x0 - j2r) € K0-	(t	t0 )	 (40) 
gelten. Die Beziehung (40) ist dazu äquivalent, daB für ein beliebiges Yo E K0 Und 
em beliebiges ganzes t1 0 die Beziehung Ày0 + b(t1, c*y0) € K0 gilt und für em 
beliebiges Yo € K0 und ein beliebiges ganzes t 1 ^ 0 die Beziehung Ày0 + bq(t1, c*y0) 
€ K0- gilt. Es sei zunächst y0 € K0 und t 1 0. Wir benutzed die folgende Gleichung: 

= Ày0 + b9(t1 , c*yo) =(A ± uibc*) y0 + b[q(t 1 , c*y0) - 4u 2c*yo].	(41) 

Aus der Bedingung (2) folgt die Ungleichung q(t1 , c*y0) - /,j*yo ^ 0. Also ist 
y	0. Es sei nun Yo € K0- und t1 0. Wiederum benutzen wir die Gleichung (41). 
Wegen (2) und c*go 0 ist 9(t1 , c*yo) - u1c*y0 0 und damit y 0. Dernzufolge 
ist die Invarianz der Menge P ,,, bezuglich der Losungen von System (1) gezeigt. 
Aus ihr erhält man die Beschranktheit dieser Losungen, d. h. die Aussage des Satzes
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Beispiel. Wir betrachten ein autonomes Ziffernphasenkopplungssystem erster 
Ordnung, in dem in der Steuerkette der Ziffernfilter fehlt [14]: 

9[n + 1] - O[n] = .Q11T - QTF(&[n])	(ii = 0, 1, ...).	(42) 

llierbei sind 7',.. die Folgezeit des Signals des Phasenfehiers, £?y der Haltebereich, 
Qi, die Anfangsdifferenz der Frequenzen des abzustimmenden Generators und des 
Eichgenerators bei Nichtvorhandensein von Phasenmodulation des Eichgenerators. 
Weiterhin ist F(0) eine normierte 2-periodische Charakteristik des Ziffern-Phasen-
detektors. Es wird vorausgesetzt, daB für F((9) gilt: 

1F(0)
+1. für 0	0 <yr,	 (43) 

= -i fij i-

Wird (43) in (42) eingesetzt und die GröBe y = Qfl/Q, eingefuhrt, so erhält man die 
Gleichung 

€?[n + 11 = 0[n] + F 1 (0[n])	(n = 0, 1, ...) 
mit

IQYTP(YH - I) für	0 <,r, 
.QyTp(YH

F1(9) 
	+ 1) für: -3i :!^ 0 <0.

Wird schlieBlich noch 0[n] = a[n] + or gesetzt, ergibt sich das System 

a[n + 1] = a[n] + F2(a[n]) (n = 0, 1,._), (44) 

wobei F2(a) F1(a + r) ist. Wir untersuchen System (44) zunäcbst mit Satz 2. 

Die tYbertragungsfunktion des linearen Teils hat die Form z() = 
1 1 . Es sei 

I yiil <1. Dann ist leicht zu sehen, daB durch die Festlegung	- 

[QY TP	 —QT 
,U I = min1	(',, - 1),	 (YR + 1) 

die Ungleichung 

a ^ ua2	(a E R1) 

gilt. Mir beliebige a € [—gm, r] und 2 € (0, 1) erhält man 

1 - 2 Cosa Re (Ae) = (1 - A cos a) 2 + 22 81fl2 a 
und

1 
Ix(Ae)I = (1 - A cos a) 2 + 22 sin2 a 

Demzufolge ist die Frequenzbedingung aus Satz 2 erfiillt, wenn 1 - A cos a ± p, > 0 
(a € [—n, ii)] gilt. Da wir hier A E (0, 1) beliebig wählen können, ist die letzte Un-
gleichung erfüllt, wenu 1 + .u, > 0 ist, d. h., wenn gilt 

{_QTp  max	 QT	1)} (y,, - 1),	 (YR ±  
OT 

Unter diesen Voraussetzungen ist dann laut Satz 2 das System (44) (und foiglich 
auch dan System (42)) 2r-stabil im ganzen. Wir wenden nun auf System (44) den 
Satz 3 an. Mit den Bezeichnungen dieses Satzes gilt: 

A=1>0,	c=b=1>0,	A+,uibc*=1+.ui.
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Wird nun gefordert, daB 

I—"
- 

(y, -	 +,, 1),	
QT (y1)} ^ I 

gilt, so sind alle Bedingungen von Satz 3 erfüllt, und demzufolge hat System (44) 
(und foiglich such System (42)) nur beschränkte Losungen. 

Man sieht also, daB die Sätze 2 und 3 bezuglich der Beschränktheit der Losungen 
von System (42) faktisch den gleichen Parameterbereich beschreiben. Allerdings 
garantiert Satz 2 daruber hinaus die 2,r-Stabilität im ganzen. 
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