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��������
 ��� ����� 
	����������
 ���
� ���� ���
����
 ��� �� ��� ����

C
(sinh(y))γ � 0 < γ < 2� ��� ��� ���� ������� ������ �������� ���� ���
� �� �����������
�������� ���
� ���
����
 ��� ���
��� ��� �� ���� ���
� �� ��� �����
� ����� ����
 �� ���

!	���� ������ "��
����#$������� �����

�
�

��	 �
� � ��� ����� ��� ������� � ���

��	�

�� ���� ���� �� 
������� ��� ������ ������� �� ���� ���� �� �� ��������

�� ���� ������������� (S�, � ≥ 0)� ���� ��
������� ���� ��
����� ������� ��

�� �� ������� �� ������� ��
�� ����� (τ�, � ≥ 0) �� ���� ����
���� R+ ������

��!����� (Xt)� ��
� ���� � �� ������� ��� ������� ���������� �� X� 	��� ��
������

������ ����

E[exp(−λS�)] = exp(−�Ψ(λ)), λ, l ≥ 0,

����� Ψ(λ) =
∫∞
0

ν(dy)(1 − e−λy)� �� ��� ���� ������� ν(dy) �� (S�, � ≥ 0) ��

�� ��� ����

"���# ν(dy) = h(y)dy , ���� h(y) =
∫ ∞

0

dσ(x) e−xy ,

��������	
�� � �� �	�	�	���� �������� ������� ��� ����� ������� �����  � ���!�
���� "	
���	
��� #�$��
 ��	���%�	
���&�'( !�)��� !�*���
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:�! ��������� �	����
������ ��� ��� �	�

��� ���� ������� σ $���� ������� σ(dx) �� R+� ����� �� �� %����� �� � 
�� 

��&���
� �� '����(� ������ "
�� '����� �)�� '����� *������� �+�#� ���� �����

�,���� � ���&�� ��!����� (Xt) ��%��� ������ �� R+ ����� ������� ��
�� ����

(τ�, � ≥ 0) �� � �� ����������� �� (S�, � ≥ 0)� -������ X ���� ν �� ����� ��


����� "����# ����� ������������	� ��	
����

�� ��� ��� ���� �� 
���� $�� �� ��� ���������.

����� �

h(y) /�������� �� (Xt) 0�����������

(1) C
yα+1 L−α = 1

2
d2

dx2 + δ−1
2x

d
dx ; δ = 2(1 − α) P δ

(0 < α < 1)

(2) C
yα+1 e−µy Lµ↓

−α = L−α +
√

2µ
bK′

α(
√

2µx)
bKα(

√
2µx)

d
dx P δ;µ↓

(0 < α < 1; µ > 0) ����� K̂α(y) = yαKα(y), y > 0

(3) C
y e−µy Lµ↓

0 = 1
2

d2

dx2 +
(

1
2x +

√
2µ

K′
0

K0
(
√

2µx)
)

d
dx P 2;µ↓

(µ > 0)

1�� �������� σi "i = 1, 2, 3# ����������� h �� "�#� "2#� "3# ��� ������� "���#

���

σ1(dx) =
C

Γ(α + 1)
xαdx; σ2(dx) =

C
Γ(α + 1)

(x − µ)α
+dx; σ3(dx) = C1(x≥µ)dx.

4����� �� ���� ���� ������� ����� ���� 1����� �� �,���� ��� ������ ��

$����� ��!������ ���
� ����� ���� '���� ������������� ��������

��	� ���
� ������� ��� ��� ���������
�� � �����
���� �
���
���

��� (Xt)t≥0 �� �� R+ ������ ��!������ ���� ������ �� ���� (Px)x∈R+ � *�

������ ���� � �� �������� ���
� X ������ � ��
�� ���� �� �� ���
� �� ������

�� (Lt, t ≥ 0)� *� ��� ��� ��������

τ� = inf{t : Lt > �}, � ≥ 0,
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����� ������������	�� :�5

��� ��� 
����������� ������� ��
�� ���� �� �� ν(dy) ��� ��� ���� ������� ���

(Ψ(θ), θ ≥ 0) ��� ��� ���� �,������ *� ���% ��� � ��� 	��%����� ������

(P̃x)x∈R+ ��
� ����

"��2# P̃0|Fτl
= exp(Ψ(θ)l − θτl)�P0|Fτl

.

5��
� ��� ��
��� (exp(Ψ(θ)Lt − θt), t ≥ 0)� ���
� �

��� �� "��2#� �� ��� � (Ft)
����������� �� ����� ������� �� ���% ��� � ���
���� (ϕ(x); x ≥ 0) ��
� ����

"��3# P̃x|Ft
=

ϕ(Xt)
ϕ(x)

exp(Ψ(θ)Lt − θt)�Px|Ft
.

�� ����
����� �� T0(X) ������� ��� $��� ������� ���� �� � �� X� �����

ϕ(Xt∧T0)
ϕ(x)

exp(−θ(t ∧ T0))

�� � (Px,Ft) ����������� ��� �������� ϕ �� �� ��
�������� 0���(� �������

������ ������� ������

ϕ(x) = ϕθ↓(x) := Ex[exp(−θT0(X))]

"�� ���� �������6�� ϕ �� ���� ϕ(0) = 1#� 1���� �� ��� ��� ��������� �� 
�������

��� ��!������ ������� �� (Xθ↓
t , t ≥ 0)� ���� ���� (P θ↓

x , x ≥ 0)� ��
� ����

"��7# P θ↓
x |Ft

=
ϕθ↓(Xt)
ϕθ↓(x)

exp(Ψ(θ)Lt − θt)�Px|Ft
.

8� ������� 
������ ���� ��� �������� ���� "��2# �� ��� ������� ��� ������� ��
��

���� (τ�, � ≥ 0) �� (Xθ↓
t , t ≥ 0) �����$��

Eθ↓
0 (exp(−λτ�)) = exp(−�(Ψ(λ + θ) − Ψ(θ))),

���� ���� ������� ��
�� ���� �� ��� θ 9��
��� ��������� �� (τ�, � ≥ 0) ����� P0� ��

�&���������� ��� ���� ������� �� e−θyν(dy)�
�� �� ���� ���������� ����� ����� ���� ���&���� ������
���� �� ����� �� 

������ ��� ��$��������� ���������� Lθ↓ ��� L ��� ������� ��

Lθ↓ = L +
d

dx
(log(ϕθ↓(x)))�

d

dx
,

�������� ��� �����
��� ����

L =
1
2

d2

dx2
+ b(x)

d

dx
.
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:�3 ��������� �	����
������ ��� ��� �	�

��	� ����
�� � ����� �

�� ��
�� ��� ������ ��� ��� $��� ��� ���� ��
% �� ����� �� 	��
����� 

:������%� �;�� 1�� ������ ��� ��� ��
��� ��� �� ����
�� ���� ���� �� ��� $���

��� ���� ��� ��� �� ��� ����� ���
������� -������� ��� ������ ��� ��� �����

��� ��� ����
�� �� ������� α → 0 �� ��� ��
��� ���� ����� ��%��� 
��� �� ���


���
�� �� ��� ��
�� ����� ���� ��� Lµ↓
−α� 8 
�������� �� 
���
�� �� ��
��

����� ��� 4����� ��%� ��!������ �� ���� �� �2��

��	 

�� ��� ������ ���� �� ���� �� 
������ ��� ��
����� 1���� �� �� 
����� 

����� ��� ������ �� ���� �������� �� R+� ���
� �� ����,�� �� ����� ����������

�� �������.

"��)# νµ, α, k(dy) = C
(

µ

sinh(µy)

)α+1

exp(µky) dy.

��� �� ���
��� ����� ��� ���� �� ����� ��������� ��� ���� ��
������


��������� �� ���� "��)# �� � ���� �������� 1�� <����< ��������� ��� µ > 0�

k� ��� α� 8� ������� C �� ����� ����� �� ������ �� ���������� ������ �� ��������

�� ��
������� �� ����� ���� νµ, α, k(dy) �� � ���� �������� �� ���� �������∫ ∞

0

(x ∧ 1) νµ, α, k (dx) < ∞ , ���� �� 0 ≤ α < 1 ��� k < 1 + α .

*� ��� ��
���� ���� =����� >�� "���� �������� "�+#� � 2?+# ����� �� Qδ, µ
z �

0 < δ ≡ 2(1− α) < 2 ��� µ > 0� ������� ��� ������������ �� ��� �&����� ������

:������� @������
% ��
��� ���� <���������< δ ��� �������� µ� ������� ����

z� ���� ��� �������� ��

dZt = 2
√

ZtdBt + (δ − 2µZt)dt, Zt ≥ 0 , Z0 = z ,

��� ���� 4������� ������ (Bt, t ≥ 0)� 1���� ����� Qδ,µ
0 � ��� ������� ��
�� ����

(τ�, � ≥ 0) ������ �� ��� ���� �������

"��+# C
(

µ

sinh(µy)

)α+1

exp
(

µ
δ

2
y

)
dy,

���
� �� � ����
���� 
��� �� "��)#� ���� k = δ/2 = (1 − α)�

��� �� ;���2���;�� 
�� ���	� 
��� �� 	 �
	��	�� "	�����	� ��
 ��� 	
 	 9���� ������ �� ���<��
�� 
� 	 ���
�����	
��� ����
	�
� ;���� 7�� ��� �
������ ����� 
� � ������ �	��7�����
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����� ������������	�� :�=

�� ��� ��,� ��
����� �� ����� ����� ����������� ���� ��� ��� �� ��� ��
��

"��7#� ��� �� 
������
� � ��!������ ����,�� �� ��� ����� ��������� (α, µ, k)�
���
� ������ ��� ����� ������������	� ��	
��� 	� νµ, α, k�

��	!

8���� ��� ��� ��!������ �� ��� $����� �� ��������� �� '����(� �������

���� ��� ������� �� ���� 
����� �� ��� ��!������ �� ����� �� ��� � *� $���

���
������ ���� ����������� �� ������ ��� �������
�� ��������

"��?# W0, β(z) =
√

z

π
Kβ

(z

2

)
������� W0, β� ��� *�����%�� ���
���� ���� ��������� (0, β)� ��� Kβ� ���

4����� 	�
������ ���
���� ���� �������� β "��� ��� 8����, ����� �� ����

����� �� ������� �?� ��� ��$������� ��� �������� �� ��� ��
��� ���
����� �� 

������#� 1���� � ��� �� ��� ������ ���
������ ��� �� 
��������� �� ������ �

�����������
 ������������� �� "��?#�

*� ���� ������ � ������� ���
������ ��� ��� �������
�� ��������

M0, β(z) = 4βΓ(β + 1)
√

z Iβ

(z

2

)
������� ��� *�����%�� ���
���� M0,β ��� ��� ����$�� 4����� ���
���� Iβ�

��	 ���"
�# ���
�$� ������� �� νµ, α, k

��	�

*� ��%� � ��� �������� �� 5����
���� ��3A �� ��
�� �� �� ���� 
���������

�� 
������� ��� ������ �� ������ :������� @������
% ��
����� "��� ��� �����

�&�����#� ���
� �� ����� ������ �� (Rδ, µ(t), t ≥ 0)� ��� ����� ���� (P δ, µ
r ,

r ≥ 0)� �� ���� �� ������� ��� ��� ��&���� �� ���� ��� ��������� ������� �� ����

��� ��� ��$��������� ��������� L−α, µ �� Rδ, µ .

"2��# L−α, µ =
1
2

d2

dx2
+
(

δ − 1
2x

− µx

)
d

dx
.

�� �� ���� %���� "���� ����� =����� >�� �B�� � 7)7� ������� "+��## ���� ����� ��

��� �����������

"2�2# Rδ, µ(t) = e−µtRδ

(
e2µt − 1

2µ

)
, t ≥ 0,
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:�� ��������� �	����
������ ��� ��� �	�

������ �� ��� CD5� (Rδ(u), u ≥ 0) ������� � δ ����������� 4����� ��
����

1���� �� ������

"2�3#

(
e2µT0 − 1

2µ
; P δ, µ

x

)
(law)
=
(a)

(T0 ; P δ
x )

(law)
=
(b)

x2

2γα

������ �� ��� CD5� γα ������� � ����� �������� ���� �������� α = 1− δ/2�

"�# ������� ���� "2�2#� ����� "�# �� ���� %���� ��� ���� ��
% �� /����� �3�� 5���

����� >�� ��3�� ��� ���� �����������

*� ���� ����
� ��� ��������� ������� ���� "2�3# ���� ��� ��� �� ������ 

���� 
����������. ��� −2αµ < θ�

Eδ, µ
x (exp(−θT0))

=
1

Γ(α)(µx2)θ/2µ

∫ ∞

0

tα−1+θ/2µe−t

(1 + t
µx2 )θ/2µ

dt

=
Γ(α + θ/2µ)

Γ(α)
(µx2)(α−1)/2eµx2/2W(1−α−θ/µ)/2 , α/2(µx2),"2�7#

����� Wa, b ������� ��� *�����%�� ���
���� ���� ��������� (a, b)� 5�� �?� �

2?B� ��� ��� �������� ������������� �� Wa,b�

*� ��� �����

νµ, α, k(dy) = C
(

µ

sinh(µy)

)α+1

exp(µky)dy

≡ C
(

µ

sinh(µy)

)α+1

exp
(

µ
δ

2
y

)
exp(−θy)dy ,

����� θ = µ
(

δ
2 − k

)
, k < 1 + α� 8

������ �� ��� ��
����� 
���������

"2�7#� �� ��� $�� ���� ��� ��!����� ���� ��$��������� ���������

"2�)#

Lθ↓
−α, µ ≡L−α, µ +

d

dx
log
{

(µx2)(α−1)/2eµx2/2W(1−α−θ/µ)/2 , α/2(µx2)
}
�

d

dx

������ '����(� ������������� ������ ��� νµ, α, k� *� ���� �� ��
� ����

(1 − α − θ/µ)/2 = k/2� ���
� W(1−α−θ/µ)/2,α/2(ξ) ≡ Wk/2, α/2(ξ)�
1�� 
��� ����� k = 0 �� ����
������ ������������ ���
� �� ��� ����
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����� ������������	�� :��

νµ, α, 0(dy) = C
(

µ

sinh(µy)

)α+1

dy

��� �� ��� ����� ���� "��� 8����,#

"2�+# W0,α/2(ξ) =

√
ξ

π
Kα/2

(
ξ

2

)
,

�� ���� ��� ��!����� ���
� ������ '����(� ������������� ������ ��� νµ, α, 0(dy)
�� ��� �������� ��

"2�?# dXt = dBt +

[
δ − 1
2Xt

+ µXt

(
K̂ ′

α/2

K̂α/2

)(
µ

X2
t

2

)]
dt.

D���� �� ���� �� ���� ���� ������� ����� ���� 
���������.

�# *� ����
� ���� ������� "2�)#� �� ��� ����
���� 
��� k = 0� ���� θ = δµ/2
����

Lθ↓
−α, µ = L−α, µ +

(
α

x
+ µx + µx

K ′
α/2

Kα/2

(
µ

x2

2

))
�

d

dx

���� ��� ��� �� ������� "2�+#�

�# E��� ���������

L−α, µ + µx
d

dx
= L−α

���

α

x
+ µx

K ′
α/2

Kα/2

(
µ

x2

2

)
= µx

K̂ ′
α/2

K̂α/2

(
µ

x2

2

)
,

���
� ���������� ���� ��� ���
�����
 ��!�������� �&������ ���� "2�?#�

1� �������6� ��� ����� ��� �� �� �������
���� �� ��� ��,� ���
������ �� 5�� 

��
���� 2�2� �� ����� ����
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:�� ��������� �	����
������ ��� ��� �	�

����� �

h(y) /�������� �� (Xt) 0�����������

C
yα+1 e−µy Lµ↓

−α = L−α +
√

2µ
bK′

αbKα
(
√

2µx) d
dx P δ;µ↓

(0 < α < 1; µ > 0) (δ = 2(1 − α))

C
(

µ
sinh(µy)

)α+1

eµ δ
2 y L−α, µ ≡ L−α − µx d

dx P δ,µ

(0 < δ = 2(1 − α) < 2; µ > 0)

C
(

µ
sinh(µy)

)α+1

Lθ↓
−α, µ ≡ L−α + µx

bK′
α/2

bKα/2

(
µx2

2

)
d
dx P δ,µ; δµ

2 ↓

(0 < α < 1; µ > 0)
(
θ = δµ

2

)

1�� $��� ��� �� ����� ��%�� ���� 1���� � "��
��� ��� �����#� 8� ����

������ ��� ��
��� ��� ���� ������� ���� =����� >�� ����� �� ��� ����� ����

�� ���� ������� Lθ↓
−α, µ ��� ��� ��$��������� ��������� �� ��� ��
��� ���
� ��

��$��� �� ��� ������ :������� @������
% ��
��� ���� ��������� δ = 2(1 − α)
��� ����� �������� (−µ)� ����� ��������� ���� �������� θ = δµ/2� 1���

���� ��$��������� ��������� ��� �� �,������ �� ����� �� K̂α/2 ��� ������� ����

���
����� ����� "2�?#� 8������ �������� �� ����� �� ��� ��,� 5����
���� 2�2�

��	�

*� ����� ��� ���� � �����%���� ����������� ������� ��� ��� �������� ��

��!������ ����� ��$��������� ���������� ��� ����� �� 1���� 2� 1��� �����������

�,����� ��
����� ��� "C�� �# ��� �� ����
�� ���� "C�� 2#� ��� ��
� ������

������
�
�� �	�	 ��� 0 < α < 1 ��� δ = 2(1 − α)� ��� 	��	����

������	����� �	��� ���� θ = δµ/2�

"2�;# X2−α, µ; θ↓(t) = X−α
2 ; µ2

8 ↓

(
4
∫ t

0

X2
−α, µ; θ↓(u) du

)
,
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����� ������������	�� :�:

������� ����� �������� �	� X ≡ X−α, µ; θ↓ 	� ��� ���� ����� ������(
X−α

2 ; µ2
8 ↓(u), u ≥ 0

)
���� ���� ��� ������	����� "2�;# �	����

%������ ����� ��� �����
��	 �� ������� "2�;#� ��� ������� �������

����� ������ �� ���� ������� Xi; θ↓� ��
��� ������� �� Xθ↓
i � ��� ���� ����, i� ��

������ ���� �������� ����� ��
���� �� ��� ���� 2 ���
� �

��� �� ����

����� �� "2�;#� 1���� ������ �� �� 
�������� ��� ��� ������ ������� ��� ��!�����

��!������ Xi, θ ��� Xi; θ↓�

��		� *� ����� ���� ��� ���
�����
 ��!�������� �&������ �����$�� ��

(X−α, µ; θ↓(t), t ≥ 0) �� ���
����� ����
���� �� C�� 2 �� 1���� 2� 1�%��� �&������

�� ������

X2
t = x2 + 2

∫ t

0

XsdBs + δt + 2
∫ t

0

(µX2
s )

K̂ ′
α/2

K̂α/2

(
µ

X2
s

2

)
ds.

*� ��� ��$�� (Yu ≡ Y (u), u ≥ 0) ���

X2
t = Y

(
4
∫ t

0

X2
s ds

)
, t ≥ 0,

��� $�� ���� Y �����$��

Yu = x2 + βu +
(

δ

4

)∫ u

0

ds

Ys
+

1
2

∫ u

0

µ
K̂ ′

α/2

K̂α/2

(µ

2
Ys

)
ds

��� ���� 4������� ������ (βu)� 5��
� δ/4 = (δ̂ − 1)/2� ���� δ̂ = 2 − α =
2(1 − α/2)� �� ��� ����� ���� (Yu, u ≥ 0) �� ��
����� ��� ��!����� ����

��$��������� ��������� Lν↓
−α/2� ����

√
2ν = µ/2� ���� ν = µ2/8�

��� �� ���� ���� ��� ���� �� ���� F��� ����� ��� ��� =��������� ������ ���

��� ������$
����� �� ��� ��$��������� ��������� �� ��� ��!����� X−α, µ; (δµ/2)↓ ��

����� �� 1���� 2� 1��� ������$
����� ��� �������� ���� �� �������
�� ��������

������� W0,� ��� K
�
� "��� ������� "2�+##�

*� ��� �,���� ��� ���� ��� =��������� ������� ������� �� ��
� ������ 

����� ��� ������ �� �������� 
��������� ������������ ������� ��� ��!����� ����

��������� *� ��� $�� �� � ������ ���� 
��������� �� ����� �� ��� ���� {Qδ, µ
z }

��� ��� ���� �������� 
��������� ������ �� ���� ��

"2�B# Qδ, µ
z |Ft

= exp
(
−µ

2
(Zt − δt − z) − µ2

2

∫ t

0

Zsds

)
�Qδ

z|Ft
.

D���� (Zt, t ≥ 0) ������� ��� 
��������� ��
��� �� ��� 
�����
�� ��
� C(R+,

R+)� *� ��� 
������ ���� �������� "2�B# ���� ���� �� ��� <��� ���������<
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:� ��������� �	����
������ ��� ��� �	�

���� �������� θ� �� ����� ���� ��������� ���
� �� ����� �,���� ����� �������

��� �������

Qδ, µ; θ↓
z |Ft

=
ϕθ↓(Zt)
ϕθ↓(z)

exp(Ψ(θ)Lt − θt) · · ·"2���#

�,

(
−µ

2
(Zt − δt − z) − µ2

2

∫ t

0

dsZs

)
�Qδ

z|Ft
,

����� �� ���� ����� ��� θ = δµ/2� ���� �������� �����$�� ��

"2���#

Q
δ, µ; δµ

2 ↓
z |Ft

=
exp

(−µ
2 Zt

)
ϕθ↓(Zt)

exp
(−µ

2 z
)
ϕθ↓(z)

exp
(

Ψ(θ)Lt − µ2

2

∫ t

0

dsZs

)
�Qδ

z|Ft
.

1�� ��� �,�������� �� ������� "2���# �� ���� �� ���� 
������� ��� <��� 

���������< ������� "��7#� �������� �� {Qδ, µ
z }� ���� ��� ���
���� ϕθ↓ ��� Ψ(θ)

��� �������� �� ���� ��!������ ���� ��� ��
����� ������� "2�B#� -��� ��� ���

�� %�� θ = δµ/2�

*� ��� 
������� ���� ��
���� �� ������� "2���#� ��
� �� ���� 
�����

���� ���� ����� ���� ��� ������� ��
(
4
∫ t

0
Zudu, t ≥ 0

)
� �� ����� �� � ������

����� �� ��������� ��� ��
��� �� �������
� �� ��� (Ẑ(h), h ≥ 0)� ���� Ẑ ��$���

��

"2��2# Zt = Ẑ

(
4
∫ t

0

Zudu

)
.

1���� �� ������

"2��3# Q̂
δ, µ; δµ

2 ↓
z | bFu

=
exp

(
−µ

2 Ẑu

)
ϕθ↓(Ẑu)(

e−
µ
2 zϕθ↓(z)

) exp
(

Ψ(θ)L̂u − µ2

8
u

)
� Q̂δ

z| bFu
.

-��� ��� ���� %���� ������ �� ���� 
����� ��� 4����� ��
����� "��� ��2��

������ G�� =��������� ����#� Q̂δ
z �� ��� ������������ �� � 4����� ��
��� ��

����, α/2� ���� �� ��������� δ̂ = 2 − α� ���� �� Q̂δ
z = P δ̂

z � 8����� ���� �������

��������� ��� CD5 �� "2��3# ��� �� �������

ϕ̂µ2
8 ↓(Ẑu)

ϕ̂µ2
8 ↓(z)

exp
(

Ψ̂
(

µ2

8

)
L̂u − µ2u

8

)
� Q̂δ

z| bFu
,

��� �� ���
���� ����

"2��7#


ϕ̂µ2

8 ↓(z) = e−
µ
2 zϕθ↓(z)

Ψ̂
(

µ2

8

)
= Ψ(θ)
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����� ������������	�� :��

��� Q̂
δ, µ; δµ

2 ↓
z = P

δ̂; µ2

8 ↓
z �

8����� ��� �� �,����� ���� ��
� �� ��� ���� ������ ��� $��� ��������

ϕ̂µ2
8 ↓(z) = e−

µ
2 zϕθ↓(z)

�� "2��7#� 1��� ���������� ��

"2��)# Êz

(
exp

(
−µ2

8
T0(Ẑ)

))
= e−

µ
2 zEz

(
exp

(
−δµ

2
T0(Z)

))
,

����� Ẑ ����� ������� � 495 ��
��� ���� ��������� δ̂� ��� Z � ��
��� ����

��� Qδ, µ
z � 1��� ��� �� ���� ���������� �� 
���������� ��� �������� 
���������

����������� "2�B#� ���� �� ����
� t �� T0(Z)� 1���� ���� ���� ������������

�� ������� ����

Qδ,−µ
z

(
exp

(
−δµ

2
T0(Z)

))
= e

µz
2 Qδ

z

(
e−

µ2

2

R T0
0 ds Zs

)
= e

µz
2 P

bδ
z

(
e−

µ2

8 T0( bZ)

)
,

���
� �� ��
����� "2��)#�

E��� �� �� ���� %���� "��� �3�� �7�� ����# ���� ��� ����
� ��������� �� T0�

����� ��� ������������ P δ̂
z �� � 4����� ��
���� �� ����� ��

"2��+# ϕ̂µ2
8 ↓(z) := E δ̂

z

(
exp(−µ2

8
T0)
)

= 21−α
2 Γ
(α

2

)−1 (µz

2

)α/2

Kα/2

(µz

2

)
.

@���� "2��7#� �� 
�� ��
���� ��� �,������� �� ϕθ↓ ��� θ = δµ/2 �������� ��

"&&# ����� ��� �������� "2�+#�

��	�

*� ��� ������ � ���
������ ������� �� ��� ��� ���
� ��� �� "2�;#� ��� ����

��� ��������� ������ ↓ ��� 
������ ���� ������ ������ ↑A ��� ��� ��$������

�� ����� ����� ������ ��� ��������� ��
����� �������� ���� � ��!������

��� =����� >�� ����� 1�� �������� �� ������� "2���# �� ���

Qδ, µ; θ↑
z |Ft

"2��?#

=
ϕθ↑(Zt)
ϕθ↑(z)

exp(−θt) exp
(
−µ

2
(Zt − δt − z) − µ2

2

∫ t

0

dsZs

)
�Qδ

z|Ft

��� �� ���� ����� ����� ��� θ = δµ/2� ���� �������� �����$�� ��

"2��;# Q
δ, µ; δµ

2 ↑
z |Ft

=
exp

(−µ
2 Zt

)
ϕθ↑(Zt)

exp
(−µ

2 z
)
ϕθ↑(z)

exp
(
−µ2

2

∫ t

0

dsZs

)
�Qδ

z|Ft
.
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:�! ��������� �	����
������ ��� ��� �	�

*� ���� ���� ���� ������� �� ���� ������ ���� "2���#� ���
� ���� ����� �� ��

��
�� ���� 
������������

*� ��� 
������� �� ������ �� ��������� ���
������ �� ���� ���� �� 5�� 

��
���� 2�2� ������� "2�;#� 1���� �� ���� 
����� ���� ����� �� ��� ��������


��������� �������� "2��;# ���� ��� ������� �� (4
∫ t

0
Zu du , t ≥ 0)� 1���� ����

Ẑ� �� ��$��� ���� Z �� "2��2#� �� ������

Q̂
δ, µ; δµ

2 ↑
z | bFu

=
exp

(
−µ

2 Ẑu

)
ϕθ↑(Ẑu)

exp
(−µ

2 z
)
ϕθ↑(z)

exp
(
−µ2u

8

)
� Q̂δ

z| bFu
.

*��� ������� ��������� ���� CD5 ��� �� �������

ϕ̂µ2
8 ↑(Ẑu)

ϕ̂µ2
8 ↑(z)

exp
(
−µ2u

8

)
� Q̂δ

z| bFu

����

"2��B# ϕ̂µ2
8 ↑(z) = e−

µ
2 zϕθ↑(z).

Q̂
δ, µ; δµ

2 ↑
z �� ��� ������������ �� � 4����� ��
��� �� ��������� δ̂ = 2 − α ����

����� µ2

8 � ����

Q̂
δ, µ; δµ

2 ↑
z = P

δ̂; µ2

8 ↑
z .

1�� �������
�� 
��������� �� "2��B# �� ��� 
������� ������� �� "2�+# "���

8����,#

M0,−α/2(ξ) = 4−
α
2 Γ(1 − α

2
)
√

ξ I−α/2

(
ξ

2

)
,

����� ��� 
������� ������� �� "2��+# ��

ϕ̂µ2
8 ↑(z) :=

1

E δ̂
0

(
exp(−µ2

8 Tz)
) = 2−

α
2 Γ(1 − α

2
)
(µz

2

)α
2

I−α/2

(µz

2

)
,

� ���� %���� ������� ���
� ���� ��
% �� '��� �7�� =����� >�� �����

��	 ������
' ( )� ��� *�
���+�� ��� ,�����-

.�������� /����
���

1�� ��������� �������� ��������� ����� 
�����
�� ��
��� ���
����� ��� �����

�� ������� �?�� �� ���
� �� ����� ���� ���������� ��
� �� . (N∗) ���
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�# 1�� *�����%�� ���
����� Mk, µ(z) ��� Wk, µ(z) ��� � ��� �� ��������� ��

*�����%��(� �&������

u′′ +
(
−1

4
+

k

z
+

( 1
4 − µ2)

z2

)
u = 0

"� 2?B∗#�

�# Wk, µ ������ ��� �������� �������������

Wk, µ(z) =
zk e−

z
2

Γ(µ − k + 1
2 )

∫ ∞

0

e−t tµ−k− 1
2

(
1 +

t

z

)µ−k+ 1
2

dt

"��� =������ �?∗� � 2?B∗#�


#

W0, µ(z) =
√

z

π
Kµ

(z

2

)
"��� =������ �B∗� � 2?B∗#�

�# �� ����� �� ��� 
��H���� ������������
 ���
����� Ψ� ����� ��� ��� ���� 

�����

Wk, µ(z) = zµ+ 1
2 e−

z
2 Ψ
(

1
2
− k + µ, 2µ + 1; z

)
"��� "B��3��+#∗� � 2?7∗#�

Kµ(z) =
√

π(2z)µ e−zΨ
(

µ +
1
2
, 2µ + 1; 2z

)
"��� "B��3��)#∗� � 2?7∗#�
1���� ��%��� k = 0 �� ��� ����� ������� ��� Wk, µ� ��� ��
����� 
#�

�# �� ����� �� ��� 
��H���� ������������
 ���
����� Φ� ����� ��� ��� ���������

Mk, µ(z) = zµ+ 1
2 e−

z
2 Φ
(

1
2
− k + µ, 2µ + 1; z

)
"��� "B��3��+#∗� � 2?7∗#�

Iµ(z) =
(z/2)µ

Γ(µ + 1)
e−zΦ

(
µ +

1
2
, 2µ + 1; 2z

)
"��� "B��3��7#∗� � 2?7∗#�
1���� ��%��� k = 0 �� ��� ����� ������� ��� Mk,µ� �� ������

M0, µ(z) = 4µΓ(µ + 1)
√

z Iµ

(z

2

)
.
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:�3 ��������� �	����
������ ��� ��� �	�

0��������

>�? �� @��	
�2"	�
�� 	�� "� ���� #��� �6�����
 8���� ��������
	
���� �7 ���
	�� ������2
�	
���� ��������9 
�� )	��	 �������� ,��� ���� 1��
� "	
�� #��� �� &���!'� 35=A3=��

>�? �� @��	
�2"	�
��� �� �����

�� ,� 0	����� 	�� "� ���� B� ����
	�
� ���	
�� 
� 
��
������ �7 
�� ���	� 
��� 	
 �� 	�� 
�� ������������9 1
C ��	���� 7�� ������ ���������
;�
� ��������� d = 2(1−α), 0 < α < 1� 
� 	���	� �� #
���	 "	
�� D��9�� ����   � ���  �
&���5'�

>:? �� 8� )�
���� ��� ���;��	� ���	�� �������� ���� ,��	� � &�=5='� ��� �� 3! A3!5�
> ? *� 8��
� #��� ���	����
�� ������
��� �7 ������ 7���
����� ���� ,��	� � &�=53'� ��� ��

5!�A55��
>�? 4� �� 8��9�
� ��	�	�
���E	
��� �7 
�� +-�� ��	����� �7 ������� ���	� 
���� �7 9	�

��F������ �� ������� �� ���	
����	 ���	����� ���� &�������� ���� ���� '� �:A53�
�����G����� ���
��� "	���

>!? #� 8�
	�� 	�� #� H	
	�	�� 8��IJ�K� ����
�	� 
����� �7 �
���9� 	�� 9����	��E�� ��F�����
���������� �� ���	������ �������� �� ������ ���	����� &������������ ���� '� �:�A��=�
+��
��� ��
�� �� "	
��� =�:� #����9��� �������

>5? �� �� +������ ���	��� ���	����� ��� �
��� �����	������� ������� ���
���� 
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