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Régularité des Ondes Élastiques dans la Région
Glancing des Ondes P

par

Tatsushi MORIOKA*

Résumé

Dans cet article, nous montrons que les solutions sortantes de l'équation élastique isotrope avec
la condition de Dirichlet au bord possèdent la régularité Gevrey 3 dans la région Glancing des ondes
longitudinaux, lorsque la dimension de l'espace est 3, le domaine est extérieur et la courbure
Gaussienne du bord est strictement positive. C'est une analogie du travail par Lebeau [14]
concernant l'équation des ondes, pour l'équation élastique isotrope.

Abstract

In this paper, we show that thé outgoing solutions of thé isotropic elastic équation with
Dirichlet condition at thé boundary hâve thé Gevrey 3 regularity in thé glancing région of thé
longitudinal waves, when thé dimension of thé space is 3, thé domain is exterior and thé Gaussian
curvature is positive. It is an analogy of thé work by Lebeau [14] concerning thé wave équation, for
thé isotropic elastic équation.

§0. Introduction et Résultat

Soit Q c: R3 un domaine extérieur. On suppose les hypothèses suivantes.
(H.l) dQ est analytique.
(H.2) R3\£2 est strictement convexe, c.-à-d. la courbure Gaussienne de dQ est
strictement positive.

Soit A(d^) l'opérateur différentiel dont la valeur est 3 x 3 matrice:

(0.1) A(dJ = juQA -h (Ao +//o) grad div dans R3,

où AO,//O sont constantes vérifiant JUQ > 0, 3Ao + 2//0 > 0 et que A est Laplacien
en R3. On définit L par L = d^ — A ( d x ) . En notant G(A$Q) le symbole
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principal de Laplacien en dQ, on définit qe CCG(r*(R x <3O),R) par

(0.2) q(T,Z} = -T2-cla(AdQ)(Z} : r e R, ZeF*(dO),

où c i - ( A 0 + 2^0)1/2.
On fixe r > 0, s > 0 qui sont suffisamment petites, z E ôQ et ^F0 ̂  R3;

voisinage ouvert de z dans R3. Soit W\ = W^r\Q et N=(—s,T)tx
(W0f}dQ)x. On fixe p0eT*N\Q vérifiant q(p0) = 0, n(p0) = (tQ,z) avec
0 ^ tQ < T. Ici, TT est la projection de T*N sur N. On note 3/3« la dérivée
au long de vecteur normal de ôQ. Soit u = f (HI , M2> 1/3) e ^'((—e, T) x P7!). On
dit que u vérifie (A.l) si les conditions suivantes (a) et (b) sont vérifiées.

(a) Lu = 0 dans (-e, T) x ^.
(b) II existe Wi c R3 voisinage ouvert de FFoflO et M =' (MI , w2 ,«3) e

&((—e, r) x FFi) tels que w|^_£ r^x^ = M et que w soit analytique dans (-£,0)
x fF2.

On fixe m e R vérifiant 1 ̂  m < 3. Le théorème suivant est notre résultat
principal.

Théorème 1. On suppose que (H.l), (H.2) sont vérifiées. Alors, il existe
œ c: r*7V\0 voisinage conique de pQ et s\ > 0 vérifiant QxpSiHq(pQ) $ co, tels que,
pour tout u—1 (u\,U2,ui) E&'((-S, T) x W\) vérifiant (A.l) avec WFA(u N] c co
et tout SQ > 0 vérifiant SQ < s\ et coH {expsHq(p0);so ^ s ^ s\} = </>, on ait (i) et
(ii) suivants.
(i) {expjtf,(/>0);4, g sg Ji} H WF*((du/dn)\N) = </>.
(ii) {exp^,(/»0);5o g ̂  *i} H ̂ ((dx/Ô/Oltf) - ^
OM {expjfl,(/>0);si, ès^si}<= WFg((du/dn)\N).

Remarque. Soit u =* (u\,U2,ui) G &'((—£, T) x W\) vérifiant (A.l) ^? que
WFA(u N] = {(tQ, z\ rrj) : r > 0}, où (fy, ^; ?/) = Pô- ^/or^ la preuve de Théorème
1 montre que l'on a (i) et (ii) mentionnés dans Théorème 1 />owr towf SQ vérifiant
0 < JQ < ^i, ^' s\ est suffisamment petit.

Dans la description de Théorème 1, WFA(*) est l'ensemble du front d'onde
analytique de Hôrmander, qui coïncide le spectre singulier de Sato et le support
essentiel de Bros-Iagolnitzer. WF™(*) est l'ensemble du front d'onde Gevrey
m. On confirme ici seulement la définition de la classe Gevrey m dans R". On
dit qu'une fonction h scalaire en Rw a la régularité Gevrey m près de y E Rw s'il
existe des constantes B, C > 0 et un voisinage U de y tels que pour tout a et
tout x e U, on ait

(0.3) ITOWI è C5W(a!)"!.

Pour H = ' ( H i , H 2 , " 3 ) , on définit WFAu = \J{WFAiij : j = 1,2,3} et WF£u =
j:j= 1,2,3}.



RÉGULARITÉ DES ONDES ÉLASTIQUES 601

Nous écrivons les travaux qui précèdent Théorème 1. Lebeau [14,
Théorème 1] a prouvé Théorème 1 avec une meilleure estimation par rapport à
la régularité des solutions lorsque l'équation est celle des ondes. En remplaçant
WFl par WF, le front d'onde Cx de Hôrmander, Melrose [16] et Taylor [22]
(Cf. Hôrmander [5]) ont montré Théorème l-(i), lorsque l'équation est celle des
ondes. L'étude de Friedlander-Melrose [4] montre que Théorème l-(i) est faux
si on remplace WF^ par WF^ avec 1 rg k < 3 et remplace l'équation élastique
par celle des ondes. Voir aussi Sjôstrand [19], Lebeau [13, Théorème 1 dans
§V.2] et [13, Théorème 2 qui étend le résultat de Kataoka]. Théorème 1 est
une analogie de Lebeau [14, Théorème 1] pour l'équation élastique isotrope.
La singularité des solutions du problème aux limites pour l'équation élastique
isotrope a déjà été étudiée par Yamamoto [23] avec la condition de Neumann
au bord, dans le cadre de la classe Cœ. Cf. Bardos-Masrour-Tatout [1] et
Kawashita [7]. La généralisation de Lebeau [14] pour les conditions obliques
au bord a été étudiée par Lafitte [8]-[10]. Voir aussi Lascar-Lascar [11].

La preuve de Théorème 1 est essentiellement due aux Lebeau [14] et
Stefanov-Vodev [21]. L'idée principale de Lebeau [14] est de construire le
paramétrix de l'opérateur au bord sur l'espace conormal de la région Glancing
au bord. Cette méthode, appelée la deuxième microlocalisation sur les sous-
variétés involutives, provenante de la théorie de Kashiwara-Kawai (C.f. [18]),
nous permet de considérer l'algèbre des opérateurs 2-microlocaux de Laurent sur
l'espace conormal de la sous variété involutive comme l'algèbre formelle des
opérateurs pseudo-différentiels, qui ont 2 paramètres, sur l'espace cotangent.
Ces opérateurs pseudo-différentiels sont les opérateurs unilatéraux, qui sont
microlocaux jusqu'à l'indice 3 dans classe de Gevrey. Grâce à la deuxième
microlocalisation due à Lebeau, on peut inverser l'opérateur au bord en
conservant la propriété locale de Gevrey 3. Cela implique la preuve de
Théorème 1 lorsque l'équation est celle des ondes. Quant à la deuxième
microlocalisation due à Lebeau, Voir [12], [13] et [14, A.63 dans la pages 1489-
1493].

La combinaison de [14] et [21] nous entraîne la preuve de Théorème 1. En
effet, [21, §2] a montré que l'on peut résoudre le problème aux limites pour
l'équation élastique isotrope avec la condition de Dirichlet au bord par la
résolution Helmholtzienne. Puisque l'équation élastique est un système, la
construction des solutions asymptotiques est beaucoup plus compliquée que celle
de l'équation des ondes. Cf. Kawashita [7]. La méthode de [21, §2] nous
permet d'éviter de construire directement les solutions asymptotiques dans la
région Glancing des ondes longitudinaux et cela indique la preuve de Théorème
1 due à l'argument par [14].

Le plan de cet article est comme ci-dessous. Dans §1, on définit l'espace
de Sjôstrand tangentiel sur lequel on analyse le problème aux limites pour
l'équation élastique. Dans §2, on fait quelques rappels sur l'équation des
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ondes, qui joueront le rôle principal pour la preuve de Théorème 1. Dans §3,
on décrit notre résultat, qui implique Théorème 1, dans l'espace de Sjôs-
trand. Dans §4, on étudie l'algèbre des opérateurs unilatéraux et son action sur
des fonctions dans l'espace de Sjôstrand. Dans §5, on prouve Théorème 1 par
la combinaison de [14] et [21]. Dans §6, on fait quelques rappels sur Gevrey
holomorphie partielle, qui sont utilisés dans la preuve de Théorème 1.

§ IB L'espace de Sjôstrand pour les Problèmes aux Limites

Soit X c= C3 ouvert et <p une fonction scalaire et continue sur X à valeur
réelle.

Définition 1.1. L'espace de Sjôstrand H9(X} est l'ensemble des fonctions
dont les valeurs sont vecteurs; f(x, A) = ' (/i,/25/3)(X ^)? xeX, /L > 0, hol-
omorphes en x e X telles que pour tout K (c= X compact et tout £ > 0 il existe
C > 0 tel que pour tout x E K, tout À ̂  1 on ait

(1-1) | /(*,A)|^Cexp(AW*)+£)),

où \f(x^)\ = (Ell\fj(x^}\2}l/2.
Définition 1.2. Soit f E H9(X) et y EX. On dit que y^SS^(f) s'il

existe un voisinage ouvert WaX de y et c>Q tels que f e HÇ-C(W).
L'ensemble SS*(f) est appelé le spectre analytique de f dans H9(X).

Définition 1.3. Soit g E H9(X}. On dit que g est à croissance dans X s'il
existe M > 0 tel que, pour tout x E X et tout A ̂  2, on ait

(1-2) |0(x,A)|^AMexp(M*)).

Définition 1.4. Soit p > 0. H^P(X) est l'ensemble des fonctions
f(x4,x, 1) =t (/1,/2,/3)(^4,x, A); holomorphe en xeX et en x$ e U avec un
voisinage ouvert complex U de l'intervalle fermé [Q,p] dans C, définies pour
A > 0, vérifiant les conditions suivantes:

(C.l) Pour tout K(^X compact, il existe C > 0 telle que, pour tout xe K,
X4 e U, À ^ 1, on ait

(1-3) |/(*4,*,*)i^

(C.2) Pour tout K^X compact, tout e > 0 et tout m E N, il existe C > 0
telle que, pour tout jc4 e [O,/?), tout x E K et tout 1 ^ 1, on ait

(1.4) |(S/3x4r/(*4,jU)| g Cexp(%(*) +£)) .

Ici, N={1,2 ,3 . . .} .

Définition 1.5. Pour f EH^P(X), son spectre analytique, noté par
SS*^(f] est le sous-ensemble de X \ J ( T * ( Q , p ) x X) défini comme ci-dessous:
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(C.3) X 3 y $ SS^p(f) s'il existe un voisinage W de y dans X, r > 0, e > 0
tels que, pour tout x G W, tout x^ G C; 1x4 < r et tout X ^ 1, on ait

(1-5) |/(x4,x,l)|^(l/£)exp(A(^)-£)).

(C.4) (r*(0,/?) x X) 3 O4,?/4, ; j>) £ SS*v
P(f) s'il existe un voisinage W de

y dans X, r > 0,£ > 0 et ô > 0 vérifiant ô < inf{y4,p — y4} tels que l'on ait

(1.6) z\exp(-(A/2)(z4 -x4) )/(x4,x,

^ (1/fi) exp(A(ç?(x) -f |Imz4|2/2 - e))

tout 74 G C vérifiant \z* — (j4 — irj4)\ < r, tout x E W et tout À ^ 1.

Remarque 1.6. gwawJ à la relation entre la singularité analytique dans
T*Rn et le spectre analytique dans l'espace de Sjôstrand, on renvoie à Sjôstrand
[20].

Remarque 1.7. Quant aux notations SS*, SS*V
P, on n'écrira pas les indices

X, p, (p etc. lorsqu'ils ne sont pas importants.

Dans cet article, on utilisera les notatios suivantes. Soit i/r une fonction
scalaire et dérivable sur X à valeur réelle et x E X. On définit y'^(x) e T*X par
jll/(x) = (x,-2i(d\l//dx)(x)). Pour W c= X, on définit A*(W} par A^(W) =
{x e WK : y'^(x)}. Pour x G X, on note x = (xi, xr) avec x\ E C et x' G C2. On
définit (p0(x) par ^0W

 = |Imx 2/2. On note /o le 3 x 3 matrice d'unité et N =
{1,2 ,3- . -} .

§2. Rappels sur l'Équation des Ondes

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur l'équation des ondes,
qui joueront le rôle principal pour la preuve de Théorème 1. On conserve ici
les notations dans § 0 et § 1 .

Soit D, = ((3/aO2 - cjA)h dans Rr x Rj, où d = (A0 + 2//0)1/2, c2 = ^/2.
On suppose que (H.l) et (H. 2) sont vérifiées. Selon Bardos-Lebeau-Rauch
[1, §5] ou Lafitte [8, §5], il existe une coordonné (y",y^)\ y" e R2, ^3 G R et
une fonction scalaire et analytique ft(yfr,y^) près de z G dQ vérifiant /? = 1 sur
{^3 = 0} telles que, comme l'opérateur différentiel, on ait

(2.1) prlW = (ô/ôyj2 + q(y", y,, -id/dy"),

où q est l'opérateur différentiel scalaire avec l'ordre 2 dont la partie principale
est réelle. Ici, {y3 > 0} correspend localement à Q. D'après (2.1), on a

2 ' - 2 - " - "(2.2) C;2/T' D,J& = -(d/dy,)2 + (-q(y", y,, -iô/ôy") + c f ( d / d t )
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Remarque. La notation q à (2.1) et (2.2) est différente de q à §0.

Prenons la transformation FBI tangentielle associée à la transformation
canonique

(2.3) Xl:(T*N,ax>)^(X,-2idd<p)

où X ci C3 est ouvert, cp est la fonction scalaire qui est strictement pluri sous-
harmonique sur X, COQ est la 2 forme canonique de T*N et 7V = (— e, T) x

Selon [1, §5], cette transformation FBI entraîne la transformation;

(2.4) r

(c/VDy/O/o-A2/*,, 7 = 1 , 2

où

ZQ: le contour d'intégration; Ç =—2i(d(p/dx)(x) + iC(x —y), \x — y\^r avec
C ^ 1 suffisamment grand, rC suffisamment petit,
/ E H+*P(X) avec p > 0 suffisamment petit,
fiiï\ symbole (scalaire) analytique classique de degré 0, c.-â-d. il existe une suite
{tfk

j'(jc4,jc, Ç)}lk=Q ^e fonction holomorphe sur QQ ci C x T*X voisinage complex
ouvert de [O,/?] x {JV(XQ)} et des constantes A et B tels que pour tout M et tout
A ^ 1 on ait

M
, /) / c\ n —A"(2.5) sup _ |

(t=0

La région elliptique EJ, hyperbolique HJ, Glancing GJ dans Jfpour chaque
Pj\j = 1,2 est défini par

EJ = n{A9(X) H {r(* < 0}}, W = TT{^^(^) H {r^ > 0}},

où n est la projection de T*X sur 1^, ^(x, ^) = ^(0, x, c). Notons que l'on a
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Comme Lebeau [14, §1], on peut supposer que

<p(x) = (pQ(x) = \lmx\2/2, El = {z e X : Imzi > 0},

H1 = {z e X : Imzi < 0}, G1 = {z e X : Imzi = 0},

XQ = (0, XQ) avec XQ E C2, Re XQ = 0.

Définition 2.1. 50 zY (.y, 77) e^i^^). Les flots sortants de (y, y), notés
il)> 7 = li 2 sont les sous-ensembles de A^(X] U (T*R+ x AVQ(X)) définis

comme ci-dessous.
Lorsque (y, ri) e A^(EJ), FJ(y,rj) = { ( y , ri)}.
Lorsque (y,ri) e A^G'UH'), F'(y^) = {(y,q)} U {expsHp(j](y4,n4; y,n) :

J > 0} fl^C PW = -^ + 47)(^4^^)5 y '4 = °5 ^4 = ^0^),

(j)j(y^}\ la solution de <t>j(y,n)2 = r(
0
j](y,ri), (f>j(y,rj) ^Q,

Hp(,}\ le champ hamiltonien de p^ .

Remarque. ^(x^x^Ç) est réel si x* 6 R+ er (x, £) e ^^(Z).

Soit g E H<pQ(X) avec SS*Q(g) suffisamment petit dans X, p > 0 suffisam-
ment petit, 7=1 ou 2 et TT la projection de r*JTU(r*R+ x T*X) sur JTU
(r*R+x JT).

(2.6)

Définition 2.2. On dit que f e H^P(X) est la solution sortante de l'équation

( PjW = 0

SI

où r]=A^(SS^(g))^{^pSHr(,}(Alfo(SS^(g)^Gi}):s>0} et W est un

voisinage ouvert de SS*(g) dans X.

Définition 2.3. L'opérateur B\n : {g e Hç>Q(X) : g est à croissance dans X}
—» H^XQ) avec j e N U {0}, m — 1,2, XQ e XQ (g X, XQ suffisamment petit, est
défini par

(2.7) B\$ = ((S/dx4)JRmQmg)\x^=Q avec

Qmg: la solution sortante de (2.6) dans lequel j est remplacé par m,
R\: réalisation dans H^P(X) de l'opérateur différentiel /T"1 graddiv/? dans

R?3
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RÏ. réalisation dans H^P(X) de l'opérateur différentiel — /? rot rot fi dans
Ri.
Ici, ces réalisations sont faites par la même transformation FBI îangentielle
associée à (2.3) dans §2. La notation t(rot" signifie la rotation de vecteur.

Soit x e HJ, j = 1 ou 2. Selon la propriété de la solution de l'équation des
ondes dans la région hyperbolique, Bm est opérateur pseudo-différentiel à x,
c.-à-d. il existe b^m(x, £ ,A) le symbol analytique classique formel de degré 0 à x,
dont la valeur est 3 x 3 matrice, avec la somme formelle

(2.8) *'•"(*,£ A) =

telle que

(2.9)

ZQ\ contour d'intégration, £ = — Imx 4- iC(x - y), \x — y\ < r, C » 1, 0 <
rC« 1 et M » 1. Voir Sjôstrand [191 et Stefanov-Vodev [21].

On utilisera dans §5 l'opérateur B\x afin de réduire l'analyse de l'équation
élastique à celle de l'équation des ondes.

§3. La Description du Résultat dans l'Espace de Sjôstrand

On conserve les notations dans §0-§2. Soit M la réalisation dans H^P(X]
de l'opérateur différentiel -(d/dt)2 +f}~lA(dx)fi dans Rr x R^, faite par la même
transformation FBI tangentielle associée à (2.3), que l'on a utilisé dans §2.
Alors, M est la 3 x 3 matrice dont chaque élément est l'opérateur différentiel par
rapport à x4 et celui pseudo-différentiel par rapport à x E X.

Définition 3.1. Soit g E H^X] avec SS^(g) suffisamment petit dans X.
On dit que f E H P ( X ] est solution sortante de

(3.1)
l Hi4=0 = 9

si
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O

Kj = {expsH^A^SS^g) H G')) : s > 0}, j = 1,2

W : W77 voisinage ouvert de SS*(g),

n : la projection de T*X U (T*R+ x r*JT) swr JTU (T*R+ x X).

Soit -1 « a\ < £o < 0 < £1 < b\ « 1, 0 < ey « 1, j = 2,3 et un voisinage
ouvert CL>I c Jf de XQ vérifiant œ\ a {x E X : SQ < Rex\ < e\, ]Imxi| < £2,
\xf - x'Q\ < £3}. Notre but est de prouver le théorème suivant, qui implique
Théorème 1.

Théorème 3.2. Soit g e Hq,Q(X), qui est à croissance, vérifiant SSÇQ(g} c oj\.
Soit f e H£'P(X) la solution sortante de (3.1). Alors, pour tout v E G1 vérifiant
s\ < Ref i < 61, il existe un voisinage 0^2^ X de v, C > 0, ô > 0 tels que pour
tout x E 0)2, A ̂  1, on ait

(3.2)

La preuve de Théorème 3.2 sera donnée dans §5.

§4. Opérateurs Unilatéraux

On étudie ici l'algèbre des opérateurs unilatéraux et son action sur des
fonctions dans l'espase de Sjôstrand. L'argument est essentiellement pareil à
Lebeau [14, §4].

4-1. Algèbre des Opérateur Unilatéraux

Dans r*C3 muni du système de coordonées (x,Ç) : x = ( x i , X 2 , x i ) =

(*,,*'), É = (É i ,&,É3) = (Éi,O, on définit F c T*C3 par

F ={(x ,£)e r*C 3 : ^=0}

et KO c C3 par K0 = 7r(Kn/lç10(C3)), où ç0(x) = \lmx\2/2 et TC est la projection
de T*C3 sur C3. Alors, on a V0 = {x e C3 : Inut, = 0}.

Soit meV avec m = (z0; 0, ̂ ), r0 e C3, ^ e C2. Pour j > 0 et ô > 0, on
définit i2(A,5,<5, y) par

(4.1.1) fl(A,M,y) = {(x,Oer*C 3 : |x-z 0 | <* , !£ ' -<
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Lorsque f ( x , Ç , À ) est une fonction à valeur 3x3 matrice définie sur
pour X ^ 1, holomorphe en (x, £), on pose, pour tout entier n ^ 0,

(4-1-2) |/U,«W = supdfo - /7r
2/3)"/(x,<^)| : (x,Ç)eQ(M,y)}.

Ici, a\ = (Y^lj=i \akj 2)1/2 lorsque a est la 3 x 3 matrice dont chaque élément
est dkj. On note Bsj,n l'ensemble des / tels que \f\ssnW

 so^ ^^ et borné
comme fonction de A.

Définition 4.1.1. S'y m est l'ensemble des séries formelles

(4.1.3) p
k=0

telles qu'il existe s, S, A,B > 0 vérifiant pk E Bs^,k et

(4-1.4) \pk\s^k^ABkk\

pour tout k^O. On appelle pQ la partie principale de p.
Pour p, q e S'y m y, on définit b = p * q par

(4.1.5) * = >(jc,É,A)(iT)-" avec bn =

Selon Lebeau [14, Proposition 4.1.1 dans §4] et sa démonstration, on peut
savoir que ( $ ~ y m y , * , - \ - ) est anneau. Voir aussi Lafitte [8, Proposition 3 dans
§3].

Définition 4.1.2» On dit que q e $\ m y est elliptique s'il existe s,ô, M > 0,
qui sont indépendants de A, tels que

£ , A ) | ^ M pour ( JC,É) efl(A, *,<*,?),

où qo est la partie principale de q.

Selon Lebeau [14, Proposition 4.1.3] et sa démonstration, on obtient la
proposition suivante:

Proposition 4.1.3. (Lebeau [14]) Soit q e ê ~y m ̂  elliptique. Alors, il existe
un unique p e S'y m y tel que q*p = p*q= 1.

§4-2. Actions des Opérateurs

Soit m = (zo;0, £Q) e F mentionné dans §4-1. Dans cette section, on
suppose que me^0(F0). Alors, on a z0 e F0 et ^ = -Imzg. Ici, z0 =
( r o , i , Z o ) e C x C2. On suppose aussi que z0,i =0.
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On définit QQ c C par

(4.2.1) QQ = {x e C : a0 < Re* < 60, \Imx\ < CQ}

avec -1 « #0 < 0 < &o « 1, 0 < ^o « 1-
Soit weH9Q(Q$ x C7) avec un voisinage ouvert U de ZQ dans C2. Ici,

H^Q(QQ x C/) est l'ensemble de v E H9Q(Q^ x C7) vérifiant sup{exp(-A(^0(.y) +
e))|*;(j;, /l)| : j 6 O0 x KQ, A ̂  1} < oo pour tout s > 0 et tout K$(^U compact.
On définit alors la tronquature TQ par

(4.2.2) (r°w^)=

Comme Lebeau [14, §4.2], on a ( x \ , x f ) $ SS^T^w - w) si x\ e QQ et (A:I ,X') ^
55^0(7oiv) si x\ $ QQ. Voir aussi Lebeau [14, Estimation 4.2.3 dans la page
1469].

Soit y > 0. On définit D~kw : k = 0, 1, 2 . . . par

(4.2.4)

avec a = a$ - d, d > 0 suffisamment petit. Selon Lebeau [14, Estimation 4.2.19
dans la page 1471], on a

(4.2.5)

pour tout x = (x\,x'} avec x\ e QO, x' près de 0 et tout A ̂  1. Ici,

(4.2.6) J0 = (c0
2 + (£o-a)2)1 /2 .

Soit /> e <f ̂  /77 avec

(4.2.7)
k=0

On suppose que

(4.2.8) BAQ < 1
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avec B à (4.1.4) et zf0 à (4.2.6). On définit Op\(p) par

00

(4.2.9) Op'2(p)W = ̂  Opl(pk)(D-kToW),
k=0

OÙ

(4.2.10) &(*,£ A) = (Éi - îyr2/3)kpk(x^V,

(4.2.11) (Opl(pk}v}(x,X) = (l/2n)4 I dy' A d? [
JZ" Ja

27' : contour d'intégration, f' = — Imx' + /C(Jc' — j7;),

| x ' - / < r , C » l , 0 < r C « l , J > 0, b = bQ + d,

^eR, ^ = -^>0, |^f >c0 , J2> 41^ |c0.

Selon Lebeau [14, Estimation 4.2.5 dans la page 1469] et l'hypothèse (4.2.8), la
somme du membre droit de (4.2.9) converge lorsque w e H^QQ x U). En
plus, on obtient

(4.2.12) Opy
2(p}w E H^Qo x U'}

avec ZQ E U' (g U, U' suffisamment petit, lorsque w e HÇQ(QQ x U).
Soit q un symbole analytique classique formel à m, dont la valeur est 3 x 3

matrice, avec la somme formelle

(4.2.13) q =
k=0

On définit ju(q) par la somme formelle

(4-2.14)
k=Q

Alors, il existe y>0 tel que l'on ait ju(q) E S \ . Voir Définition 4.1.1 et
Lebeau [13, III.2]. On définit Op\(q) par

(4.2.15) Op2(cf) = ^/^(M*/))-

Soit p e S~y m y avec la somme formelle (4.2.7) et z\ e C3 près de z0 vérifiant z\ $
F0. On définit v(p] par la somme formelle
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On définit Opi(p), la quantification de p près de j9Q(z\) Gyl^0(C3), par

(4.2.17) Opi(p) = Opl(v(p]},

où Opl(v(p)) est la quantification ordinaire de v(p), c.-à-d.

(4.2.18) (Opl(v(p))v)(x,X)= V (A/2704 ' ' —""- ^*v.-n-*

Zo : contour d'intégration, £ = — Imx + iC(x — y),

\x-y\<r, C » l , 0 < r C « l , M » l .

Selon Lebeau [14, Proposition 4.2.1 dans la page 1469 et Théorème 4.2.1 dans
la page 1472] et sa preuve, on obtient la proposition suivante:

Proposition 4.2.1. (Lebeau [14]) Soit p,qe ^m,^ 7 > °> w e Hv0(^Q x uî>
qui est à croissance, avec |<z0|5 ^o, ^o suffisamment petits. On suppose qu'il existe
a\ E (ao,bQ) telle que l'on ait

(4.2.19) F0n{jceC3 : aQ < Rexi < bQ} H SS^w) c {je e C3

, on a (i)-(v) suivants.
(i) [Unilatéralité] On a F0 H {je G C3 : ÛQ < Re*i < Z?0} H (SS^(Opy

2(p)w))

(ii) (Propriété locale de la régularité Gevrey 3] Si FQ H {x e C3 : #0 <
< èo}n55ç,0(w) c {x e C3 : «i ^ Re^i ^ b\} avec b\ G [01,60), alors, pour

tout z 6 C3 vérifiant lmz\ = 0, Z?i < Rezi < èo, z7 existe un voisinage 0)2 ci C3 de
z, ô > 0, C > 0 te/s gwe l'on ait

(4.2.20) |(0/>2 '(/>)w)(x,A)| g Cexp^llmxf -<JA1/3V

e «2 er /ow/ A ̂  1 .
(iii) [Calcul symbolique] On a V0 H {x e C3 : a0 < Rex\ < b0}

OM E = Opl(p * 9) - Opl(p)0pl(q).
(iv) Sort zi e C3 près de ZQ vérifiant z\ $ VQ. Alors, on a

(v) Soit h symbole analytique formel à m, qui est une 3x3 matrice.
Alors, on a

F0 H {x G C3 : 00
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Remarque. Lebeau [14] a prouvé Proposition 4.2.1 en utilisant des
arguments de la deuxième microlocalisation sur l'espace conormal de VQ. Voir
[14, A.63 dans la page 1489-1493].

§5. Preuve de Théorème 3.2 et Théorème 1

Nous suivrons ici l'argument de Lebeau [14, §l-§3]. Rappelons que dans
§3 on a étudié l'opérateur P\\

Pi = r(d/dx4) + Opl(S(x4,x,Ç,WQ) avec

formellement.
k=Q

Selon Lebeau [14, §1] et l'hypothèse (H.2),

(5.1) -É4 + 41)(*4,*,

est équivalent à

(5.2) x4 + g(*,^42)=°

q est réel si (x, Ç) G Â(pQ(X), £4 G R.

Remarque. La notation q en (5.2) est différente de celle en (2.1) dans §2.

Soit *F(x,Ç4,y,rj) la solution des équations d'Hamilton-Jacobi:

dW _ ( dW ^

(5.3)

Alors, on a

ti,l;4)-yri avec

Comme Lebeau [14, §2] a étudié, *P entraîne la transformation canonique
singulière

(5-4) /0:^W-^oW

où [J/Q est la fonction à valeur réelle de classe C1'1, c.-à-d. fonction dérivable
à dérivée lipschitzienne, dans X. En plus, \I/Q est strictement pluri sous-
harmonique hors de {x e X : lmx\ = 0} et vérifie
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) n {(x, Ç) e r*X : f ! = 0}] = A^(X) H {(x, £) e T*X : ̂  = 0},

XQ(J<P (XQ)) = J\ij (XQ) e* ^oW ~ <Po(y) ^ lmyl ^ 0.

Comme Lebeau [14, 2.21 dans la page 1449], on introduit les fonctions
A(x,Ç), B(x,Ç) en posant

{Valeurs critiques [£4 - <F0(*,£,£4)]} = xÇ - B(x,Ç) ± (2/3)A(x,Ç}3/2.

On définit p(x,Ç) par

(5.5) A(x, Ç) — Ç\p(x, Ç).

Pour ^ e C , (z-t2,rjf) E T*X, on définit F(z\t,ri') par

(5.6) F(z-, t, rj1} = B(z- t2,rjf) -f \ t3p(z; t2, rj'}^12.

Soit A(x4,x, 7,//, ̂ 4, A) un symbole analytique classique, qui est 3 x 3 matrice,
près de x4 = 0, x = _y = XQ, rj = -Imx0, c^4 = 0. On note //7 l'opérateur
intégral

f£
(5.8)

exp(z'A( ̂ (x, f4, j, //) -f

où

(5.9) £j- = «

ZQ : contour d'intégration, ri = — Imx + iC(x — y),

x-y\<r, C » l , 0 < r C « l , \y\^di

(5.10) f eH^({y: \y-xo\ ^ do}) avec

DO,DI : constantes vérifiant D0 » D\ > 0.

Selon Lebeau [14, §3], on a

(5.11) JhfeH^"({X:\X-Xo\<d2})

pour ife et p suffisamment petits. En plus, on a

(5.12) SSô,Vo(Jhf) c TT o F'C/ô1^^^/)))

où TT est la projection définie au dessus de Définition 2.2 et il existe un symbole
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(scalaire) analytique classique a(x^,x, j>, 77, £4»^) tel que

(5.13) (j(*4,*,;v,?,(U) = 1 et SSd^Q(PlJhf)=(/>

lorsque h — CF/O.
On fixe T > 0 suffisamment grand. On définit la fonction (j[(z, t, £',/l) par

(5.14) f fï(2 ,U',A) = (i; + T)«

avec i; = (exp(z7r/3))/l2/3r2/?(z, t 2 , Ç r ) . On définit un opérateur d'intégral / par

(5.15) (7/)(j/,A) - p dzi f 2rA [ dz'Kd?
J=- Jr JZ'

exp(iA((/ - z')É' + (y, - Zl)t
2 + F(z, r, £')))

où

z^ = -zf e R+, ^1=^3, argr = -n/2, argr+ = a,

|/+| = t~\ avec ^3, a > 0 suffisamment petit, \t+\ «

le chemin d'intégration de t~ à t+

reste dans {t e C : arg f e {—n/2, a]},

/ 6 H9Q({x : \X - XQ\ < d4}, 0 < J3 « J4 « 1,

27; : contour d'intégration, £' = — Im^' + iC(y' - z'),

: tronquature définie à (4.2.2) dans §4 avec

\i l^oh ko| > 0 suffisamment petits.

Selon Lebeau [14, Proposition 3.2], on a

(5.16) IfeH^({x:\x-x0\<d5})

avec 0 < d$ « 1 .
Soit A(x4,x, j,?/,^4,/l) un symbole analytique classique, qui est une 3x3

matrice, près de ^4 = 0, x = y = XQ, rj = -Im^o, £4 = 0. On définit l'opérateur
JH par

(5-17) to=^(*)U=o-
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Remarque. Selon (5.12), Jh en (5.17) est une quantification de la transfor-
mation canonique x$l en (5.4).

Soit m = 7p0(xo) e r*X et V = {(x, Ç) E T*X : ̂  = 0}. Alors, on a m e
V. Selon Lebeau [14, §3 et §4], il existe y > 0 et fh e &~v^y tels que l'on ait

/c 1 o"\ ? r /^-**y(sh\(p.loj J^l = Up-)\f J.

En plus, zf/z est elliptique dans $~y m y si A = cr/o avec cr vérifiant (5.13). Voir
Lebeau [14, Lemma 3.8 dans §3 et'(4.2.23)-(4.2.25) dans la page 1472].

On définit K® par

(5.19) K^=JhI avec h = o70

et définit k E ̂  m par

(5.20) A: = ^ avec A = cr/0, a vérifiant (5.13).

Notons que fe e ̂  m y est elliptique.
Soit g G //p0({x : |x| < d})5 à croissance, d > 0 suffisamment petit. Selon

(5.11)-(5.13) et [14, §3], Jhlg est la solution sortante de

(5.21)

si h — (7/Q.
Soit Bj, Rj, Qj, y = l , 2 les opérateurs définis dans Définition 2.3 et

h(x4,x, y,rj, £4, À,) un symbole analytique classique, qui est une 3x3 matrice,
près de ^4 = 0, x = y = XQ, ri = —ImxQ, £4 = 0. Puisque chaque élément de ^i
est opérateur différentiel par rapport à x^ et opérateur pseudo-différentiel par
rapport à x e X, il existe un symbole analytique classique, qui est 3 x 3 matrice
et que l'on notera gr(/z), tel que

(5.22) RiJh = J&w-

Soit g E HVo({\x\ < d}), qui est à croissance, avec SS*(g) suffisamment
petit. Selon (5.21) et Stefanov-Vodev [21, §2], (R\Q\ + RiQ^K^g est solution
sortante de

Mw = 0
(5.23)

Dans la suite, on considère l'opérateur R comme 0, par abus de la notation,
lorsque pour tout w E HÇQ(X) vérifiant VQ fl SS^^w) c: {x E X : RQX\ ^0} on a
Fo H {x E X : aQ < RQXI < b0} H SSVo(Rw) = (f>.
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Lemme 5.1.
(i) // existe y > 0 et a e ê^ m tels que l'on ait

(5.24) *W = Op\(d).

(ii) a e <?£ m y esr elliptique.

Démonstration de Lemme 5.1. Soit è = Z?0 '1 -fè0 '2 avec Z?°'w défini par la
somme formelle (2.8) dans §2.

(i) Rappelons que

(5.25)

Soit h = al avec a vérifiant (5.13). Selon la définition de B\* et K^, on a

(5.26) aflATM = (/WX*)!^ - -W(*)U=o - -

Donc, il existe y > 0 et a^ e <^,m,y tels que

(5.27) 5[OI*[°] = 0/i2
y(£ï(1)).

Soit A: définit par (5.20). Selon Proposition 4.2.1, on a

(5.28)

où a^2) = u(b^2} * À:. On définit a par a = a^ + a^\ Alors, on obtient (5.24).
(ii) Soit &>3 c X voisinage ouvert de XQ, suffisamment petit. On fixe le

point vGco^r\Hl. Alors, près de v on a

(5.29) st®K® = Op^p^k) = 0Pl(b)0Pl(v(k)) = 0Pl(bov(k)):

où b o v(fc) est la multiplication ordinaire des symboles analytiques classiques
formels. Voir Lebeau [13, III. 2] ou Sjôstrand [20]. Selon (5.24) et Proposition
4.2.1, on a

(5.30) B®K® = Opl(a) = OPl(v(a))

près de v. Selon (5.29) et (5.30), on a

(5.31) v(a)=bov(k).

Selon Stefanov-Vodev [21, §2], b^, qui est symbole principal de b, est
uniformément elliptique dans œiïïH1. Puisque k e éfy^y est elliptique, bQk0

est aussi uniformément elliptique dans G^fl /f1 , si co3 est suffisamment petit.
Ici, /CQ est symbole principal de k. Alors, (5.31) nous permet de savoir que
a e ^ m ; est elliptique. D
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Démonstration de Théorème 3.2. On conserve les notations dans Théorème
3.2. Selon (5.23), on a

(5.32) (3//S*4)|M=0 = (B^K^)(B^K^rl9,

où B^ = l?i + B\ . Par le même argument précédent, on peut savoir qu'il
existe c^ e S'y m , y > 0 tel que l'on ait

(5.33) B^K® = Op7
2(cW).

Selon Lemme 5.1, Proposition 4.1.3 et Proposition 4.2.1-(iii), il existe <^2) e

^ y > ° tel ^ue 1?on ait

(5.34)

On définit c par c = c^ * c^. Alors, on a

(5.35)

La conclusion (3.2) est maintenant déduite par (5.35) et Proposition 4.2.1-

(»)• D

Démonstration de Théorème 1. Le fait (i) a déjà été prouvé par Théorème
3.2 avec la théorie de Sjôstrand [20] et [1, §3]. Selon (3.2), (du/dri)\N dans
Théorème 1 est partiellement Gevrey 3 holomorphe en {exp^/f^(/?0) : SQ ̂  s ^
s\}. Donc, on obtient le fait (ii) en tenant compte de Lemme 6.3 qui sera
énoncé dans §6. D

§6. Rappels sur Gevrey Holomorphie Partielle

Dans cette section, on fait quelques rappels sur Gevrey holomorphie
partielle, dont la notion a déjà été écrite dans Bardos-Lebeau-Rauch [1, §5].
Cf. [12].

Soit X c Cw, n^2 un ensemble ouvert et y la fonction scalaire qui est
strictement pluri sous-harmonique en X. Soit B c X une sous-variété analy-
tique réelle. On suppose que B est involutive par rapport à —2idd(p et que la
codimension réelle de B dans X est 1. On note Ba.T*X la réunion de la
complexifiée des feuilles de AV(B}. Selon Lebeau [13, §111.5], il existe une
unique fonction pluri sous-harmonique <pB en X vérifiant A9B(X] = B, ÇB < ç? en
X\B et (pB — <p en B. Soit w G HV(X) et m ^ 1. On définit 3 espaces G±(w),
Gm(w) comme ci-dessous.

y E G~(ir) <^4> 3U c X voisinage de y t.q. ve > 0,

3 J ^ > 0 t.q. V JCG C7, v/l ^ 1,
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y e G+(w) <^> *U a X voisinage de y, 3e > 0,

3K>0 t.q. vxe (7, v/l ̂  1,

y e Gm(w) <=> 3C7 c X voisinage de _y, 3£ > 0,

3A:>0 t.q. vxe £/, v/l^ 1,

On dit que w est partiellement Gevrey m £-holomorphe à y si 3; e G~(w).
On n'écrit pas 5 lorsqu'il n'y a pas de confusion. On dit que w est Gevrey m à
7 si yeGm(w).

Énonçons maintenant 3 lemmes fondamentaux. Soit weH9(X).

Lemme 6.1. On a G~(w)nG m (w) = G+(w).

Soit F une feuille de B et FO sous-ensemble connexe de F.

Lemme 6.2. Si FQ c G~(n>), a/or^1 on a F$r\ G^(w) = <j> ou FQ <^ G+(w).

Lemme 6.3. S1/ T0 ci G~(w), a/ors on a FQÏÏ Gm(w) = <f> ou FQ ci Gm(w).

On peut obtenir la conclusion de Lemme 6.3 à partir de Lemmes 6.1 et 6.2.
Donc, il suffit de prouver Lemmes 6.1 et 6.2. Puisque la définition de G^(w)
et de Gm(w) est invariante sous la transformation canonique (Cf. Lebeau
[13, §111.6,7]), on peut supposer que B = {z e X : Imzi = 0}, <p(z) = |Imz|2/2,
(pB(z) = |Imz' 2/2. Ici, z = (zi,z ;) e C x C""1. Alors, la conclusion de
Lemme 6.1 et de Lemme 6.2 résulte de l'argument dans Okada [17, §1]. Voir
aussi [1, Lemme 5.3 dans la page 106].

Quant à la preuve de Théorème 3.1 et de Théorème 1, la sous-variété B
correspend à la région Glancing G1, qui a été définie dans §2.
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