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Acyclicité géométrique de Bcris

Fabrizio Andreatta and Olivier Brinon

Résumé. Dans cet article, on prouve que l’anneau de périodes cristallines Bcris qui définit la no-
tion de représentation cristalline dans le cas relatif est géométriquement acyclique. On démontre
en fait une version relative de cette acyclicité.

Classification mathématique par sujets (2010). 11S15, 11S25, 14F30.

Mots-clefs. Ramification et théorie des extensions, cohomologie galoisienne, cohomologie
p-adique, cohomologie cristalline.

Soit K un corps de valuation discrète complet de caractéristique 0, à corps résiduel
k parfait de caractéristique p. On note OK l’anneau des entiers de K, on fixe une
clôture algébrique xK de K et on pose GK D Gal. xK=K/.

Soit X un schéma propre et lisse sur Spec.OK/. Notons Xk sa fibre spéciale,
XK sa fibre générique et X xK sa fibre générique géométrique. Soient Acris.OK/ et
Bcris.OK/ WD Acris.OK/Œt�1� les anneaux de périodes cristallines de OK définis par
Fontaine dans [12] ; ils sont munis d’une filtration décroissante séparée et exhaustive,
d’une action de GK et d’un endomorphisme de Frobenius. Fontaine a conjecturé dans
[10], et Faltings a prouvé dans [8], l’existence d’un isomorphisme de Bcris.OK/-
modules

Hn
Ket

�
X xK ; Zp

�˝Zp
Bcris.OK/ Š Hn

cris

�
Xk= W.k/

�˝W.k/ Bcris.OK/ (Ccris)

pour tout n 2 N, fonctoriel en X et compatible aux filtrations, aux actions de GK

et aux Frobenius. Dans [3] une nouvelle preuve est donnée, plus proche du point
de vue initial de Fontaine et Messing dans [13]. Supposons X défini sur W.k/. On
remplace le site syntomique-étale de loc. cit. par un nouveau site X, introduit par
Faltings dans [9] (voir [5] pour une discussion sur la définition correcte du site). Soit
yX la complétion formelle de X le long de Xk . Alors les objets de X sont les couples
.U; W /, où U ! yX est p-adiquement formellement étale et W ! U

rig
xK est un

recouvrement fini étale, au-dessus de xK, de la fibre rigide analytique U rig de U . Soit

v W yX Ket ! X le foncteur U 7! �
U; U

rig
xK
�

où yX Ket
est le site étale de yX . On peut prouver

qu’il induit un morphisme de sites. L’un des points clef de [3] est la construction
d’un faisceau « continu » Acris de Acris.OK/˝W.k/ v�.OyXKet /-modules sur X, muni
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d’une filtration, d’une action de GK , d’un opérateur de Frobenius (localement sur yX )
et d’une connexion intégrable

r W Acris �! Acris ˝v�.O
yX

Ket /
v���1

yXKet
= W.k/

�
tels que

(1) le complexe de de Rham

Acris ! Acris˝v�.O
yX

Ket /
v���1

yXKet
= W.k/

�! Acris˝v�.O
yX

Ket /
v���2

yXKet
= W.k/

�! � � �
défini par r est exact ;

(2) pour tout j 2 N, le faisceau Rq v�
�
Acris ˝v�.O

yX
Ket /

v���j

yXKet
= W.k/

��
est tué par

une puissance de t si q � 1, et coïncide avec �
j

yXKet
= W.k/

˝W.k/ Bcris.OK/ quand

on inverse t pour q D 0 ;

(3) si Ar
cris désigne le noyau de r, alors Hn

Ket

�
X; Ar

cris

�˝Acris.OK/ Bcris.OK/ coïncide
avec Hn

Ket

�
X xK ; Zp

�˝Zp
Bcris.OK/.

Grâce à (1) et (3), on peut calculer Hn
Ket.X xK ; Zp/˝Zp

Bcris.OK/ comme la cohomolo-
gie du complexe Acris˝v�.O

yX
Ket /

v����
yXKet

= W.k/

�
après inversion de t . Remarquons que

H0.X; _/ D H0
�yX Ket

; v�._/
�
. En utilisant la suite spectrale associée et (2), la cohomo-

logie de Acris ˝v�.O
yX

Ket /
v����

yXKet
= W.k/

�
coïncide avec la cohomologie du complexe

��
yXKet

= W.k/

y̋W.k/ Bcris.OK/

sur yX Ket
, qui coïncide avec

Hn
cris

�
Xk= W.k/

� y̋W.k/ Bcris.OK/:

On prouve que toutes ces identifications préservent les filtrations, les actions de Galois
et des Frobenius. Cela démontre Ccris.

La preuve de (1) est formelle. La preuve de (3) s’appuie sur des résultats de
Faltings (cf. [9]) et un théorème de type GAGA ; contrairement au site syntomique-
étale, celui de Faltings est adapté à la comparaison avec la cohomologie étale. Le point
délicat est la comparaison avec la cohomologie cristalline i.e. la preuve de (2). C’est
une conséquence du présent travail1. En effet, dans [3] on prouve le fait suivant. Soit
U D Spf.RU / un ouvert étale de yX assez petit. Soit EU une clôture algébrique de
Frac.RU / contenant xK. Notons xRU la réunion des sous-RU -algèbres de EU qui sont

1Pendant la rédaction de ce travail, le premier auteur a bénéficié de l’hospitalité de l’Institut Galilée à l’Uni-
versité Paris 13.
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finies étales sur RU Œp�1� et notons GRU
le groupe de Galois de xRU Œp�1� sur RU

xK.

Alors la fibre de Rq v� .Acris/ en un point x 2 yX Ket
est la limite, sur tous les voisinages

U de x comme ci-dessus, des groupes de cohomologie continue Hq
�
GRU

; Acris.RU /
�
.

Ici, Acris.RU / est l’anneau construit à partir de xRU dans la section 1. Il est muni de la
topologie p-adique et d’une action continue de GRU

. Ainsi, si on pose Bcris.RU / WD
Acris.RU /Œt�1�, il suffit, pour prouver (2), de montrer que Hq

�
GRU

; Bcris.RU /
� D 0

pour q � 1 et H0
�
GRU

; Bcris.RU /
� D RU y̋W.k/ Bcris.OK/. En fait, pour prouver

l’analogue relatif de [3], on a besoin d’analogues relatifs de (2), on présente donc ici
une généralisation de ces résultats : c’est l’objet du théorème principal de ce travail
(théorème 5).

Remarquons que Bcris.RU / est « plus gros » que l’anneau obtenu en appliquant
la construction de Fontaine à xRU au lieu de xOK , construction qui donne un anneau
qui n’est pas géométriquement acyclique en général. Historiquement, Hyodo a été
le premier à remarquer que la définition « naïve » des anneaux de Fontaine ne se
comporte pas bien dans le cas relatif, et qu’on a besoin d’une construction plus
générale. En fait, Hyodo a observé que le module de Tate d’une variété abélienne
sur un corps de valuation discrète complet, de caractéristique mixte .0; p/, à corps
résiduel imparfait, n’est pas de Hodge–Tate au sens « naïf » en général. Dans [16],
il propose une définition correcte de la notion de représentation de Hodge–Tate dans
le cas relatif. Il construit pour cela un anneau BHT « plus gros » que l’anneau obtenu
en faisant la construction habituelle. Une des particularités de cet anneau BHT est
que, contrairement à l’anneau « naïf » , il est géométriquement acyclique (cf. [16],
Proposition 1.2). Les anneaux de périodes Bcris et BdR ont déjà été construits dans des
situations relatives. La construction habituelle a été considérée par Faltings, tandis
que le pendant de la construction de Hyodo l’a été par Wintenberger, Tsuzuki et
dans [7].

Remarquons que, dans un travail non publié, Tsuji a aussi démontré des résultats
d’acyclicité géométrique de Bcris. Après l’achèvement du présent article, Rémi Lodh
nous a informé qu’il a lui aussi obtenu des résultats similaires dans sa thèse de doctorat,
achevée en 2007 sous la direction de Faltings.

Les auteurs remercient le rapporteur pour les diverses erreurs qu’il a relevées dans
une première version de ce travail, ainsi que pour les améliorations qu’il a suggérées.

1. Notations et rappels

On note v la valuation de K normalisée par v.p/ D 1. Elle s’étend de façon unique
en une valuation de xK, qu’on note encore v. Pour tout n 2 N, on choisit ".n/ 2 xK une
racine pn-ième de l’unité, de sorte que

�
".nC1/

�p D ".n/. Soit K1 DSn2N KŒ".n/�

l’extension cyclotomique de K. C’est une extension galoisienne de K, dont le groupe
de Galois s’identifie, via le caractère cyclotomique �, à un sous-groupe ouvert de Z�

p .
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Soient ı; d 2 N et soit S .0/ D OK

˚
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�
le séparé complété de

OK

�
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�
pour la topologie p-adique. On suppose que S (resp. R) s’ob-

tient à partir de S .0/ (resp. de S
˚
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�
) en itérant un nombre fini de fois

les opérations suivantes :
(ét) complétion p-adique d’une extension étale ;
(loc) complétion p-adique d’une localisation ;
(comp) complétion par rapport à un idéal contenant p.
On suppose en outre que

OK

�
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�! S et OK

�
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı ; T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�! R

sont à fibres géométriquement régulières ou que R est de dimension de Krull inférieure
à 2, et que k ! S ˝OK

k et k ! R ˝OK
k sont géométriquement intègres.2 Dans

ces conditions, le théorème de pureté de Faltings s’applique. On suppose en outre
que K est algébriquement clos dans RŒp�1�.

Remarquons que S et R sont noethériens, p-adiquement séparés et complets,
intègres et réguliers. Soit E (resp. F ) une clôture algébrique de Frac.R/ (resp. la
clôture algébrique de Frac.S/ dans E). On note xR (resp. xS ) la réunion des sous-R-
algèbres finies R0 (resp. sous-S -algèbres finies S 0) de E (resp. F ) telles que R0Œp�1�

est une extension étale de RŒp�1� (resp. S 0Œp�1� est une extension étale de SŒp�1�).
On a xS � xR.

Pour n 2 N et i 2 f1; : : : ; dg (resp. i 2 f1; : : : ; ıg), on choisit T
.n/
i 2 xR

(respectivement Z
.n/
i 2 xS ) une racine pn-ième de Ti (respectivement de Zi ), de

sorte que .T
.nC1/
i /p D T

.n/
i (respectivement .Z

.nC1/
i /p D Z

.n/
i ). Pour n 2 N>0,

on note Rn le normalisé de RŒ".n/; Z
.n/
1 ; : : : ; Z

.n/

ı
; T

.n/
1 ; : : : ; T

.n/

d
� dans xR et R1 DS

n2N>0
Rn. En particulier, on a R1 � xR.

Enfin, on suppose que Spec.R=pR/ ! Spec.S=pS/ est surjectif et générique-
ment géométriquement irréductible. On va prouver les premières propriétés des an-
neaux S et R dans la proposition suivante. Les auteurs remercient le rapporteur pour
avoir trouvé des erreurs dans une version précédente et avoir suggéré les corrections
nécessaires.

Proposition 1. (1) Le morphisme Spec.R=pR/! Spec.S=pS/ est fidèlement plat
et géométriquement régulier. En particulier, si Frac.S ˝OK

k/ désigne une clôture
algébrique de Frac.S ˝OK

k/, l’anneau R˝S Frac.S ˝OK
k/ est intègre.

(2) Soit OKn
l’anneau des entiers de KŒ".n/�. Alors

S ˝OK ŒZ1;:::;Zı� OKn

�
Z

1
pn

1 ; : : : ; Z
1

pn

ı

� Š Sn

2Note ajoutée sur épreuves. La première hypothèse est inutile pour pouvoir appliquer le théorème de pureté
de Faltings, cf. théorème 7.9 de P. Scholze, Perfectoid spaces, Inst. Hautes Études Sci. Publ. Math. 116 (2012),
p. 245–313.
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et

R˝SŒT1;:::;Td � Sn

�
T

1
pn

1 ; : : : ; T
1

pn

d

� Š Rn:

(3) L’anneau R˝S
xS (resp. Rn ˝Sn

xS ) est intègre et normal, et l’application

.R=pR/˝S=pS . xS=p xS/! xR=p xR
(resp. .Rn=pRn/˝Sn=pSn

. xS=p xS/! xR=p xR) est injective (pour tout n 2 N>0).

Démonstration. (1) Par hypothèse, le morphisme Spec.R=pR/! Spec.S=pS/ est
surjectif et plat, puisque R est une S -algèbre plate. En particulier, il est fidèlement
plat.

Le Frobenius définit un morphisme fini sur

S .0/=pS .0/ D .OK=pOK/
�
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�
:

Rappelons qu’il existe une suite d’anneaux S .0/ � S .1/ � � � � � S .n/ D S où S .iC1/

est obtenu à partir de S .i/ en utilisant une des opérations (ét), (loc), (comp). En utilisant
le lemme 46, on en déduit par induction sur i � 1 que dans chaque cas, la linéarisation
du Frobenius '˝1 W S .i/=pS .i/˝'

S.i�1/=pS.i�1/ S
.i�1/=pS .i�1/ ! S .i/=pS .i/ est un

isomorphisme de S .i�1/=pS .i�1/-algèbres et que le Frobenius définit un morphisme
fini sur S .i/=pS .i/. Il en résulte que '˝1 W S=pS˝'

S.0/=pS.0/ S .0/=pS .0/ ! S=pS

est un isomorphisme de S .0/=pS .0/-algèbres : le Frobenius définit un morphisme fini
sur S=pS . Soit R.0/ WD S

˚
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�
. Par définition, R=pR est obtenu à partir

de R.0/=pR.0/ en itérant les opérations (ét), (loc), (comp) un nombre fini de fois.
On montre comme ci-dessus que ' ˝ 1 W R=pR ˝'

R.0/=pR.0/ R.0/=pR.0/ ! R=pR

est un isomorphisme de R.0/=pR.0/-algèbres. On déduit de [14], Théorème 21.2.7,
que R=pR est formellement étale sur R.0/=pR.0/, et donc formellement lisse sur
S=pS . On conclut (cf. [14], Corollaire 19.6.5) que le morphisme Spec.R=pR/ !
Spec.S=pS/ est géométriquement régulier.

(2) Soit mn l’idéal maximal de OKn
et kn D OKn

=mn son corps résiduel. Soient

S 0
n WD S˝OK ŒZ1;:::;Zı�OKn

�
Z

1
pn

1 ; : : : ; Z
1

pn

ı

�
et R0

n WD R˝R.0/ Sn

�
T

1
pn

1 ; : : : ; T
1

pn

d

�
.

Il suffit de prouver que S 0
n et R0

n sont intègres et réguliers. Comme S 0
n (resp. R0

n)
est fini et plat comme S -module (resp. comme R-module), les anneaux S 0

n et R0
n

sont noethériens, p-adiquement séparés et complets, sans p-torsion. En particulier,
il suffit de prouver que S 0

n ˝OKn
kn et R0

n ˝OKn
kn sont intègres et réguliers. Par

définition, S 0
n˝OKn

kn (resp. R0
n˝OKn

kn) est obtenu à partir de kn

�
Z

1
pn

1 ; : : : ; Z
1

pn

ı

�
(resp. S 0

n ˝OKn
kn

�
T

1
pn

1 ; : : : ; T
1

pn

d

�
) en itérant les opérations (ét), (loc) et (comp).

En particulier, S 0
n˝OKn

kn et R0
n˝OKn

kn sont réguliers : il suffit de prouver qu’ils
sont intègres.
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On a S 0
n˝OKn

kn Š
�
S ˝OK

kn

�˝kŒZ1;:::;Zı� k
�
Z

1
pn

1 ; : : : ; Z
1

pn

ı

�
. On déduit de

la preuve de (1) que le morphisme�
S ˝OK

kn

�˝kŒZ1;:::;Zı� k
�
Z

1
pn

1 ; : : : ; Z
1

pn

ı

�! S ˝OK
kn;

qui est la n-ième itération du Frobenius sur S ˝OK
kn et qui envoie Z

1
pn

i sur Zi , est
un isomorphisme. Comme k ! S ˝OK

k est géométriquement intègre, il en résulte
que S ˝OK

kn, et donc S 0
n ˝OKn

kn, est intègre. On en déduit aussi que

R0
n˝OKn

kn Š
�
R˝OK

kn

�˝kŒZ1;:::;Zı ;T1;:::;Td �k
�
Z

1
pn

1 ; : : : ; Z
1

pn

ı
; T

1
pn

1 ; : : : ; T
1

pn

d

�
:

En utilisant la preuve de (1), on prouve de la même façon qu’il y a un isomorphisme
R0

n˝OKn
kn Š R˝OK

kn qui induit la n-ième itération du Frobenius sur R˝OK
kn,

et envoie Z
1

pn

i sur Zi , et T
1

pn

j sur Tj . Comme k ! R˝OK
k est géométriquement

intègre, R˝OK
kn, et donc R0

n ˝OKn
kn, est intègre.

(3) On déduit de la preuve de (2) que Sn=mnSn Š .S=m0S/ ˝k kn (envoyant

Z
1

pn

i sur Zi ) et que Rn=mnRn Š .R=m0R/˝k kn comme Sn-algèbres (envoyant

T
1

pn

j sur Tj ). L’application Spec.Rn=pRn/ ! Spec.Sn=pSn/ est donc elle aussi
surjective et génériquement géométriquement irréductible. Il suffit donc de prouver
la proposition dans le cas “n D 0”. Soit S 0 une sous-S -algèbre intègre, normale de
xS , telle que SŒp�1� � S 0Œp�1� est finie étale. Comme xS est une union des telles
S -algèbres, il suffit de prouver que l’anneau R0 WD R ˝S S 0 est intègre, normal et
que l’application R0=pR0 ! xR=p xR est injective. La deuxième assertion résultant de
la première, il suffit de voir que R0 est intègre et normal.

Normalité de R0. On va appliquer le critère de normalité de Serre [15], Théo-
rème 5.8.6. Comme S 0 est sans p-torsion et l’extension S � R plate, l’anneau R0 est
sans p-torsion : l’application R0 ! R0Œp�1� est injective. Comme SŒp�1� � S 0Œp�1�

est finie étale, il en est de même de RŒp�1� � R0Œp�1�. L’anneau R étant normal,
R0Œp�1� l’est aussi. En particulier, R0 est réduit i.e. R0 est régulier en codimension
0. Comme R0Œp�1� est noethérien et normal, on peut l’écrire comme un produit fini
R0Œp�1� D Qs

j D1 Dj avec Dj normal, intègre, fini et étale sur RŒp�1�. Comme
R0 est sans p-torsion, les idéaux premiers de codimension 0 de R0 sont les noyaux
Ker.R0 ! Dj /, pour j 2 f1; : : : ; sg. Pour chaque j 2 f1; : : : ; sg, soit R0

j l’image
de R0 dans Dj . Chaque R0

j est un anneau noethérien intègre, fini sur R. On dé-
duit des théorèmes de going-up et going-down que chaque idéal premier de R0

j de
codimension 1 est au-dessus d’un idéal premier de R de codimension 1. Les mor-
phismes finis et injectifs R ,! R0 ,!Qs

j D1 R0
j induisent des applications surjectives`s

j D1 Spec
�
R0

j

�! Spec
�
R0�! Spec.R/. D’après ce qui précède, le composé en-

voie les idéaux premiers de codimension 1 sur les idéaux premiers de codimension 1.
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Comme la hauteur croît par morphisme fini injectif ([19], Exercice 9.8), les idéaux
premiers de codimension 1 de R0 s’envoient surjectivement sur les idéaux premiers
de codimension 1 de R.

Soit q un idéal premier de R de codimension 1. Montrons que R0 ˝R Rq est
normal, ce qui impliquera que R0 est régulier en codimension 1. C’est clair si p 62 q,
parce que R0Œp�1� est normal. Si p 2 q, alors q D $R (où $ est une uniformisante
de K). Notons fpig1�i�m (resp. p) les idéaux premiers de codimension 1 de S 0 (resp.
S ) au-dessus de p. Puisque S 0 est normal, on a une suite exacte

0! S 0 ! S 0Œp�1�!
mY

iD1

�
Frac.S 0/=S 0

pi

�
:

Comme S ! R est plat, on en déduit une suite exacte

0! R0 ˝R Rq ! S 0Œp�1�˝S Rq !
mY

iD1

�
Frac.S 0/=S 0

pi

�˝S Rq:

Notons que Frac.S 0/˝S Rq est une localisation de R0Œp�1� qui est régulier : il est
donc régulier et a fortiori normal. En particulier, pour prouver que R0 ˝R Rq est
normal, il suffit de prouver qu’il est intégralement clos dans Frac.S 0/ ˝S Rq. On
déduit de la suite exacte qu’il suffit de prouver que S 0

pi
˝S Rq est local et régulier de

dimension 1 pour tout i 2 f1; : : : ; mg. L’extension Rq � S 0˝S Rq est finie et plate,
et on a montré que les idéaux maximaux de S 0 ˝S Rq sont les idéaux au-dessus de
qRq D $Rq. Mais S 0 ˝S Rq D S 0 ˝S Sp ˝Sp Rq : ces idéaux sont au-dessus des
idéaux piS

0˝S Sp pour i 2 f1; : : : ; mg. Comme Spec.Rq=$Rq/! Spec.Sp=$Sp/

est géométriquement intègre (car Spec.R=pR/ ! Spec.S=pS/ est génériquement
géométriquement irréductible par hypothèse, et génériquement géométriquement ré-
gulier d’après (1)), les idéaux piS

0˝S Rq sont déjà premiers. Les idéaux maximaux
de S 0 ˝S Rq sont donc les idéaux piS

0 ˝S Rq. En particulier, S 0
pi
˝S Rq est un

anneau local sans p-torsion d’idéal maximal piS
0
pi
˝S Rq. Comme S 0

pi
est un anneau

de valuation, piS
0
pi

, et donc a fortiori piS
0
pi
˝S Rq sont des idéaux principaux. En

particulier, S 0
pi
˝S Rq est un anneau régulier de dimension 1.

On en déduit que R0 est régulier en codimension� 1 et donc satisfait la condition
.R1/ du critère de normalité de Serre.

Reste à montrer que R0 satisfait la condition .S2/. On sait déjà que R est régu-
lier, donc Cohen–Macaulay. Puisque S est une R-algèbre plate, on déduit de [15],
Corollaire 6.3.5, que les fibres du morphisme Spec.R/ ! Spec.S/ sont de Cohen–
Macaulay. Puisque S 0 est un S -module fini, les fibres du morphisme Spec.R0/ !
Spec.S 0/ sont aussi de Cohen–Macaulay [15], Proposition 6.7.1, et donc satisfont la
condition .Sn/ pour tout n. L’anneau S 0 étant normal, il satisfait la condition .S2/.
Comme le morphisme Spec.R/ ! Spec.S/ est plat, on déduit de [15], Proposi-
tion 6.4.1, que R0 satisfait aussi la condition .S2/.



972 F. Andreatta and O. Brinon CMH

Intégralité de R0. On sait déjà que R0 est noethérien et normal. C’est donc un
produit d’anneaux intègres et normaux. Comme R0 est séparé et complet pour la
topologie p-adique, il suffit de montrer que X D Spec.R0=pR0/ est connexe. On
note Y1; : : : ; Yj les composantes irréductibles de Y : elles sont définies par les idéaux
premiers minimaux yj de S 0=pS 0.

Soient vj l’idéal premier de S=pS défini par yj , et zj (resp. wj ) l’idéal pre-
mier de S 0 image inverse de yj (resp. vj ). Comme S et S 0 sont plats sur OK ,
on a dim

�
.S=pS/vj

� D dim.Swj
/ � 1 et dim

�
.S 0=pS 0/yj

� D dim
�
S 0

zj

� � 1.
Comme S et S 0 sont intègres, normaux et S 0 est fini comme S -module, on dé-
duit des théorèmes de going-up et going-down que dim

�
S 0

zj

� D dim.Swj
/ et donc

0 D dim
�
.S=pS/vj

� D dim
�
.S 0=pS 0/yj

�
. Si m est l’idéal maximal de OK , alors

mS définit l’unique idéal premier minimal de S au-dessus de p. On en déduit que
l’image de chaque yi est l’idéal 0 de S=mS . Comme Spec.R=pR/! Spec.S=pS/

est surjectif et génériquement géométriquement irréductible, on conclut qu’on a un
et un seul point xi 2 X au-dessus de yi . Soit Xi WD fxig. Alors Xi est la seule
composante irréductible de X au-dessus de Yi . L’anneau S 0 étant intègre, normal et
complet pour la topologie p-adique, Y est connexe. Pour prouver que X est connexe,
il suffit donc de prouver que si Yi \ Yj ¤ ¿, alors Xi \Xj ¤ ¿. Soit w 2 Yi \ Yj .
Comme l’application Spec.R=pR/ ! Spec.S=pS/ est surjective, il existe z 2 X

au-dessus de w. Comme Spec.R=pR/ ! Spec.S=pS/ est plat et w 2 Yi D fyig
(resp. w 2 fyj g), on en déduit que z 2 fxig D Xi (resp. z 2 fxj g D Xj ), donc que
z 2 Xi \Xj , ce qu’on voulait. �

En particulier, on déduit de la proposition 1 (3) que R˝S
xS �!� R xS et Rn˝SnxS �!� Rn

xS (pour n 2 N>0), sont des sous-anneaux normaux de xRŒp�1�. Posons

GR=S D Gal. xRŒp�1�= xS �RŒp�1�/;

HR=S D Gal. xRŒp�1�= xS �R1Œp�1�/;

z�R=S D Gal. xS �R1Œp�1�= xS �RŒp�1�/:

D’après la proposition 1 (2) et (3), on a

Rn
xS Š Rn ˝Sn

xS Š �R˝SŒT1;:::;Td � Sn

�
T

1
pn

1 ; : : : ; T
1

pn

d

��˝Sn
xS

Š �R˝S
xS�˝ xSŒT1;:::;Td �

xS�T 1
pn

1 ; : : : ; T
1

pn

d

�
Š R xS ˝ xSŒT1;:::;Td �

xS�T 1
pn

1 ; : : : ; T
1

pn

d

�
L’extension R xS � Rn

xS est alors de degré pnd et donc z�R=S '
Ld

iD1 Zp �i , où �i

est défini par :

�i

�
T

.n/
j

�
D
´

".n/T
.n/
i si j D i;

T
.n/

j si j ¤ i
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(remarquons que dans le cas où ı D 0, i.e. S D OK , on a xSŒp�1� D xK, de sorte que
GR=S D GR est le groupe fondamental géométrique de Spec.RŒp�1�/).

On a donc la situation suivante :

xRŒp�1�

xSŒp�1� �� xS �RŒp�1� ��

z�R=S

GR=S

xS �R1Œp�1�

��
HR=S

SŒp�1� ��

��

RŒp�1� ��

��

R1Œp�1�

��

Les anneaux de périodes cristallines. (Cf. [7], 6.) Dans tout ce qui suit, si A est un
anneau, I � A un idéal à puissances divisées et n 2 N>0, on notera xŒn� la n-ième
puissance divisée de x 2 I .

Posons R D lim � xR=p xR, les morphismes de transition étant donnés par le Frobe-

nius (cet anneau est noté zEC
dans [1] et dans [2]). C’est un anneau de caractéristique p

muni d’une action de GR=S . Comme d’habitude (cf. [12], 1.2.2), il s’identifie (comme
ensemble) à ˚�

x.n/
�

n2N
2 	xRN ; .8n 2 N/

�
x.nC1/

�p D x.n/
�

où 	xR est le séparé complété de xR pour la topologie p-adique. En particulier, on
dispose dans R des éléments suivants :

" D �".0/; ".1/; : : :
�

zTi D
�
T

.0/
i ; T

.1/
i ; : : :

�
pour i 2 f1; : : : ; dg

(on définit de la même manière des éléments zZj 2 R pour j 2 f1; : : : ; ıg). Choisis-
sons aussi Qp D �p; p1=p; : : :

�
un système compatible de racines pn-ièmes de p.

Rappelons que le Frobenius absolu est surjectif sur xR=p xR (cf. [7], Proposi-
tion 2.0.1), de sorte que le Frobenius absolu ' est bijectif sur R et sur l’anneau
des vecteurs de Witt W.R/. En particulier, si ˛ 2 ZŒp�1�, on pose "˛ D '�n."pn˛/

(avec n 2 N tel que pn˛ 2 Z), et Œ"�˛ D Œ"˛� dans W.R/.
On pose

� W W.R/! 	xR; .a0; a1; : : :/ 7!
1X

nD0

pna.n/
n :

C’est un morphisme d’anneaux surjectif dont le noyau est l’idéal engendré par � D
Œ Qp� � p (cf. [7], Proposition 5.1.2). On note alors Ar

cris.R/ le séparé complété, pour
la topologie p-adique, de l’enveloppe à puissances divisées de W.R/ relativement
à l’idéal engendré par Ker.�/ (compatibles aux puissances divisées canoniques sur
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l’idéal engendré par p). C’est une W.k/-algèbre munie d’un opérateur de Frobenius
' (induit par le Frobenius sur W.R/) et d’une action de GR=S . Par ailleurs, on a
t D log.Œ"�/ DP1

nD1.�1/n�1.n � 1/Š.Œ"� � 1/Œn� 2 Ar
cris.OK/ � Ar

cris.R/.

Soit $ une uniformisante de K. On pose S
.0/
0 D W.k/

˚
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�
et R

.0/
0 WD S

.0/
0

˚
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�
. Remarquons que S

.0/
0 ˝W.k/ OK Š S .0/ et

R
.0/
0
b̋

S
.0/
0

S ' R.0/.

Lemme 2. Il existe une S
.0/
0 -algèbre S0 munie d’un relèvement 	S0

W S0 ! S0 du

Frobenius, uneR
.0/
0 -algèbreR0 munie d’un relèvement	R0

W R0 ! R0 duFrobenius,

un morphisme de S
.0/
0 -algèbres S0 ! R0, compatible avec les Frobenius et des

isomorphismes S0˝W.k/ OK Š S (en tant que S .0/-algèbres) et R0˝W.k/ OK Š R

(en tant que S0 ˝W.k/ OK-algèbres). En outre, S0 (resp. R0) s’obtient à partir de

S
.0/
0 (resp. R

.0/
0 ) en itérant un nombre fini de fois les opérations (ét), (loc) et (comp).

Démonstration. Rappelons que S est le dernier terme d’une suite finie S .0/ � S .1/ �
� � � � S .n/ D S d’anneaux où S .iC1/ est obtenu à partir de S .i/ en utilisant une des
opérations (ét), (loc), (comp) (rappelées plus haut) pour tout i 2 f0; : : : ; n � 1g. On
va donc construire, par récurrence sur i , des extensions S

.0/
0 � S

.1/
0 � � � � � S

.i/
0

munies de relèvements compatibles de Frobenius et des isomorphismes compatibles
S

.i/
0 ˝W.k/OK Š S .i/. Pour i D 0, on choisit n’importe quel relèvement de Frobenius

(on peut prendre par exemple le morphisme défini par le Frobenius sur W.k/ et
l’élévation à la puissance p sur les variables Z1; : : : ; Zı ). Supposons S

.i/
0 construit. Si

S .i/ � S .iC1/ est défini par (ét), (loc) ou (comp), alors S
.i/
0 =pS

.i/
0 Š S .i/=$S .i/ �

S .iC1/=$S .iC1/ est défini par une extension étale, une localisation ou par complétion
par rapport à un idéal xI .i/ respectivement. Dans le cas (ét) ou (loc), il existe une et
une seule extension S

.i/
0 � S

.iC1/
0 qui est séparée et complète pour la topologie p-

adique, sans p-torsion et qui relève S
.i/
0 =pS

.i/
0 � S .iC1/=$S .iC1/. Elle est obtenue

par une opération de type (ét) ou (loc). Le Frobenius sur S
.i/
0 s’étend de façon unique

à S
.iC1/
0 . Comme S

.iC1/
0 ˝W.k/ OK est une S .i/-algèbre séparée et complète pour la

topologie p-adique, sans p-torsion, qui relève S .iC1/=$S .iC1/, il existe un unique
isomorphisme S

.iC1/
0 ˝W.k/ OK Š S .iC1/ en tant que S .i/-algèbres. Dans le cas

(comp), soit I .i/ � S
.i/
0 l’image inverse de xI .i/ et S

.iC1/
0 le séparé complété de S

.i/
0

par rapport à l’idéal I .i/. Comme le Frobenius respecte xI .i/, son relèvement à S
.i/
0

respecte I .i/, et le Frobenius sur S
.i/
0 s’étend à S

.iC1/
0 . Notons que S

.iC1/
0 ˝W.k/ OK

est le séparé complété de S .i/ par rapport à l’idéal de S .i/ engendré par I .i/ et $ .
Cet idéal relève xI .i/ : cette complétion coïncide avec S .iC1/ par construction.

On construit R0 et 	R0
à partir de S0

˚
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�
et de 	S0

de la même
manière, en utilisant le fait que R est obtenu à partir de S

˚
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�
en itérant

les opérations (ét), (loc), (comp). �
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Dans ce qui suit, on fixe S0 � R0 et un relèvement 	 W R0 ! R0 du Frobenius
comme dans le lemme 2.

L’homomorphisme � s’étend par R0-linéarité en � W R0 ˝Z W.R/ ! 	xR. On
note alors Acris.R0/ le séparé complété, pour la topologie p-adique, de l’enveloppe
à puissances divisées de R0 ˝Z W.R/ relativement à l’idéal engendré par Ker.�/

(compatibles aux puissances divisées canoniques sur l’idéal engendré par p). C’est
une R0-algèbre munie d’un opérateur de Frobenius 	 -linéaire ' (induit par 	 ˝ '

sur R0 ˝Z W.R/) et d’une action de GR=S . Par abus, on la notera souvent Acris.R/

(et parfois même Acris si le contexte s’y prête) bien que l’anneau Acris.R0/ dépende
du choix de R0.

Dans Acris.R/, on dispose des éléments wj D Zj � Œ zZj � pour j 2 f1; : : : ; ıg et
ui D Ti � � zTi

�
pour i 2 f1; : : : ; dg. Parmi les propriétés de Ar

cris.R/ et de Acris.R/

qui vont nous servir, citons :
• Acris.R/ D Ar

cris.R/
˚hw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i

�
est le séparé complété, pour

la topologie p-adique, de l’anneau des polynômes à puissances divisées en
w1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud à coefficients dans Ar

cris.R/ ([7], Proposition 6.1.8) ;
• les anneaux Ar

cris.R/ et Acris.R/ n’ont pas de p-torsion ([7], Propositions 6.1.4
& 6.1.10), ni de t -torsion ([7], Corollaire 6.2.2).

On pose alors Br
cris.R/ D Ar

cris.R/Œt�1� et Bcris.R/ D Acris.R/Œt�1�, qu’on munit
de la topologie de la limite inductive. Bien sûr, on a des constructions analogues avec
S (en utilisant S0), et on a une application naturelle Acris.S0/! Acris.R0/.

Si r 2 N, on note Filr Acris.R/ la r-ième puissance divisée de l’idéal Ker.�/.
C’est l’adhérence dans Acris.R/ de l’idéal engendré par les produits

� Œn0�u
Œn1�
1 � � �uŒnd �

d
w

ŒndC1�

1 � � �wŒndCı�

ı

pour n D .n0; : : : ; ndCı/ 2 NdCıC1 tel que jnj � r . On munit Bcris.R/ de la
filtration

˚
Filr Bcris.R/

�
r2Z

définie par Filr Bcris.R/ D lim�!n�jrj t�n FilrCn Acris.R/

(muni de la topologie de la limite inductive) pour tout r 2 Z.

Dans tout ce qui suit, les anneaux Acris.R/ et Ar
cris.R/ sont munis de la topolo-

gie p-adique. En particulier, les groupes de cohomologie galoisienne auxquels on
va s’intéresser sont des groupes de cohomologie continue (calculés au moyen des
cochaînes continues).

Définition 3. Pour q 2 N, on pose

Hq
�
GR=S ; Bcris.R/

� WD lim�!
n

Hq
�
GR=S ; t�n Acris.R/

�
et

Hq
�
GR=S ; Filr Bcris.R/

� D lim�!
n�jrj

Hq
�
GR=S ; t�n FilrCn Acris.R/

�
:
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Remarque 4. A priori, il n’y a pas de topologie sur Bcris.R/ telle que la définition
qui précède coïncide avec la cohomologie continue de GR=S à valeurs dans Bcris.R/

et Filr Bcris.R/. Notons à ce sujet que t Acris.R/ � Acris.R/ n’est ni ouvert, ni fermé
pour la topologie p-adique.

Le but de cet article est de prouver les résultats suivants :

Théorème 5. (1) Si q 2 N>0, on a Hq.GR=S ; Bcris.R// D 0 ;

(2) on a H0.GR=S ; Bcris.R// D �R0 y̋ S0
Acris.S/

�
Œt�1�.

Théorème 6. Soit r 2 Z.

(1) Si q 2 N>0, on a Hq.GR=S ; Filr Bcris.R// D 0 ;

(2) on a H0.GR=S ; Filr Bcris.R// D lim�!n�jrj t�n
�
R0 y̋ S0

FilrCn Acris.S/
�
.

On étudie pour cela les groupes Hq.GR=S ; Acris.R// pour q 2 N. Comme GR=S D
GR0=S0

et Acris.R/ ne dépend que de R0 et S0, on peut supposer que R D R0 et
S D S0, ce qu’on fait par la suite.

Le théorème 5 est la conjonction des corollaires 24 et 31, et le théorème 6 la
conjonction de la proposition 34 et du corollaire 42.

2. Descente presque étale

Dans ce qui suit, si A est une OK1-algèbre, on notera mA l’idéal de A engendré
par la famille f".n/�1

�
n2N

. Remarquons que m2
A D mA. Soit zEOK

WD lim �n
O xK=O xK

(où les morphismes de transition sont donnés par le Frobenius). On note � l’idéal
de W

�zEOK

�
engendré par

�
'�n.Œ"� � 1/

�
n2N>0

et par
˚
Œx�; x 2 zEOK

; x.0/ 2
mbO xK

�
. Rappelons (cf. [7], Lemme 6.3.1), que pour tout n 2 N>0, on a � � �2 C

pn W
�zEOK

�
.

Posons (cf. [4], §2.6) zAC
R=S

D W
�zEC

R=S

�
avec zEC

R=S D lim �n
xSR1=p xSR1

(où les morphismes de transition sont donnés par le Frobenius). Puisque xSR1 �xR est normal d’après la proposition 1, l’application xSR1=p xSR1 ! xR=p xR est
injective. En particulier, zAC

R=S
est un sous-anneau de W.R/HR=S . Comme on a un

isomorphisme xS ˝S R1 Š xSR1 (proposition 1), et comme le Frobenius absolu est
surjectif sur xS=p xS (cf. [7], Proposition 2.0.1) et sur R1=pR1 (cf. [1], Corollary 3.7),

il en est de même sur xSR1=p xSR1. En particulier, �
�zAC

R=S

� D1xSR1. Puisque xSR1
est normal, on déduit comme dans [7], Proposition 5.1.2, que Ker.�/ \ zAC

R=S
est

engendré par l’élément � D Œ Qp� � p.
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Soit Ar
cris.R=S/ (resp. Acris.R=S/) le séparé complété, pour la topologie p-adique,

de l’enveloppe à puissances divisées de zAC
R=S

(resp. R0 y̋W.k/
zAC

R=S
) relativement au

noyau du morphisme � W zAC
R=S
!1xSR1 (resp. � W R0 y̋W.k/

zAC
R=S
!1xSR1).

Lemme 7. Les groupes

Hq.HR=S ; Wn.R//; Hq.HR=S ; Ar
cris.R/=pn Ar

cris.R//

et

Hq.HR=S ; Acris.R/=pn Acris.R//

sont tués par � pour tout n 2 N>0 et tout q 2 N>0.
Les applications

Wn

�zEC
R=S

�!Wn.R/HR=S ;

Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/! �
Ar

cris.R/=pn Ar
cris.R/

�HR=S

et

Acris.R=S/=pn Acris.R=S/! �
Acris.R/=pn Acris.R/

�HR=S

sont injectives de conoyau tué par �.
Enfin,

Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/ ŠWn

�zEC
R=S

�h�i
(l’anneau Wn

�zEC
R=S

� ˝
Wn

�zEC
R=S

�
ŒT �

Wn

�zEC
R=S

�hT i des polynômes à puissances

divisées en �, où Wn

�zEC
R=S

�
ŒT � ! Wn

�zEC
R=S

�
est le morphisme de Wn

�zEC
R=S

�
-

algèbres envoyant T sur �) et

Acris.R=S/=pn Acris.R=S/ Š Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/hw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i
(l’anneau des polynômes à puissances divisées en w1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud , où wj WD
Zj �

� zZj

�
et ui WD Ti �

� zTi

�
).

Démonstration. On a des applications

an W Wn

�zEC
R=S

�h�i ! Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/

et

bn W Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/hw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i
! Acris.R=S/=pn Acris.R=S/:

Pour prouver la dernière assertion du lemme il suffit de prouver que ce sont des
isomorphismes.
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D’après le théorème de pureté de Faltings (R a bonne réduction, cf. [9], Section 2,
Theorem 4), le groupe Hq.HR=S ; xR/ est presque nul (i.e. tué par mO xK

) pour tout
q 2 N>0. Il en est a fortiori de même du groupe Hq.HR=S ; xR=p xR/. Pour tout
m 2 N, on dispose de l’isomorphisme

R= Qppm

R �!� xR=p xR;

.: : : ; xm; : : : ; x1; x0/ 7�! xm

(cf. [7], Proposition 5.1.2). Cet isomorphisme envoie l’image de
˚
x 2 R; x.0/ 2

m yO xK

�
, i.e. l’image de � (dont l’image modulo p coïncide avec celle de

˚
x 2

R; x.0/ 2 m yO xK

�
), sur l’image de mO xK

. Le groupe Hq.HR; R= Qppn
R/ est donc

tué par
˚
x 2 R; x.0/ 2 m yO xK

�
.

� Montrons l’assertion sur Hq.HR=S ; Wn.R//. Commençons par traiter le cas
n D 1. La topologie Qp-adique sur R n’est autre que la topologie induite par la topo-
logie produit sur . xR=p xR/N (où chaque facteur est muni de la topologie discrète), de
sorte que R est séparé et complet pour la topologie Qp-adique. D’après [20], Propo-
sition 2.2, pour tout q 2 N>0, on a la suite exacte

0! R1 lim �
m

Hq�1
�
HR=S ; R= Qppm

R
�

! Hq.HR=S ; R/! lim �
m

Hq
�
HR=S ; R= Qppm

R
�! 0

(R= Qppm
R est muni de la topologie discrète).

D’après ce qui précède, Hq
�
HR=S ; R= Qppm

R
�

est tué par � pour tout m 2 N, de
sorte que lim �m

Hq
�
HR=S ; R= Qppm

R
�

aussi. De même, le groupe

R1 lim �
m

Hq�1
�
HR=S ; R= Qppm

R
�

est tué par � si q > 1. C’est encore le cas lorsque q D 1. Pour tout m 2 N, on a
H0
�
HR=S ; R= Qppm

R
� ' . xR=p xR/HR=S , et les morphismes de transition sont donnés

par le Frobenius. On a la suite exacte

0! xSR1=p xSR1 ! . xR=p xR/HR=S ! H1.HR=S ; xR/:

Comme le système projectif f xSR1=p xSR1gn2N>0
a la propriété de Mittag-Leffler,

on conclut que R1 lim �n
xSR1=p xSR1 D 0. Comme en outre H1.HR=S ; xR/ est tué

par mO xK
, cela implique que R1 lim �m

H0
�
HR=S ; R= Qppm

R
�

est tué par �, ce qu’on

voulait. On déduit aussi que le conoyau de l’application injective xSR1=p xSR1 !
. xR=p xR/HR=S est tué par �. En prenant la limite projective relativement au Frobenius,
on en déduit l’assertion sur les invariants sous HR=S .
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Si n 2 N>1, on a la suite exacte 0 ! Wn�1.R/ ! Wn.R/ ! R ! 0 et une
section continue d’ensembles topologiques R!Wn.R/ donnée par le Teichmüller.
On a donc la suite exacte

� � � ! Hq.HR=S ; Wn�1.R//! Hq.HR=S ; Wn.R//! Hq.HR=S ; R/! � � �
pour tout q 2 N. Par récurrence, on en déduit que Hq.HR=S ; Wn.R// est tué par �2

et donc par � pour q > 0 vu que � � �2 C pn W.R/. Pour q D 0, on conclut que

l’application Wn

�zEC
R=S

�!Wn.R/HR=S est injective de conoyau tué par �.
�Montrons l’assertion sur

Hq.HR=S ; Ar
cris.R/=pn Ar

cris.R// et Hq.HR=S ; Acris.R/=pn Acris.R//:

Pour alléger les notations, on va noter Ar
cris et Acris au lieu de Ar

cris.R/ et Acris.R/.
Là encore, commençons par traiter le cas n D 1. Comme on a un isomorphisme
GR=S -équivariant

Ar
cris =p Ar

cris �!�
�
R= QppR

�
Œı0; ı1; : : : ; ın; : : :�=.ıp

n /n2N

de sorte que l’action de HR=S est triviale sur ı0; : : : ; ın; : : : (cf. [7], Corollaire 6.1.3),
on en déduit que pour tout q 2 N>0, le groupe Hq.HR=S ; Ar

cris =p Ar
cris/ est tué par˚

x 2 R; x.0/ 2 m yO xK

�
, c’est-à-dire par �. L’application

zEC
R=S= QpzEC

R=S D xSR1=p xSR1 ! xR=p xR D R= QpR

est injective parce que xSR1 � xR est normal. En particulier, puisque zEC
R=S � R

et R sont sans Qp-torsion, l’application zEC
R=S= Qpp zEC

R=S ! R= QppR est injective.
L’application

zEC
R=S h�i Š

�zEC
R=S= Qpp zEC

R=S

�
Œı0; ı1; : : : ; ın; : : :�=.ıp

n /n2N

! �
R= QppR

�
Œı0; ı1; : : : ; ın; : : :�=.ıp

n /n2N

est donc injective. Cela implique que a1 est injective, donc un isomorphisme et que
l’application Ar

cris.R=S/=p Ar
cris.R=S/! H0.HR=S ; Ar

cris =p Ar
cris/ est injective, de

conoyau tué par �.
Comme Ar

cris est sans p-torsion ([7], Proposition 6.1.4), pour tout n 2 N>1, on a
la suite exacte

0! Ar
cris =p Ar

cris ! Ar
cris =pn Ar

cris ! Ar
cris =pn�1 Ar

cris ! 0

et donc la suite exacte

� � � ! Hq.HR=S ; Ar
cris =p Ar

cris/! Hq.HR=S ; Ar
cris =pn Ar

cris/

! Hq.HR=S ; Ar
cris =pn�1 Ar

cris/! � � � :
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Si Hq.HR=S ; Ar
cris =pn�1 Ar

cris/ est tué par � pour q 2 N>0, alors

Hq.HR=S ; Ar
cris =pn Ar

cris/

est tué par �2 et donc par � vu que � � �2Cpn Ar
cris. Une récurrence immédiate im-

plique donc que Hq.HR=S ; Ar
cris =pn Ar

cris/ est tué par � pour tout n 2 N>0 et tout q 2
N>0, que l’application Ar

cris.R=S/=pn Ar
cris.R=S/! H0.HR=S ; Ar

cris =pn Ar
cris/ est

injective, de conoyau tué par �, et que l’application an est injective, donc un isomor-
phisme.

D’après Proposition 6.1.5 dans [7] on a

Acris =pn Acris D Ar
cris =pn Ar

crishw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i

D Ar
cris =pn Ar

crisŒw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud �ŒZj;0; : : : ; Zj;m; : : : ; Ti;0; : : : ; Ti;m; : : :�

.w
p
j � pZj;0; Z

p
j;m � pZj;mC1; u

p
i � pTi;0; T

p
i;m � pTi;mC1/m2N>0

1�j �ı
1�i�d

:

En particulier, c’est un Ar
cris =pn Ar

cris-module libre. Comme l’action de HR=S est trivi-
ale sur w1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud , on en déduit que Hq.HR=S ; Acris =pn Acris/ est tué par
� pour q > 0 et qu’il contient Ar

cris.R=S/=pn Ar
cris.R=S/hw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i

pour q D 0, le quotient étant tué par �. En particulier, l’application bn est injective.
D’après la proposition 47, la structure de R0-algèbre sur

Ar
cris =pn Ar

crishw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i
définie dans [7], Proposition 6.1.5, se factorise à travers

Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/hw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i:
On en déduit, d’après la propriété universelle de l’enveloppe à puissances divisées
Acris.R=S/=pn Acris.R=S/ de R0˝W.k/

zAC
R=S

=pnzAC
R=S

relativement à Ker.�/, que
l’inclusion

Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/hw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i � Acris.R=S/=pn Acris.R=S/

admet un inverse à gauche, et donc qu’elle est bijective. �

Proposition 8. Pour tout q 2 N>0, les groupes

Hq.HR=S ; Ar
cris.R// et Hq.HR=S ; Acris.R//

sont tués par �2, en particulier, on a

Hq.HR=S ; Br
cris.R// D Hq.HR=S ; Bcris.R// D 0:

On a des inclusions Ar
cris.R=S/� �Ar

cris.R/
�HR=S et Acris.R=S/DAr

cris.R=S/ �
Acris.R/HR=S dont les conoyaux sont tués par �.
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Démonstration. La deuxième assertion résulte du lemme 7.Traitons le cas de Acris.R/,
celui de Ar

cris.R/ étant analogue (et plus simple). Comme lors de la preuve précédente,
on va noter Ar

cris et Acris au lieu de Ar
cris.R/ et Acris.R/ pour alléger les notations.

D’après [20], Proposition 2.2, pour tout q 2 N>0, on a la suite exacte

0! R1 lim �
n

Hq�1
�
HR=S ; Acris =pn Acris

�
! Hq.HR=S ; Acris/! lim �

n

Hq
�
HR=S ; Acris =pn Acris

�! 0

(Acris =pn Acris est muni de la topologie discrète). D’après le lemme 7, pour tout
q 2 N>0, le groupe lim �

n

Hq
�
HR=S ; Acris =pn Acris

�
est tué par �.

De même, si q > 1, le groupe R1 lim �
n

Hq�1
�
HR=S ; Acris =pn Acris

�
est tué par �.

Montrons que c’est aussi le cas lorsque q D 1. D’après le lemme 7 on a une suite
exacte

0! Acris.R=S/=pn Acris.R=S/! H0
�
HR=S ; Acris =pn Acris

�!Mn ! 0

où Mn est un Wn

�zEC
R=S

�
-module tué par �. On a donc la suite exacte

R1 lim �
n

Acris.R=S/=pn Acris.R=S/! R1 lim �
n

H0
�
HR=S ; Acris =pn Acris

�
! R1 lim �

n

Mn ! 0;

où R1 lim �n
Mn est tué par �. Comme .Acris.R=S/=pn Acris.R=S//n2N>0

a la pro-

priété de Mittag-Leffler, on a R1 lim �n
Acris.R=S/=pn Acris.R=S/ D 0, de sorte que

R1 lim �n
H0
�
HR=S ; Acris =pn Acris

� Š R1 lim �n
Mn est tué par �. �

3. Descente de la tour R1 xSŒp�1�=R xSŒp�1�

Posons zEC
R D H0

�
HR; zEC� D RHR où HR D Gal. xRŒp�1�=R1Œp�1�/.

Lemme 9. Pour tout n 2 N, l’image du Frobenius sur RnC1=pRnC1 est égale à
Rn=pRn.

Démonstration. Comme on a supposé R défini sur OK D W.k/, on déduit de

la proposition 1 (2) que Sn=pSn Š .S=pS/ ˝kŒZ1;:::;Zı� k
�
".n/; Z

1
pn

1 ; : : : ; Z
1

pn

ı

�
et Rn=pRn Š .R=pR/ ˝SŒT1;:::;Td � Sn

�
T

1
pn

1 ; : : : ; T
1

pn

d

�
. En particulier, l’image



982 F. Andreatta and O. Brinon CMH

du Frobenius sur SnC1=pSnC1 (resp. RnC1=pRnC1) est contenue dans Sn=pSn

(resp. Rn=pRn). On déduit de la preuve de la proposition 1 (2) que l’image du Fro-
benius sur RnC1=pRnC1 est exactement Rn=pRn. �

On définit alors le sous-anneau EC
R de zEC

R par EC
R WD lim �n

Rn=pRn, où les mor-

phismes de transition sont donnés par restriction du Frobenius de xR=p xR à Rn=pRn �xR=p xR pour n 2 N. Rappelons (cf. [2], Proposition 4.42 & Remarque 4.43, cf. Ap-

pendice) qu’on dispose d’un sous-anneau AC
R de zAC

R DW
�zEC

R

�
, stable sous l’action

de ' et de z�R=S , et caractérisé par les propriétés suivantes :

(1) Œ"� 2 AC
R et

� zTi

� 2 AC
R pour tout i 2 f1; : : : ; dg ;

(2) AC
R=pAC

R ' EC
R ;

(3) AC
R est complet pour la topologie faible.

Posons (cf. [4], §2.6) zAC
R=S
D W

�zEC
R=S

�
avec zEC

R=S D lim �n
xSR1=p xSR1 (où

les morphismes de transition sont donnés par le Frobenius).

Notons AC
R=S

(resp. EC
R=S

) l’adhérence dans zAC
R=S

(resp. dans zEC
R=S ) du composé

AC
R
zAC

xS (resp. EC
R
zEC

xS ) pour la topologie faible.

Lemme 10. L’anneau AC
R=S

est le séparé complété de AC
R˝AC

S

zAC
xS pour la topologie

définie par les idéaux
�
pm; .Œ"��1/n

�
m;n2N>0

. On a AC
R=S

=pAC
R=S
Š EC

R=S
, qui est

le séparé complété de EC
R ˝EC

S

zEC
xS pour la topologie ." � 1/-adique.

(i) ' W AC
R=S
! AC

R=S
est libre de rang pd , de base

�
Œ zT1�˛1 � � � Œ zTd �˛d

�
0�˛i <p

.

(ii) Pour toutn 2 N, leAC
R=S

-module'�n
�
AC

R=S

� D AC
R=S

�
Œ zT1�

1
pn ; : : : ; Œ zTd �

1
pn
� �

zA0C
R est libre de base

�
Œ zT1�

˛1
pn � � � Œ zTd �

˛d
pn
�

0�˛i <pn

(iii) L’anneau
S

n2N AC
R=S

�
Œ zT1�

1
pn ; : : : ; Œ zTd �

1
pn
�

est dense dans zAC
R=S

pour la to-
pologie faible.

En particulier, si on pose En D pn
�

ZŒp�1� \ Œ0; 1Œ
�d

, on a

zAC
R=S

=pnzAC
R=S
D

M
˛2En

�
'n.AC

R=S
/=pn'n.AC

R=S
/
�� zT �˛

(où la barre désigne le complété pour la topologie faible).



Vol. 88 (2013) Acyclicité géométrique de Bcris 983

Démonstration. Comme l’anneau xSR1 est normal (proposition 1), la projection de
zEC

R=S sur le n-ième facteur xSR1=p xSR1 identifie

zEC
R=S=

�
"pn � 1

�zEC
R=S

à xSR1=
�
".1/ � 1

� xSR1. En particulier, on a

EC
R ˝EC

S

zEC
xS =
�
"pn � 1

�
EC

R ˝EC
S

zEC
xS Š Rn ˝Sn

xS=
�
".1/ � 1

�
Rn ˝Sn

xS

d’après le lemme 9. Notons que Rn ˝Sn
xS=
�
".1/ � 1

�
Rn ˝Sn

xS est un sous-anneau
de xSR1=

�
".1/ � 1

� xSR1 par normalité de Rn ˝Sn
xS (proposition 1). On en déduit

que le composé

EC
R ˝EC

S

zEC
xS =."pn�1/ EC

R ˝EC
S

zEC
xS ! EC

R=S
=."pn�1/ EC

R=S
! zEC

R=S =."pn�1/zEC
R=S

est injectif et donc que le premier morphisme, étant surjectif, est un isomorphisme.
Comme p est un élément régulier de zAC

R=S
, on en déduit par récurrence que pour tout

n; m 2 N>0, l’application

AC
R ˝AC

S

zAC
xS =
�
pm; .Œ"� � 1/n

�
AC

R ˝AC
S

zAC
xS ! zAC

R=S
=
�
pm; .Œ"� � 1/n

�zAC
R=S

est injective, ce qui prouve la première assertion.
Le reste du lemme se prouve modulo p. Il résulte alors de la preuve de [4],

Lemma 2.7 (2). �

Notons Ar
n (resp. An) l’image de 'n.AC

R/ Ar
cris.S/ (resp. 'n.AC

R/ Acris.S/) dans
.Ar

cris.R/=pn Ar
cris.R//HR=S (resp. .Acris.R/=pn Acris.R//HR=S ), pour n 2 N>0.

Lemme 11. Pour i 2 f1; : : : ; dg, on a Œ"�p
n D 1 dans An et l’élément �i agit

trivialement sur An.

Démonstration. Comme

Œ"�p
n � 1 D exp.pnt / � 1 D

1X
rD1

pnr t Œr� 2 pn Acris.OK/

l’action de �i sur 'n
�� zTi

��
est triviale modulo pn Acris. Il en est donc de même

de l’action sur l’image de 'n.AC
R.0// dans Acris =pn Acris. Notons f

.0/
n (resp. fn) le

composé de 'n avec l’application naturelle AC
R.0/ ! Acris =pn Acris (resp. AC

R !
Acris =pn Acris). On a alors f

.0/
n D �i B f

.0/
n . Soient 
 W AC

R ! R=pR le composé
AC

R ! EC
R ! R=pR (projection sur le premier facteur) et 
n le composé de 
 avec

R=pR � xR=p xR et la puissance n-ième du Frobenius sur xR=p xR.
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Comme Œ"�p
n 	 1 mod pn Acris, le morphisme f

.0/
n (respectivement fn) se fac-

torise par NI .0/
n W AC

R.0/=.pn; Œ"� � 1/!Acris =pn Acris (respectivement NIn W AC
R=.pn;

Œ"��1/! Acris =pn Acris). De même, le morphisme 
n se factorise par N
n W AC
R=.pn;

Œ"� � 1/! xR=p xR. On a le diagramme commutatif

AC
R=.pn; Œ"� � 1/

N�n ��

NIn

����������������
xR=p xR

AC
R.0/=.pn; Œ"� � 1/

��

NI .0/
n

�� Acris =pn Acris .

��

Montrons que le morphisme AC
R.0/=.pn; Œ"� � 1/ ! AC

R=.pn; Œ"� � 1/ est relative-

ment parfait. D’après le lemme 45, il suffit de montrer que EC
R.0/ =." � 1/ EC

R.0/ !
EC

R =."� 1/ EC
R est relativement parfait et que AC

R.0/=.pn; Œ"�� 1/! AC
R=.pn; Œ"��

1/ est plat. Le premier point résulte des isomorphismes EC
R.0/ =." � 1/p EC

R.0/ '
.R.0//1=p.R.0//1 et EC

R =." � 1/p EC
R ' R1=pR1 (cf. lemme 9), et du fait que

R.0/=pR.0/ ! R=pR est relativement parfait (lemme 46), par changement de base
(proposition 1). En vertu du critère local de platitude, le deuxième point résulte de
la platitude de EC

R.0/ =." � 1/ EC
R.0/ ! EC

R =." � 1/ EC
R (car .p; Œ"� � 1/ est une

suite régulière dans AC
R.0/ et AC

R), qu’on déduit de celle de R.0/=pR.0/ ! R=pR

de la même façon qu’on prouve que EC
R.0/ =." � 1/ EC

R.0/ ! EC
R =." � 1/ EC

R est
relativement parfait.

Comme la puissance pn-ième de chaque élément du noyau du morphisme
Acris =pn Acris ! xR=p xR est nulle, la proposition 47 implique qu’il existe un et
un seul morphisme de AC

R.0/-algèbres AC
R=.pn; Œ"��1/! Acris =pn Acris compatible

avec NI .0/
n et dont le composé avec Acris =pn Acris ! xR=p xR coïncide avec l’applica-

tion N
n. En particulier, puisque N
n D �i B N
n et NI .0/
n D �i B NI .0/

n , on en déduit que
NIn D �i B NIn, de sorte que �i agit trivialement sur l’image de 'n.AC

R/ Acris.S/ dans
Acris =pn Acris. �

Posons
An D

M
˛2En\Nd

An

� zT �˛ et Xn D
M

˛2En

.9i/ ˛i 62N

An

� zT �˛:

Ce sont des sous-Acris.S/-modules de
�
Acris.R/=pn Acris.R/

�HR=S stables sous l’ac-
tion de �i pour tout i 2 f1; : : : ; dg.

Proposition 12. L’application

Anhu1; : : : ; ud i ˚ Xnhu1; : : : ; ud i ! Acris.R=S/=pn Acris.R=S/
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est un isomorphisme.

Démonstration. D’après la description de Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/ du le lemme 7,
on a

Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/ Š Ar
cris.S/=pn Ar

cris.S/˝zAC
xS

=pn zA xSC

zAC
R=S

=pnzAC
R=S

:

On déduit du lemme 10 que zAC
R=S

=.pn; Œ"��1/ est un AC
R=S

=.pn; Œ"��1/-module libre

de base
˚� zT �˛�

˛2
�

ZŒp�1�\Œ0;1Œ
�d pour tout n 2 N>0. Comme ' est un isomorphisme

sur zAC
R=S

, on en déduit que zAC
R=S

=.pn; Œ"�p
n � 1/ est un 'n

�
AC

R=S

�
=.pn; Œ"�p

n � 1/-

module libre de base
˚� zT �˛g˛2En

. Comme Œ"�p
n 	 1 mod pn Acris.S/ (voir la

preuve du lemme 11), on conclut que

Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/ Š
M

˛2En

�
Ar

cris.S/=pn Ar
cris.S/˝zAC

xS

'n
�
AC

R=S

��� zT �˛:

En particulier, en regardant la composante correspondant à ˛ D 0, on en déduit que
l’application Ar

cris.S/=pn Ar
cris.S/ ˝zAC

xS

'n
�
AC

R=S

� ! Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/

est injective. Par définition et injectivité de

Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/! Ar
cris.R/=pn Ar

cris.R/;

son image est Ar
n . D’après le lemme 7 on a

Acris.R=S/=pn Acris.R=S/ Š Ar
cris.R=S/=pn Ar

cris.R=S/hw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud i
et, en prenant le cas R D S , on a

Acris.S/=pn Acris.S/ Š Ar
cris.S/=pn Ar

cris.S/hw1; : : : ; wıi:
En particulier, on a An Š Ar

n hw1; : : : ; wıi, ce qui prouve la proposition. �

Dans une première version de ce travail, on avait prouvé que le noyau et le conoyau
du morphisme précédent sont tués par �. Les auteurs remercient le rapporteur pour
avoir suggéré la proposition adoptée ici. Dans ce qui suit, nous allons prouver que´

Hq
�z�R=S ; Xnhu1; : : : ; ud i

�
est tué par

�
1 � Œ"�

1
p
�2

si q 2 N (proposition 16);

Hq
�z�R=S ; Anhu1; : : : ; ud i

�
est tué par .1 � Œ"�/d si q > 0 (proposition 21):

Contrôle de la cohomologie de Xnhu1; : : : ; udi

Lemme 13. Soient ˛; ˛0 2 N, alors 1� Œ"�˛ divise 1� Œ"�˛
0
dans AC

OK
si et seulement

si vp.˛/ � vp.˛0/.
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Démonstration. Posons u˛ D 1C Œ"�
1
p C� � �C Œ"�

˛�1
p 2 W ŒŒŒ"�

1
p �1��. Si .1� Œ"�˛/ j

.1 � Œ"�˛
0
/, on a u˛ j u˛0 . Comme l’image de u˛ par le morphisme W ŒŒŒ"�

1
p � 1��!

W I Œ"�
1
p 7! 1 vaut ˛, on a ˛ j ˛0 dans W , et donc vp.˛/ � vp.˛0/. La réciproque est

évidente. �

Rappelons (cf. [12], 5.1.1) que 1 � Œ"� D �
1 � Œ"�

1
p
� Q� où Q� 2 zAC

O xK
est un géné-

rateur de Ker.�/.

Lemme 14. Pour i 2 f1; : : : ; dg et N 2 N, on a

.�i � 1/
�
u

ŒN �
i

� 2 .1 � Œ"�
1
p /

N �1X
mD0

Acris.OK/u
Œm�
i :

Démonstration. On a

�i .ui / D �i

�
Ti ˝ 1 � 1˝ � zTi

�� D Ti ˝ 1 � 1˝ Œ"�
� zTi

� D ui C .1 � Œ"�/
� zTi

�
:

Pour N 2 N, on a donc

�i

�
u

ŒN �
i

� D �ui C .1 � Œ"�/
� zTi

��ŒN �

D
NX

mD0

�
.1 � Œ"�/

� zTi

��Œm�
u

ŒN �m�
i

D u
ŒN �
i C

NX
mD1

.1 � Œ"�
1
p /m� zTi

�m Q� Œm�u
ŒN �m�
i

et donc

.�i � 1/
�
u

ŒN �
i

� 2 �1 � Œ"�
1
p
�N �1X

mD0

Acris.OK/u
Œm�
i : �

Lemme 15. Soit X un sous-Acris.OK/-module de Xn stable sous l’action de �i .

(1) Lorsque Coker
�
�i � 1 W X ! X

�
est tué par 1 � Œ"�

1
p , il en est de même de

Coker
�
�i � 1 W Xhui i ! Xhui i

�
.

(2) Lorsque Ker
�
�i � 1 W X ! X

�
est tué par 1 � Œ"�

1
p , il en est de même de

Ker
�
�i � 1 W Xhui i ! Xhui i

�
.

Démonstration. (1) Soit b D PN
mD0 bmu

Œm�
i 2 Xhui i. Supposons N > 0. Comme

Coker
�
�i �1 W X ! X

�
est tué par 1� Œ"�

1
p , il existe aN 2 X tel que .�i �1/.aN / D�

1 � Œ"�
1
p
�
bN . On a alors

.�i � 1/
�
aN u

ŒN �
i

� D �i .aN /.�i � 1/
�
u

ŒN �
i

�C .�i � 1/.aN /u
ŒN �
i
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et donc �
1 � Œ"�

1
p
�
b � .�i � 1/

�
aN u

ŒN �
i

�
D ��i .aN /.�i � 1/

�
u

ŒN �
i

�C �1 � Œ"�
1
p
�N �1X

mD0

bmu
Œm�
i

2 �1 � Œ"�
1
p
�N �1X

mD0

Xu
Œm�
i (cf. lemme 14):

Une récurrence immédiate montre donc que
�
1 � Œ"�

1
p
�
Xhui i � Im.�i � 1/.

(2) Soit b DPN
mD0 bmu

Œm�
i 2 Xhui i. On a

.�i � 1/.b/ D
NX

mD0

�
�i .bm/.�i � 1/

�
u

Œm�
i

�C .�i � 1/.bm/u
Œm�
i

�
: (
)

D’après le lemme 14, le coefficient de u
ŒN �
i dans (
) vaut .�i � 1/.bN / : il est donc

nul si .�i � 1/.b/ D 0. Comme Ker
�
�i � 1 W X ! X

�
est tué par 1� Œ"�

1
p , on a donc�

1 � Œ"�
1
p
�
bN D 0. Comme

.�i � 1/
�
u

ŒN �
i

� 2 .1 � Œ"�
1
p /

N �1X
mD0

Acris.OK/u
Œm�
i

d’après le lemme 14, il en résulte que �i .bN /.�i � 1/
�
u

ŒN �
i

� D 0, et donc que

.�i � 1/.b0/ D 0 avec b0 DPN �1
mD0 bmu

Œm�
i . Une récurrence immédiate montre donc

que
�
1 � Œ"�

1
p
�
bm D 0 pour tout m 2 f0; : : : ; N g. �

Proposition 16. Si q 2 N, le module Hq
�z�R=S ; Xnhu1; : : : ; ud i

�
est tué par�

1 � Œ"�
1
p
�2

.

Démonstration. Pour i 2 f1; : : : ; dg, posons

X.i/
n D

M
˛2En

˛1;:::;˛i�12N
˛i 62N

An

� zT �˛:

C’est un sous An-module de Xn stable par �i et on a

Xn D X.1/
n ˚ X.2/

n ˚ � � � ˚ X.d/
n :
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Si ˛ 2 En est tel que ˛1; : : : ; ˛i�1 2 N et ˛i 62 N, on a .�i � 1/
�� zT �˛� D�

Œ"�˛i�1
�� zT �˛ . Comme ˛i 62 N, on a ˛i 2 .ZŒp�1�\Œ0; pnŒ/nN donc vp.˛i / � �1,

et 1 � Œ"�˛i divise 1 � Œ"�
1
p dans zAC

O xK
(lemme 13). Ainsi�

1 � Œ"�
1
p
�� zT �˛ 2 .�i � 1/

�
X.i/

n

�
i.e. Coker

�
�i � 1 W X.i/

n ! X.i/
n

�
est tué par 1 � Œ"�

1
p . Par ailleurs, si

x D
X

˛2En

˛1;:::;˛i�12N
˛i 62N

x˛

� zT �˛ 2 X.i/
n ;

on a
.�i � 1/.x/ D

X
˛2En

˛1;:::;˛i�12N
˛i 62N

�
Œ"�˛i � 1

�
x˛

� zT �˛I
si .�i � 1/.x/ D 0, on a

�
1 � Œ"�˛i

�
x˛ D 0 et a fortiori

�
1 � Œ"�

1
p
�
x˛ D 0

pour tout ˛ 2 En tel que ˛1; : : : ; ˛i�1 2 N et ˛i 62 N. Cela signifie donc que

Ker
�
�i � 1 W X.i/

n ! X.i/
n

�
est tué par 1 � Œ"�

1
p .

D’après le lemme 15, les modules

Coker
�
�i � 1 W X.i/

n hui i ! X.i/
n hui i

�
et

Ker
�
�i � 1 W X.i/

n hui i ! X.i/
n hui i

�
sont eux aussi tués 1 � Œ"�

1
p . Comme �i agit trivialement sur u1; : : : ; ui�1; uiC1;

: : : ; ud , il en est de même de

Coker
�
�i � 1 W X.i/

n hu1; : : : ; ud i ! X.i/
n hu1; : : : ; ud i

�
et

Ker
�
�i � 1 W X.i/

n hu1; : : : ; ud i ! X.i/
n hu1; : : : ; ud i

�
:

La suite spectrale de Hochschild–Serre pour la suite exacte

0! Zp �i ! z�R=S ! z�R=S= Zp �i ! 0

appliquée à X.i/
n hu1; : : : ; ud i s’écrit

Hr
�z�R=S= Zp �i ; Hs

�
Zp �i ; X.i/

n hu1; : : : ; ud i
��) HrCs

�z�R=S ; X.i/
n hu1; : : : ; ud i

�
:

Comme Hs
�

Zp �i ; X
.i/
n hu1; : : : ; ud i

�
est nul pour s > 1 et tué par 1 � Œ"�

1
p pour

s 2 f0; 1g, l’aboutissement HrCs
�z�R=S ; X.i/

n hu1; : : : ; ud i
�

est tué par
�
1 � Œ"�

1
p
�2

.
�
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Contrôle de la cohomologie de Anhu1; : : : ; udi
Lemme 17. On a .Œ"� � 1/p�1 2 p Acris.OK/.

Démonstration. On a .X � 1/p 	 Xp � 1 mod p ZŒX� et donc .X � 1/p�1 	
1CX C � � � CXp�1 mod p ZŒX�. En particulier, on a�

Œ"�
1
p � 1

�p�1 	 1C Œ"�
1
p C � � � C Œ"�

p�1
p mod p Acris.OK/:

On a donc

.Œ"� � 1/p�1 D
�
1C Œ"�

1
p C � � � C Œ"�

p�1
p

�p�1 �
Œ"�

1
p � 1

�p�1

	
�
1C Œ"�

1
p C � � � C Œ"�

p�1
p

�p

mod p Acris.OK/

	 0 mod p Acris.OK/

vu que 1 C Œ"�
1
p C � � � C Œ"�

p�1
p 2 Ker

�
� W Acris.OK/ ! yO xK

�
a des puissances

divisées. �

Lemme 18. Pour j 2 N�2, on a

.1 � Œ"�/Œj � D .1 � Œ"�/ ǰ

avec ǰ 2 Ker
�
� W Acris.OK/! yO xK

�
.

Démonstration. Si p − j , on a ǰ D 1
j

.1 � Œ"�/Œj �1� 2 Ker
�
� W Acris.OK/! yO xK

�
.

Si j D pm, on a

.1 � Œ"�/Œj � D .1 � Œ"�/pm

.pm/Š
D mŠpm

.pm/Š

.1 � Œ"�/.p�1/m

pm

.1 � Œ"�/m

mŠ
:

On a vp

�
mŠpm

.pm/Š

� D m�s.m/
p�1

C m � pm�s.m/
p�1

(où s.m/ D s.pm/ désigne la somme

des chiffres de l’écriture de m et de pm en base p), et donc vp

�
mŠpm

.pm/Š

� D 0 : l’élé-

ment mŠpm

.pm/Š
est une unité p-adique. En outre, on a .1�Œ"�/.p�1/m

pm D �
.1�Œ"�/p�1

p

�m 2
Ker

�
� W Acris.OK/ ! yO xK

�
(cf. lemme 17). On conclut grâce à une récurrence sur

m � 1. �

Soient i 2 f1; : : : ; dg et A une sous-An-algèbre de
�

Acris.R/=pn Acris.R/
�HR=S

fixe sous �i . Pour m > �pn, notonsA .m/ le sous-A -module de Acris.R/=pn Acris.R/

engendré par
˚
v

.m/
˛

�
max.0;�m/�˛<pn où v

.m/
˛ D u

ŒmC˛�

i

Œ zTi �˛
pour 0 � ˛ � pn. Remar-

quons que v
.m/
pn D v

.mCpn/
0

Œ zTi �p
n , de sorte que

˚
v

.m/
˛

�
m>�pn

0�˛<pn

mC˛�0

engendre la sous-A -algèbre
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A
�� zTi

��hui i de .Acris.R/=pn Acris.R//HR=S engendrée par
� zTi

�
et fuŒm�

i gm2N . Re-
marquons qu’en général, cette dernière n’est pas isomorphe à l’anneau des poly-
nômes à puissances divisées en ui à coefficients dans A

�� zTi

��
(car on peut avoir

Ker.Œ"� � 1 W An ! An/ui � A ). On a

A
�� zTi

��hui i D
X

m>�pn

maxf�m;0g�˛<pn

A v.m/
˛ D

X
m>�pn

A .m/

et donc la situation suivante :

A .m�2pn/ A .m�pn/ A .m/

N

˛

pn � 1

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

où le point de coordonnées .N; ˛/ représente le sous-A -module de A
�� zTi

��hui i
engendré par v

.N �˛/
˛ .

Soit 0 � ˛ � pn tel que mC ˛ � 0. On a

Œ"�˛.�i � 1/

 
u

ŒmC˛�
i� zTi

�˛
!

D
�
ui C .1 � Œ"�/

� zTi

��ŒmC˛�

� zTi

�˛ � Œ"�˛
u

ŒmC˛�
i� zTi

�˛
D �1 � Œ"�˛

�uŒmC˛�
i� zTi

�˛ C .1 � Œ"�/
u

ŒmC˛�1�
i� zTi

�˛�1
C .1 � Œ"�/Œ2� u

ŒmC˛�2�
i� zTi

�˛�2
C � � �

� � � C .1 � Œ"�/ŒmC˛�1� ui� zTi

�1�m
C .1 � Œ"�/ŒmC˛� 1� zTi

��m :

(I) Si maxf0;�mg � ˛ < pn, on a donc
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Œ"�˛.�i � 1/.v.m/
˛ /

D �1 � Œ"�˛
�
v.m/

˛ C .1 � Œ"�/v
.m/
˛�1 C .1 � Œ"�/Œ2�v

.m/
˛�2 C � � � C .1 � Œ"�/Œ˛�v

.m/
0„ ƒ‚ …

2A .m/

C � zTi

�pn

.1 � Œ"�/Œ˛C1�v
.m�pn/
pn�1 C � � � C � zTi

�pn

.1 � Œ"�/Œ˛Cpn�v
.m�pn/
0„ ƒ‚ …

2A .m�pn/

C � zTi

�2pn

.1 � Œ"�/Œ˛CpnC1�v
.m�2pn/
pn�1 C � � � C � zTi

�2pn

.1 � Œ"�/Œ˛C2pn�v
.m�2pn/
0„ ƒ‚ …

2A .m�2pn/

C � � � :

(II) Si ˛ D pn, on a Œ"�p
n D 1 (lemme 11) et donc

.�i � 1/.v
.m/
pn /

D .1 � Œ"�/v
.m/
pn�1 C .1 � Œ"�/Œ2�v

.m/
pn�2 C � � � C .1 � Œ"�/Œpn�v

.m/
0„ ƒ‚ …

2A .m/

C � zTi

�pn

.1 � Œ"�/ŒpnC1�v
.m�pn/
pn�1 C � � � C � zTi

�pn

.1 � Œ"�/Œ2pn�v
.m�pn/
0„ ƒ‚ …

2A .m�pn/

C � zTi

�2pn

.1 � Œ"�/Œ2pnC1�v
.m�2pn/
pn�1 C � � � C � zTi

�2pn

.1 � Œ"�/Œ3pn�v
.m�2pn/
0„ ƒ‚ …

2A .m�2pn/

C � � � :

Rappelons (lemme 18), que si j 2 N�2, on a .1 � Œ"�/Œj � D .1 � Œ"�/ ǰ avec

ǰ 2 Ker
�
� W Acris.OK/! yO xK

�
. Posons D D minfpn; pn Cmg et

M .m/
n D

0BBBBBBBBBBBBB@

1 ˇ2 ˇ3 � � � ˇD�2 ˇD�1 ˇD

a1 1 ˇ2
: : :

: : : ˇD�2 ˇD�1

0 a2 1
: : :

: : :
: : : ˇD�2

:::
: : :

: : :
: : :

: : :
: : :

:::
:::

: : :
: : : 1 ˇ2 ˇ3

:::
: : : aD�2 1 ˇ2

0 � � � � � � � � � 0 aD�1 1

1CCCCCCCCCCCCCA
2 MD

�
Acris.OK/

�

où on a posé aj D 1�Œ"�p
n�j

1�Œ"�
2 Acris.OK/ pour j 2 f1; : : : ; pn � 1g.

Lemme 19. L’image de la matrice M
.m/
n dans MD

�
Acris.OK/=pn Acris.OK/

�
est

inversible.

Démonstration. Montrons que son déterminant est inversible. Comme les éléments
de

Ker
�
� W Acris.OK/=pn Acris.OK/! O xK=pnO xK

�
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ont des puissances divisées, ils sont nilpotents : il suffit de voir que le déterminant de
l’image de M

.m/
n dans MD

�
O xK=pnO xK

�
est inversible. Mais cette image est unipo-

tente (l’image des ǰ est nulle). �

Proposition 20. Le conoyau de �i � 1 sur A
�� zTi

��hui i est tué par 1 � Œ"�.

Démonstration. On a
A
�� zTi

��hui i D
X

m>�pn

A .m/:

Montrons par récurrence sur m > �pn que .1� Œ"�/A .m/ � .�i �1/
�
A
�� zTi

��hui i
�
.

Pour m D �pn C 1, on a A .m/ D A v
.�pnC1/
pn�1 et

.�i � 1/



ui� zTi

�pn

�
D 1 � Œ"�� zTi

�pn�1
D .1 � Œ"�/v

.�pnC1/
pn�1 :

Supposons m > �pn C 1. Par hypothèse de récurrence, pour r 2 N>0, les
éléments de .1� Œ"�/A .m�rpn/ sont dans l’image de �i �1 sur A

�� zTi

��hui i : comme
.1 � Œ"�/Œj � 2 .1 � Œ"�/ Acris.OK/ (cf. lemme 18), les identités (I) et (II) impliquent
les congruences modulo

P
r2N>0

.1 � Œ"�/A .m�rpn/ suivantes :

.�i � 1/.Œ"�˛v.m/
˛ /

	 �1 � Œ"�˛
�
v.m/

˛ C .1 � Œ"�/v
.m/
˛�1 C .1 � Œ"�/Œ2�v

.m/
˛�2 C � � �

� � � C .1 � Œ"�/Œ˛�pnCD�v
.m/
pn�D

	 .1 � Œ"�/
�
apn�˛v.m/

˛ C v
.m/
˛�1 C ˇ2v

.m/
˛�2 C � � � C ˇ˛�pnCDv

.m/
pn�D

�
pour maxf1;�mg � ˛ < pn, et

.�i � 1/.v
.m/
pn /

	 .1 � Œ"�/v
.m/
pn�1 C .1 � Œ"�/Œ2�v

.m/
pn�2 C � � � C .1 � Œ"�/ŒD�v

.m/
pn�D

	 .1 � Œ"�/
�
v

.m/
pn�1 C ˇ2v

.m/
pn�2 C � � � C ˇDv

.m/
pn�D

�
:

On a donc M
.m/
n V

.m/
n 	 .�i � 1/.W

.m/
n / où M

.m/
n est la matrice introduite plus haut

V .m/
n D �.1 � Œ"�/v

.m/
pn�1; .1 � Œ"�/v

.m/
pn�2; : : : ; .1 � Œ"�/v

.m/
pn�D

�
et W

.m/
n est un vecteur à coefficients dans A

�� zTi

��hui i. Comme l’image de la ma-

trice M
.m/
n est inversible dans MD

�
Acris.OK/=pn Acris.OK/

�
(lemme 19), le vec-

teur V
.m/

n est à coefficients dans .�i � 1/
�
A
�� zTi

��hui i
�
, et donc .1 � Œ"�/A .m/ �

.�i � 1/
�
A
�� zTi

��hui i
�
. �
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Proposition 21. Siq > 0, lemodule Hq
�z�R=S ; Anhu1; : : : ; ud i

�
est tué par .1�Œ"�/d .

Démonstration. Pour i 2 f1; : : : ; dg, posons

Ai D
�
Anhu1; : : : ; ui�1; uiC1; : : : ; ud i

�Zp �i ˚			˚Zp �d

D �A�i
n hu1; : : : ; ui�1; uiC1; : : : ; ud i

�Zp �iC1˚			˚Zp �d :

C’est une sous-An-algèbre de Anhu1; : : : ; ud i sur laquelle �i agit trivialement.
Soit A.i/

n D An

�� zTj

��
1�j �d

j ¤i

� A�i
n . On a An DLpn�1

˛D0 A.i/
n

� zTi

�˛ , d’où

�
Anhu1; : : : ; ud i

�Zp �iC1˚			˚Zp �d

D �Anhu1; : : : ; ui�1; uiC1; : : : ; ud i
�Zp �iC1˚			˚Zp �d hui i

D
pn�1M
˛D0

�
A.i/

n hu1; : : : ; ui�1; uiC1; : : : ; ud i
�Zp �iC1˚			˚Zp �d

� zTi

�˛
et donc �

Anhu1; : : : ; ud i
�Zp �iC1˚			˚Zp �d D Ai

�� zTi

��hui i
pour tout i 2 f1; : : : ; dg. En particulier, si i > 1, on a�

Ai

�� zTi

��hui i
��i D Ai�1

�� zTi�1

��hui�1i:

Montrons que si q > 0, alors Hq
�

Zp �1 ˚ � � � ˚Zp �i ; Ai

�� zTi

��hui i
�

est tué par
.1 � Œ"�/i par récurrence sur i 2 f1; : : : ; dg. Pour i D 1, le module

H1
�

Zp �1; A1

�� zT1

��hu1i
� D Coker

�
�1 � 1 W A1

�� zT1

��hu1i ! A1

�� zT1

��hu1i
�

est tué par 1 � Œ"� (proposition 20), et Hq
�

Zp �1; A1

�� zT1

��hu1i
� D 0 si q > 1.

Supposons i > 1. La suite spectrale de Hochschild–Serre pour la suite exacte

0! Zp �i ! Zp �1 ˚ � � � ˚ Zp �i ! Zp �1 ˚ � � � ˚ Zp �i�1 ! 0

sur Ai

�� zTi

��hui i s’écrit

Hr
�

Zp �1 ˚ � � � ˚ Zp �i�1; Hs
�

Zp �i ; Ai

�� zTi

��hui i
��

H) HrCs
�

Zp �1 ˚ � � � ˚ Zp �i ; Ai

�� zTi

��hui i
�
:

Mais Hs
�

Zp �i ; Ai

�� zTi

��hui i
�

est nul si s > 1, tué par .1 � Œ"�/ si s D 1 (proposi-
tion 20), et vaut

�
Ai

�� zTi

��hui i
��i D Ai�1

�� zTi�1

��hui�1i si s D 0. Donc, si rCs > 0,
le module Hr

�
Zp �1˚ � � �˚Zp �i�1; Hs

�
Zp �i ; Ai

�� zTi

��hui i
��

est nul si s > 1, est
tué par 1 � Œ"� si s D 1, et vaut Hr

�
Zp �1 ˚ � � � ˚ Zp �i�1; Ai�1

�� zTi�1

��hui�1i
�
,
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qui est tué par .1� Œ"�/i�1 par hypothèse de récurrence si s D 0 (car alors r > 0). Il
en résulte que l’aboutissement HrCs

�
Zp �1˚ � � � ˚Zp �i ; Ai

�� zTi

��hui i
�

est tué par
.1 � Œ"�/i .

Finalement, comme Anhu1; : : : ; ud i D Ad

�� zTd

��hud i, le module

Hq
�z�R=S ; Anhu1; : : : ; ud i

�
est tué par .1 � Œ"�/d . �

Proposition 22. Si q > 0, le module Hq
�z�R=S ; Acris.R/HR=S =pn Acris.R/HR=S

�
est

tué par .1 � Œ"�/dC1�. Il est nul si q > d .

Démonstration. Pour alléger les notations, on écrira Acris au lieu de Acris.R/. D’après
les propositions 16 et 21, les modules

Hq
�z�R=S ; Xnhu1; : : : ; ud i

�
et Hq

�z�R=S ; Anhu1; : : : ; ud i
�

sont tués par
�
1�Œ"�

1
p
�2

et .1�Œ"�/d respectivement, donc par .1�Œ"�/dC1. Il en résulte
que le module Hq

�z�R=S ; .Acris =pn Acris/
HR=S

�
est tué par .1� Œ"�/dC1�, vu que le

conoyau de l’injection Anhu1; : : : ; ud i ˚ Xnhu1; : : : ; ud i ! .Acris =pn Acris/
HR=S

est tué par � en vertu de la proposition 12 et du lemme 7.
Comme Acris est sans p-torsion ([7], Propositions 6.1.4 & 6.1.8), on a la suite

exacte

0! Acris
pn

��! Acris ! Acris =pn Acris ! 0

et donc la suite exacte

0! A
HR=S

cris =pn A
HR=S

cris ! .Acris =pn Acris/
HR=S ! H1.HR=S ; Acris/:

D’après la proposition 8, le module H1.HR=S ; Acris/ est tué par �2. Comme �2 	 �

mod pn Ar
cris, on a une suite exacte

0! A
HR=S

cris =pn A
HR=S

cris ! .Acris =pn Acris/
HR=S !Mn ! 0 (

)

où Mn est un module tué par �. Pour q > 0, on a donc la suite exacte

Hq�1
�z�R=S ; Mn

�! Hq
�z�R=S ; A

HR=S

cris =pn A
HR=S

cris

�
! Hq

�z�R=S ; .Acris =pn Acris/
HR=S

�
:

Comme Hq
�z�R=S ; .Acris =pn Acris/

HR=S
�

est tué par .1 � Œ"�/dC1� d’après ce qui
précède, et comme Hq�1

�z�R=S ; Mn

�
est tué par �, le module

Hq
�z�R=S ; A

HR=S

cris =pn A
HR=S

cris

�
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est bien tué par
�
1 � Œ"�

�dC1
�2 D �1 � Œ"�

�dC1
�.

La dernière assertion résulte du fait que z�R=S ' Zd
p est de dimension cohomo-

logique égale à d (sa cohomologie à valeurs dans un module discret se calcule au
moyen d’un complexe de Koszul). �

Lemme 23. (1) Pour tout r; n 2 N>0, le module Hr
�
GR=S ; Acris.R/=pn Acris.R/

�
est tué par .1 � Œ"�/dC1�.

(2) Pour tout n 2 N>0, le module R1 lim �n
H0
�
GR=S ; Acris.R/=pn Acris.R/

�
est

tué par .1 � Œ"�/dC1�.

Démonstration. (1) Pour alléger les notations, on écrit Acris au lieu de Acris.R/. La
suite spectrale de Hochschild–Serre s’écrit

Hr
�z�R=S ; Hs

�
HR=S ; Acris =pn Acris

�� H) HrCs
�
GR=S ; Acris =pn Acris

�
(le module Acris =pn Acris est muni de la topologie discrète). D’après le lemme 7,
le module Hs

�
HR=S ; Acris =pn Acris

�
est tué par � lorsque s > 0. En particulier, le

noyau et le conoyau du morphisme

Hr
�z�R=S ; H0

�
HR=S ; Acris =pn Acris

��! Hr
�
GR=S ; Acris =pn Acris

�
sont tués par �. D’après les propositions 12, 16 et 21 et le lemme 7, le module
Hr
�z�R=S ; H0

�
HR=S ; Acris =pn Acris

��
est tué par .1 � Œ"�/dC1� lorsque r > 0. En

particulier, Hr
�
GR=S ; Acris =pn Acris

�
est lui aussi tué par .1 � Œ"�/dC1�.

(2) Soit .Bn; dn/n2N un système projectif de groupes abéliens. D’après [17], 1.4,
le groupe R1 lim �n

Bn est le conoyau de l’applicationY
n

Bn !
Y

n

Bn; .bn/n2N 7!
�
bn � dn.bnC1/

�
n2N

(son noyau est lim �n
Bn). En particulier, si les Bn sont des S -modules tués par

c 2 S , alors R1 lim �n
Bn est tué par c. Considérons les systèmes projectifs Bn D�

Acris.R/=pn Acris.R/
�GR=S et

B 0
n WD

\
m�n

Im
�
.Acris.R/=pm Acris.R/

�GR=S ! .Acris.R/=pn Acris.R/
�GR=S

�
:

Par construction, on a une application injective B 0
n ,! Bn. Soit Cn D Bn=B 0

n le
système projectif quotient. Comme Acris.R/ est sans p-torsion, on a la suite exacte�

Acris.R/=pm Acris.R/
�GR=S ! �

Acris.R/=pn Acris.R/
�GR=S

! H1
�
GR=S ; Acris.R/=pm�n Acris.R/

�
:
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Comme le module H1
�
GR=S ; Acris.R/=pm�n Acris.R/

�
est tué par .1 � Œ"�/dC1�

d’après (1), l’idéal .1 � Œ"�/dC1�
�

Acris.R/=pn Acris.R/
�GR=S est contenu dans

l’image de
�

Acris.R/=pm Acris.R/
�GR=S . Comme c’est vrai pour tout m � n, il

est dans l’image de B 0
n, de sorte que Cn est tué par .1 � Œ"�/dC1�.

Comme Ri lim � D 0 pour i � 2, on a la suite exacte

0! lim �
n

B 0
n ! lim �

n

Bn ! lim �
n

Cn ! R1 lim �
n

B 0
n ! R1 lim �

n

Bn ! R1 lim �
n

Cn ! 0:

Mais par construction, le système projectif .B 0
n/n2N est de Mittag-Leffler : on a

R1 lim �n
B 0

n D 0. Par ailleurs, R1 lim �n
Cn est tué par .1 � Œ"�/dC1� d’après ce qui

précède. Il en résulte que R1 lim �n
Bn est lui aussi tué par .1� Œ"�/dC1�, ce qui permet

de conclure. �

Corollaire 24. Si q > 0, le module Hq
�
GR=S ; Acris.R/

�
est tué par .1�Œ"�/2.dC1/�2.

En particulier, on a Hq
�
GR=S ; Bcris.R/

� D 0.

Démonstration. D’après [20], Proposition 2.2, on a la suite exacte

0! R1 lim �
n

Hq�1
�
GR=S ; Acris =pn Acris

�
! Hq

�
GR=S ; Acris

�! lim �
n

Hq
�
GR=S ; Acris =pn Acris

�! 0:

D’après le lemme 23, les modules

lim �
n

Hq
�
GR=S ; Acris =pn Acris

�
et R1 lim �

n

Hq�1
�
GR=S ; Acris =pn Acris

�
sont tués par .1� Œ"�/dC1� pour q � 1. Le module Hq

�
GR=S ; Acris

�
est donc tué par

.1 � Œ"�/2.dC1/�2 pour q � 1. �

4. Calcul des invariants

Rappelons qu’on a supposé que S D S0 et R D R0. Il existe des suites

W.k/
˚
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

� D S .0/ � S .1/ � � � � � S .NS / D S;

S
˚
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

� D R.0/ � R.1/ � � � � � R.NR/ D R

où pour j 2 f1; : : : ; NSg (resp. j 2 f1; : : : ; NRg), l’extension S .j /=S .j �1/ (resp.
R.j /=R.j �1/) est de l’un des types suivants :

(ét) complétion p-adique d’une extension étale ;
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(loc) complétion p-adique d’une localisation ;
(comp) complétion par rapport à un idéal contenant p.

Lemme 25. Le morphisme

N� W zEC
xR ! xR=p xR; .x0; x1; : : :/ 7! x1;

induit des isomorphismes zEC
xR= Qpp zEC

xR Š xR=p xR et

EC
R =
�
" � 1/p�1 EC

R ! .R=pR/
�
".1/; Z

.1/
1 ; : : : ; Z

.1/

ı
; T

.1/
1 ; : : : ; T

.1/

d

�
:

Démonstration. On sait que N� est surjectif de noyau principal engendré par Qpp , ce
qui prouve la première assertion. D’après le lemme 9 l’application N� induit un iso-
morphisme EC

R =
�
"�1/p�1 EC

R ! R1=pR1. On conclut en utilisant l’isomorphisme

R1=pR1 Š .R=pR/
�
".1/; Z

.1/
1 ; : : : ; Z

.1/

ı
; T

.1/
1 ; : : : ; T

.1/

d

�
de la proposition 1 (2).

�

Comme S D S0 et R D R0, l’anneau

Acris.R/ D Ar
cris.R/fhw1; : : : ; wı ; u1; : : : ; ud ig

est une R-algèbre (cf. [6], Proposition 6.1.8). De même, Acris.S/ est une S -algèbre.
Pour tout n 2 N>0, on dispose donc d’un unique morphisme

fn W R˝S AS;nhu1; : : : ; ud i ! Acris.R/=pn Acris.R/

(où AS;n D Acris.S/=pn Acris.S/) qui envoie Ti sur
� zTi

�C ui et qui est compatible
à � .

Proposition 26. L’homomorphisme fn se factorise en

R˝S AS;nhu1; : : : ; ud i
fn ������������������

Qfn �� AC
R ˝AC

S

AS;nhu1; : : : ; ud i

��
Acris.R/=pn Acris.R/.

En outre, Qfn est un isomorphisme et les morphismes fn et

AC
R ˝AC

S

AS;n ! Acris.R/=pn Acris.R/

sont injectifs.

Lemme 27. La proposition 26 est vraie pour n D 1.
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Démonstration. Pour alléger les notations, on pose w D .w1; : : : ; wı/ et u D
.u1; : : : ; ud /. On a

R˝S AS;1hu1; : : : ; ud i D
.R=pR/˝S=pS

�zEC
xS = Qpp zEC

xS
�
Œw; u; ım; Zj;m; Wi;m�

.w
p
j ; u

p
i ; ı

p
m; Z

p
j;m; W

p
i;m/1�j �ı

1�i�d
m2N

et

AC
R ˝AC

S

AS;1hu1; : : : ; ud i D EC
R ˝EC

S

�zEC
xS = Qpp zEC

xS
�
Œw; u; ım; Zj;m; Wi;m�

.w
p
j ; u

p
i ; ı

p
m; Z

p
j;m; W

p
i;m/1�j �ı

1�i�d
m2N

:

Rappelons que Acris.R/=p Acris.R/ est une R= QppR D zEC
xR= Qpp zEC

xR-algèbre. On
déduit de N� un morphisme � W xR=p xR! Acris.R/=p Acris.R/, et un isomorphisme

˛R W . xR=p xR/Œw; u; ım; Zj;m; Wi;m�

.w
p
j ; ı

p
m; Z

p
j;m; W

p
i;m/1�j �ı

1�i�d
m2N

�!� Acris.R/=p Acris.R/

via � (cf. preuve du lemme 7). Soit �R W Acris.R/=p Acris.R/ ! xR=p xR l’applica-
tion naturelle : la composition avec ˛R envoie wj , ui , Zj;m, Ti;m et ım sur 0, et
induit le Frobenius sur xR=p xR. Comme Ker.�R/ est un idéal à puissances divi-
sées, on a xp D pŠxŒp� D 0 pour tout x 2 Ker.�R/ : la proposition 47 implique
que l’application R=pR ! Acris.R/=p Acris.R/ composée avec ˛�1

R est la seule
application de k-algèbres qui envoie Zj sur N�� zZj

� C wj pour j 2 f1; : : : ; ıg et
Ti sur N�� zTi

� C ui pour i 2 f1; : : : ; dg et telle que le composé avec l’application
�R B ˛R est l’inclusion naturelle R=pR � xR=p xR. En particulier, elle se factorise
à travers . xR=p xR/Œw; u�=.w

p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

. La proposition 47 implique que l’image

de S=pS est contenue dans . xS=p xS/Œw�=.w
p
j /1�j �ı . On a �.T

.1/
i / D � zTi

�
et donc

f1.Ti / D � zTi

�C ui D �
�
T

.1/
i

�C ui . Reste à vérifier que f1 induit un isomorphisme

Qf1 W .R=pR/˝S=pS .zEC
xS = Qpp zEC

xS /Œw; u�=.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

� �� ��1
�
EC

R=S
= Qpp EC

R=S

�
Œw; u�=.w

p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

.�/�
R1
xS=pR1

xS� Œw; u�=.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d
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(l’égalité .
/ résulte du lemme 25 et du fait que

EC
R ˝EC

S

�zEC
xS = Qpp zEC

xS
� Š EC

R=S
= Qpp EC

R=S
! zE xR= Qpp zE xR Š xR=p xR

est injective avec image R1
xS=pR1

xS , cf. démonstration du lemme 10).
Montrons par récurrence sur j 2 f0; : : : ; NRg que l’application Qf .j /

1 (définie
comme Qf1 mais avec R.j / au lieu de R) est bien définie et est un isomorphisme.

Comme EC
R.0/ D EC

S

˚ zT ˙1
1 ; : : : ; zT ˙1

d

�
, le morphisme f1 induit l’application

.S=pS/
�
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�˝S=pS

. xS=p xS/Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

!
�
R

.0/
1
xS=pR

.0/
1
xS�Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

Ti 7! T
.1/
i C ui

et, comme R
.0/
1
xS D xS�T .1/

1 ; : : : ; T
.1/

d

�
, c’est un isomorphisme. Le morphisme Qf .0/

1

est donc bien défini, et c’est un isomorphisme tel que �R.0/ B ˛R.0/ B Qf .0/
1 D Id˝�S .

Soit j 2 f1; : : : ; N g. Supposons que f1 induit un isomorphisme

�
R.j �1/=pR.j �1/

�˝S=pS

�zEC
xS = Qpp zEC

xS
�
Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

Qf
.j �1/

1�����!
��1
�
EC

R.j �1/=S
= Qpp EC

R.j �1/=S

�
Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

tel que �R.j �1/ B ˛R.j �1/ B Qf .j �1/
1 D Id˝�S . On a alors le diagramme commutatif

�
R.j /=pR.j /

�˝S=pS
.zEC

xS
= Qpp zEC

xS
/Œw;u�

.w
p

j
;u

p

i
/1�j �ı
1�i�d

Id˝�S ��

Qf
.j /

1

��

R.j / xS=pR.j / xS

�
R.j �1/=pR.j �1/

�˝S=pS
.zEC

xS
= Qpp zEC

xS
/Œw;u�

.w
p

j
;u

p

i
/1�j �ı
1�i�d

Qf
.j �1/

1
�

��

��

��1
�

EC

R.j �1/=S
= Qpp EC

R.j �1/=S

�
Œw;u�

.w
p

j
;u

p

i
/1�j �ı
1�i�d

��
��1
�

EC

R.j /=S
= Qpp EC

R.j /=S

�
Œw;u�

.w
p

j
;u

p

i
/1�j �ı
1�i�d

.

�
R.j / B˛

R.j /

��

Les noyaux de Id˝�S et de �R.j / B ˛R.j / sont engendrés par p
1
p , par w1; : : : ; wı et

par u1; : : : ; ud avec m 2 N : ils sont donc nilpotents.
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� Supposons l’extension R.j /=R.j �1/ de type (ét). Comme Ker
�
�R.j / B ˛R.j /

�
est nilpotent et puisque le morphisme R.j �1/=pR.j �1/ ! R.j /=pR.j / est étale, il
existe une unique application Qf .j /

1 comme en pointillé sur le diagramme qui le rend
commutatif. Par unicité, elle est induite par f1. Montrons que c’est un isomorphisme.
En vertu de l’égalité .
/, l’extension ��1

�
EC

R.j �1/=S

� � ��1
�
EC

R.j /=S

�
est étale.

Comme Ker
�

Id˝�S

�
est nilpotent, cela permet de construire un morphisme

g
.j /
1 W

��1
�
EC

R.j /=S
= Qpp EC

R.j /=S

�
Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

! �
R.j /=pR.j /

�˝S=pS

.zEC
xS = Qpp zEC

xS /Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

inverse de Qf .j /
1 par unicité.

� Supposons l’extension R.j /=R.j �1/ de type (loc). L’anneau R.j /=pR.j / est
le localisé de R.j �1/=pR.j �1/ par rapport à une partie multiplicative †j . Comme
Ker

�
�R.j / B ˛R.j /

�
et Ker

�
Id˝�S

�
sont nilpotents, les anneaux

�
R.j /=pR.j /

�˝S=pS

.zEC
xS = Qpp zEC

xS /Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

et
��1
�
EC

R.j /=S
= Qpp EC

R.j /=S

�
Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

sont les localisés de

�
R.j �1/=pR.j �1/

�˝S=pS

.zEC
xS = Qpp zEC

xS /Œw; u�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

et de
��1
�
EC

R.j �1/
zEC

xS = Qpp EC
R.j �1/

zEC
xS
�
Œw�

.w
p
j ; u

p
i /1�j �ı

1�i�d

par rapport à
�
Id˝�S

��1
.†j / et

�
�R.j �1/ B ˛R.j �1/

��1
.†j / respectivement. Cela

implique que l’isomorphisme Qf .j �1/
1 se localise en un isomorphisme Qf .j /

1 comme
désiré.
� Supposons l’extension R.j /=R.j �1/ de type (comp). L’anneau R.j /=pR.j / est

le complété de R.j �1/=pR.j �1/ par rapport à un idéal Ij . On raisonne de la même
manière que dans le cas (loc), en utilisant le fait que Ker

�
�R.j / B ˛R.j /

�
et Ker

�
Id˝

�S

�
sont nilpotents, de sorte que les anneaux

�
R.j /=pR.j /

�˝S=pS
.zEC

xS
= Qpp zEC

xS
/Œw;u�

.w
p

j
;u

p

i
/1�j �ı
1�i�d
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et
��1
�

EC

R.j /=S
= Qpp EC

R.j /=S

�
Œw;u�

.w
p

j
;u

p

i
/1�j �ı
1�i�d

sont les complétés de
�
R.j �1/=pR.j �1/

� ˝S=pS

.zEC
xS

= Qpp zEC
xS

/Œw;u�

.w
p

j
;u

p

i
/1�j �ı
1�i�d

et de
��1
�

EC

R.j �1/=S
= Qpp EC

R.j �1/=S

�
Œw;u�

.w
p

j
;u

p

i
/1�j �ı
1�i�d

par rapport à .Id˝�S /�1.Ij /

et .�R.j �1/ B ˛R.j �1//�1.Ij / respectivement. Cela implique que l’isomorphisme
Qf .j �1/
1 induit un isomorphisme Qf .j /

1 sur les complétés, comme désiré. �

Démonstration de la proposition 26. Comme AS;n=pAS;n D AS;1 et p est un élé-
ment régulier dans Acris.R/, les applications

AC
R ˝AC

S

AS;nhu1; : : : ; ud i ! Acris.R/=pn Acris.R/

et

AC
R ˝AC

S

AS;n ! Acris.R/=pn Acris.R/

étant injectives pour n D 1 d’après le lemme 27, elles sont injectives pour tout n. Il
suffit donc de construire Qfn et de prouver que c’est un isomorphisme. On utilise les no-
tations de la démonstration précédente. Montrons par récurrence sur j 2 f0; : : : ; NRg
que fn induit un morphisme

Qf .j /
n W R.j / ˝S AS;nhu1; : : : ; ud i ! AC

R.j / ˝AC
S

AS;nhu1; : : : ; ud i

relevant l’isomorphisme Qf .j /
1 .

L’application �n W AC
R.j /˝AC

S

AS;1hu1; : : : ; ud i!AC
R.j / ˝AC

S

AS;nhu1; : : : ; ud i,
définie par x 7! pn�1x, composée avec l’inclusion dans Acris.R/=pn Acris.R/, se
factorise à travers l’inclusion AC

R.j / ˝AC
S

AS;1hu1; : : : ; ud i � Acris.R/=p Acris.R/

composée avec l’application Acris.R/=p Acris.R/ ! Acris.R/=pn Acris.R/, définie
par x 7! pn�1x, qui est injective puisque Acris.R/ est sans p-torsion. En particulier,
l’application �n est injective : comme f

.j /
n est un isomorphisme pour n D 1, c’est

un isomorphisme pour tout n.

Comme fn.Ti / D
� zTi

�C ui , on a fn.R.0// � AC
R.0/ ˝AC

S

AS;nhu1; : : : ; ud i : le

morphisme Qf .0/
n est bien défini. Comme on l’a dit plus haut, c’est un isomorphisme.

Soit j 2 f1; : : : ; NRg. Supposons que fn induit un isomorphisme

Qf .j �1/
n W R.j �1/ ˝S AS;nhu1; : : : ; ud i �!� AC

R.j �1/ ˝AC
S

AS;nhu1; : : : ; ud i
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relevant f
.j �1/

1 . On a alors le diagramme commutatif suivant.

R.j / ˝S AS;nhu1; : : : ; ud i ��

Qf
.j /

n

��

fn

		��������������������������������������������
R.j / ˝

AC
S

AS;1hu1; : : : ; ud i � � �� Acris.R/=p Acris.R/

R.j �1/ ˝S AS;nhu1; : : : ; ud i
Qf

.j �1/
n

�

��

��

AC

R.j �1/ ˝AC
S

AS;nhu1; : : : ; ud i �� AC

R.j / ˝AC
S

AS;nhu1; : : : ; ud i

��

� � �� Acris.R/=pn Acris.R/

��

Comme p est nilpotent dans

R.j / ˝S AS;nhu1; : : : ; ud i
et dans

AC
R.j / ˝AC

S

AS;nhu1; : : : ; ud i;

on montre l’existence et l’unicité du morphisme Qf .j /
n (en pointillé sur le diagramme)

de façon identique à celle de la preuve du lemme 27. De même, on montre l’unicité de
l’application fn W R.j /˝S AS;nhu1; : : : ; ud i ! Acris.R/=pn Acris.R/ rendant le dia-
gramme commutatif, ce qui implique que l’application Qf .j /

n construite est compatible
à fn. �

Corollaire 28. On a un morphisme injectif

Anhu1; : : : ; ud i ! R˝S AS;nhu1; : : : ; ud i
induit par Qf �1

n , de conoyau tué par �.

Démonstration. Rappelons que An est l’image de 'n.AC
R/ Acris.S/ dans

.Acris.R/=pn Acris.R//HR=S :

Comme AC
R=S
D 'n.AC

R=S
/
�� zT1

�
; : : : ;

� zTd

��
(lemme 10 (ii)), on a un morphisme

injectif

An D
M

˛2En\Nd

An

� zT �˛ D An

�� zT1

�
; : : : ;

� zTd

��
! �

AC
R ˝AC

S

Acris.S/
�
=pn

�
AC

R ˝AC
S

Acris.S/
�

dont le conoyau est tué par � (cf. proposition 12 et lemme 7), et donc le morphisme
injectif

Anhu1; : : : ; ud i ! AC
R ˝AC

S

AS;nhu1; : : : ; ud i
Qf �1
n���! R˝S AS;nhu1; : : : ; ud i

de conoyau tué par �. �
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Lemme 29. Posons

K.i/
n D Ker

�
�i � 1 W R˝S AS;nhu1; : : : ; ud i ! R˝S AS;nhu1; : : : ; ud i

�
:

Alors

K.i/
n D

�
R˝S AS;nhu1; : : : ; ui�1; uiC1; � � � ; ud i

�˚ zK.i/
n

où zK.i/
n est un R˝S AS;nhu1; : : : ; ui�1; uiC1; � � � ; ud i-module tué par 1 � Œ"�.

Démonstration. On a

�i .ui / D Ti � Œ"�
� zTi

� D Ti � Œ"�.Ti � ui / D .1 � Œ"�/Ti C Œ"�ui

et donc

.�i � 1/
�
u

Œm�
i

� D �.1 � Œ"�/Ti C Œ"�ui

�Œm� � u
Œm�
i

D .Œ"�m � 1/u
Œm�
i C

mX
j D1

.1 � Œ"�/Œj �T
j
i Œ"�m�j u

Œm�j �
i

D .1 � Œ"�/
�
�mu

Œm�
i C Ti Œ"�m�1u

Œm�1�
i C

mX
j D2

ǰ T
j
i Œ"�m�j u

Œm�j �
i

�

où �m D � Œ"�m�1
Œ"��1

et ǰ D Œ"�Œj ��1
Œ"��1

2 Ker.�/ pour j � 2 (cf. lemme 18).

Pour N 2 N>0, posons K
.i/
n D R ˝S AS;nhu1; : : : ; ui�1; uiC1; � � � ; ud i et

E
.i/
n;N D

LN
j D0 K

.i/
n u

Œj �
i . L’application �i � 1 induit un endomorphisme K

.i/
n -liné-

aire de E
.i/
n;N , dont la matrice dans la base

�
1; ui ; u

Œ2�
i ; : : : ; u

ŒN �
i

�
est donnée par .1�

Œ"�/G
.i/
n;N avec

G
.N /
n;i D

0BBBBBBBBBBBBBBB@

0 Ti T 2
i ˇ2 T 3

i ˇ3 � � � � � � T N �1
i ˇN �1 T N

i ˇN

0 �1 Ti Œ"� T 2
i ˇ2Œ"�

: : :
: : : T N �2

i ˇN �2Œ"� T N �1
i ˇN �1Œ"�

:::
: : : �2 Ti Œ"�2

: : : T N �2
i ˇN �2Œ"�2

:::
: : :

: : :
: : :

: : :
: : :

:::
:::

: : :
: : :

: : : T 2
i ˇ2Œ"�N �3 T 3

i ˇ3Œ"�N �3

:::
: : : �N �2 Ti Œ"�N �2 T 2

i ˇ2Œ"�N �2

:::
: : : �N �1 Ti Œ"�N �1

0 � � � � � � � � � � � � � � � 0 �N

1CCCCCCCCCCCCCCCA
Soit zG.i/

n;N la matrice obtenue en supprimant la première colonne et la dernière ligne.
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On a zG.i/
n;N D zU .i/

n;N C zN .i/
n;N où

zU .i/
n;N D

0BBBBBBBBBB@

Ti 0 � � � � � � � � � 0

�1 Ti Œ"�
: : :

:::

0 �2 Ti Œ"�2
: : :

:::
:::

: : :
: : :

: : :
: : :

:::
:::

: : : �N �2 Ti Œ"�N �2 0

0 � � � � � � 0 �N �1 Ti Œ"�N �1

1CCCCCCCCCCA
est inversible et zN .i/

n;N a tous ses coefficients nilpotents (comme ǰ 2 Ker.�/ pour
j � 2, il a des puissances divisées : il est donc nilpotent modulo pn). C’est encore le
cas de la matrice zU .i/�1

n;N
zN .i/

n;N qui est donc nilpotente. La matrice zG.i/
n;N D zU .i/

n;N

�
INC

zU .i/�1
n;N

zN .i/
n;N

�
est donc inversible. Cela implique que

Ker
�
�i � 1 W E.i/

n;N ! E
.i/
n;N

� �K.i/
n ˚

NM
j D1

Ker
�
1 � Œ"� W K.i/

n !K.i/
n

�
u

Œj �
i

le lemme en résulte (car K
.i/
n DK

.i/
n ˚

�L1
j D1 K

.i/
n u

Œj �
i

��i ). �

Proposition 30. Pour tout n 2 N>0, le conoyau de l’inclusion

R˝S AS;n � H0
�
GR=S ; Acris.R/=pn Acris.R/

�
est tué par .1 � Œ"�/2�.

Démonstration. D’après le corollaire 28, on dispose d’une application injective

H0
�z�R=S ; Anhu1; : : : ; ud i

�! d\
iD1

K.i/
n

(dont le conoyau est tué par �), et d’après le lemme 29, le conoyau de l’application

R˝S AS;n !
d\

iD1

K.i/
n

est tué par 1 � Œ"�. Par ailleurs, le module H0
�z�R=S ; Xnhu1; : : : ; ud i

�
est tué par�

1 � Œ"�
1
p
�2

(proposition 16). Comme le conoyau de l’inclusion

Anhu1; : : : ; ud i ˚ Xnhu1; : : : ; ud i !
�

Acris.R/=pn Acris.R/
�HR=S

est tué par � (proposition 12 et lemme 7), il en résulte bien que le conoyau de
l’inclusion R ˝S AS;n � H0

�z�R=S ; Acris.R/=pn Acris.R/
�

est tué par .1 � Œ"�/2�.
�
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En passant à la limite projective, on en déduit l’énoncé suivant :

Corollaire 31. Le conoyau de l’inclusion R y̋ S Acris.S/ � H0
�
GR=S ; Acris.R/

�
est

tué par .1� Œ"�/2�. En particulier, on a H0
�
GR=S ; Bcris.R/

� D �R y̋ S Acris.S/
�
Œt�1�.

5. Cohomologie de la filtration de Bcris

Pour n 2 N>0, les homomorphismes surjectifs Acris =pn Acris ! xR=pn xR ad-
mettent des sections ensemblistes 
n telles que 
n 	 
nC1 mod pn. On obtient une

section ensembliste de l’homomorphisme surjectif Acris ! 	xR qui est continue pour
la topologie p-adique. Il en résulte que la suite exacte

0! Filr
�
Acris =pn Acris

�! Filr�1
�
Acris =pn Acris

�! grr�1
�
Acris =pn Acris

�! 0

donne lieu à la suite exacte longue de cohomologie

� � � ! Hq�1
�
GR=S ; grr�1

�
Acris =pn Acris

��! Hq
�
GR=S ; Filr

�
Acris =pn Acris

��
! Hq

�
GR=S ; Filr�1

�
Acris =pn Acris

��! � � �
(1)

pour tout n 2 N>0[f1g.

Proposition 32. Siq > 0 et r 2 N, lemodule Hq
�
GR=S ; Filr

�
Acris.R/=pn Acris.R/

��
est tué par .1 � Œ"�/dC1Cr� si n 2 N et par .1 � Œ"�/2.dC1/Cr�2 si n D1.

Démonstration. On procède par récurrence sur r , le cas r D 0 n’étant autre que le
lemme 23 (1) et le corollaire 24.

Soit r > 0. On dispose de la suite exacte longue (1). Comme grr�1
�
Acris =pn Acris

�
est tué par 1 � Œ"� et Hq

�
GR=S ; Filr�1

�
Acris =pn Acris

��
par .1 � Œ"�/dC1Cr�1�

(respectivement .1 � Œ"�/2.dC1/Cr�1�2) en vertu de l’hypothèse de récurrence, le
module Hq

�
GR=S ; Filr

�
Acris =pn Acris

��
est bien tué par .1 � Œ"�/dC1Cr� (respecti-

vement .1 � Œ"�/2.dC1/Cr�2). �

Rappelons que pour tout r 2 Z, on a Filr Bcris D lim�!n�jrj t�n FilrCn Acris, et

qu’on pose Hq
�
GR=S ; Filr Bcris.R/

� D lim�!n�jrj Hq
�
GR=S ; t�n FilrCn Acris

�
pour

tout q 2 N.

Lemme 33. Soient r 2 Z et n; c 2 N avec n � jr j. Si x 2 t�n FilrCn Acris.R/,
alors l’image de x dans t�n�m FilrCnCm Acris.R/ est divisible par pc si m � pc. En
particulier, Hq

�
GR=S ; Filr Bcris.R/

�
est un Qp-espace vectoriel pour tout q 2 N.
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Démonstration. Écrivons x D x0

tn avec x0 2 FilrCn Acris. Comme tm D mŠt Œm�, on a

x D mŠ t Œm�x0

tnCm , qui est divisible par pc dans t�n�m FilrCnCm Acris si m � pc. �

Proposition 34. Si r 2 Z et q 2 N>0, on a Hq
�
GR=S ; Filr Bcris

� D 0.

Démonstration. Comme Hq
�
GR=S ; Filr Bcris

�
est un Qp-espace vectoriel d’après le

lemme 33, il s’agit de montrer que si n � jr j et x 2 Hq
�
GR=S ; t�n FilrCn Acris

�
, il

existe m 2 N tel que l’image de x dans Hq
�
GR=S ; t�n�m FilrCnCm Acris

�
est tuée

par une puissance de p. Quitte à remplacer r par r C n, on peut supposer n D 0

et r 2 N. Il suffit de montrer qu’il existe m 2 N (qui dépend de r et de q) tel que
l’image de l’application

am W Hq
�
GR=S ; Filr Acris

�! Hq
�
GR=S ; t�m FilrCm Acris

�
(induite par l’inclusion Filr Acris � t�m FilrCm Acris) est tuée par une puissance de
p. En composant am avec l’application

bm W Hq
�
GR=S ; t�m FilrCm Acris

�! Hq
�
GR=S ; t�m Filr Acris

�
;

on obtient l’application

Hq
�
GR=S ; Filr Acris

�! Hq
�
GR=S ; t�m Filr Acris

�
:

D’après la proposition 32, cette dernière est nulle si m � 2.d C 1/C r C 2 : il suffit
donc de montrer que le noyau de bm est de p-torsion. Cela résulte du lemme 36. �

Posons Q� D Œ"��1

Œ"�1=p�1
D 1C Œ"�1=p C � � � C Œ"�

p�1
p . Alors Q� est un générateur de

Ker
�
� W W.R/! 	xR� (cf. [12], 5.1.2).

Si n D .n0; n1; : : : ; ndCı/ 2 NdCıC1, on pose

uŒn� D u
Œn1�
1 � � �uŒnd �

d
et wŒn� D w

ŒndC1�

1 � � �wŒndCı�

ı
:

Si r 2 N, alors grr Acris est un 	xR-module libre, de base
˚ Q� Œn0�uŒn�wŒn�

�
n2NdCıC1

jnjDr

.

Lemme 35. Pour tout q 2 N, l’application

Hq
�z�R=S ;

M
jnjDr

bxSR Q� Œn0�uŒn�wŒn�
�
! Hq

�z�R=S ;
M
jnjDr

1xSR1 Q� Œn0�uŒn�wŒn�
�

est injective et son conoyau est de p-torsion.
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Démonstration. Posons Dr D L
jnjDr

bxSR Q� Œn0�uŒn�wŒn� et pour ˛ 2 .ZŒp�1� \
Œ0; 1Œ/d , posons T ˛ D �

T
.n/
1

�pn˛1 � � � �T .n/

d

�pn˛d (pour tout n 2 N tel que pn˛ 2
Nd ) : T ˛Dr est alors un sous-bxSR-module de

�
grr Acris

�HR=S . Il est stable sous

l’action de z�R=S , parce que �i .ui / D ui � � zTi

�
.Œ"� � 1/ 	 ui � Ti

Q�.".1/ � 1/

mod Fil2 Acris, et �i

�
T ˛
� D "˛i T ˛ pour tout i 2 f1; : : : ; dg (où "˛i D �".n/

�pn˛i ).

Commençons par montrer que s’il existe i 2 f1; : : : ; dg tel que ˛i ¤ 0, alors la
cohomologie de T ˛Dr=phT ˛Dr est tuée par

�
".1/�1

�2
pour tout h 2 N>0. D’après

la suite spectrale de Hochschild–Serre, cela résulte du fait que la cohomologie du
complexe

� � � ! T ˛Dr=phT ˛Dr

�i �1���! T ˛Dr=phT ˛Dr ! � � �
est tuée par ".1/ � 1. Comme �i

�
T ˛
� D "˛i T ˛ , il s’agit donc de voir que le noyau et

le conoyau de l’application

"˛i �i � 1 W Dr=phDr ! Dr=phDr

sont tués par "˛i � 1 (comme ˛i ¤ 0, on a "˛i ¤ 1, donc "˛i � 1 j ".1/ � 1).
Filtrons Dr=phDr DLjnjDr

� xSR=ph xSR
� Q� Œn0�uŒn�wŒn� par le degré en ui :

Filj Dr=phDr D
M
jnjDr
ni �j

� xSR=ph xSR
� Q� Œn0�uŒn�wŒn�:

Si n 2 NdCıC1 est tel que jnj D r , on a�
"˛i �i � 1

�� Q� Œn0�uŒn�wŒn�
�

D "˛i Q� Œn0�
�
ui � � zTi

�
.Œ"� � 1/

�Œni �
� Y

1�j �d
j ¤i

uŒnj �
�
wŒn� � Q� Œn0�uŒn�wŒn�

	 �"˛i � 1
� Q� Œn0�uŒn�wŒn� mod

�
".1/ � 1

�
Filni �1 Dr=phDr

car
�
ui � � zTi

�
.Œ"�� 1/

�Œni � 	 u
Œni �
i CPni �1

kD0

��Ti

�
".1/� 1

��ni �k Q� Œni �k�u
Œk�
i vu que� zTi

�
.Œ"��1/ 	 Ti

Q��".1/�1
�

mod Fil2 Acris. Comme "˛i�1 j ".1/�1, cela implique
que "˛i �i � 1 D �"˛i � 1

�
fi , où fi est un isomorphisme de Dr=phDr (parce que sa

matrice dans la base
˚ Q� Œn0�uŒn�wŒn�

�
n2NdCıC1;jnjDr

est unipotente donc inversible).

Posons X DL
˛2.ZŒp�1�\Œ0;1Œ/d ; ˛¤.0;:::;0/

xSRT ˛ � xSR1. D’après ce qui pré-

cède, Hq
�z�R=S ; X ˝ xSR Dr=phDr

�
est tué par

�
".1/� 1

�2
pour tout h 2 N>0 et tout
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q 2 N. D’après [20], Proposition 2.2, pour q > 0, on a la suite exacte

0! R1 lim �
h

Hq�1
�z�R=S ; X ˝ xSR Dr=phDr

�
! Hq

�z�R=S ; yX ˝cxSR
Dr

�! lim �
h

Hq
�z�R=S ; X ˝ xSR Dr=phDr

�! 0

où yX désigne le complété p-adique de X . Il en résulte que Hq
�z�R=S ; yX ˝cxSR

Dr

�
est

tué par
�
".1/ � 1

�4
pour tout q 2 N>0. Par ailleurs, l’application

H0
�z�R=S ; yX ˝cxSR

Dr

�! lim �
h

H0
�z�R=S ; X ˝ xSR Dr=phDr

�
étant injective, H0

�z�R=S ; yX ˝cxSR
Dr

�
est tué par

�
".1/ � 1

�2
. Ainsi, l’application

Hq
�z�R=S ; Dr

�! Hq
�z�R=S ;

�
bxSR˚ yX�˝cxSR

Dr

�
est injective de conoyau tué par

�
".1/ � 1

�4
pour tout q 2 N.

D’après la proposition 1, l’application R1˝S1
xS ! R1 xS est un isomorphisme

et R1 ˝S1
xS ' L

˛2.ZŒp�1�\Œ0;1Œ/d R ˝S
xST ˛ . On en déduit que l’application

naturelle xSR˚X ! xSR1 est un isomorphisme, de sorte que

Hq
�z�R=S ;

�
bxSR˚ yX�˝cxSR

Dr

� ' Hq
�z�R=S ; 1xSR1 ˝cxSR

Dr

�
ce qui achève la preuve. �

Lemme 36. Le noyau de l’application

Hq
�
GR=S ; FilrC1 Acris

�! Hq
�
GR=S ; Filr Acris

�
est de p-torsion pour tout r 2 N et q 2 N>0.

Démonstration. Grâce à la suite exacte longue de cohomologie (1), il suffit de voir que
le conoyau de Hq�1

�
GR=S ; Filr Acris

� ! Hq�1
�
GR=S ; grr Acris

�
est de p-torsion.

On a grr Acris D L
n2NdCıC1

jnjDr

	xR Q� Œn0�uŒn�wŒn� : d’après le théorème de pureté de

Faltings (cf. [9], §2, Theorem 4), le noyau et le conoyau de l’application

Hq�1
�z�R=S ;

�
grr Acris

�HR=S
�! Hq�1

�
GR=S ; grr Acris

�
sont tués par p : il suffit donc de voir que le conoyau de

Hq�1
�z�R=S ;

�
Filr Acris

�HR=S
�! Hq�1

�z�R=S ;
�

grr Acris
�HR=S

�
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est de p-torsion, et donc a fortiori que le conoyau du composé

Hq�1
�z�R=S ; Filr Acris.R=S/

�
��

� ��

Hq�1
�z�R=S ;

�
Filr Acris

�HR=S
�

��

Hq�1
�z�R=S ;

�
grr Acris

�HR=S
�

est de p-torsion.
Posons

Mr D
M
jnjDr

bxSR
�
".1/ � 1

�n0 Q� Œn0�uŒn�wŒn�

� � grr Acris
�HR=S D

M
jnjDr

	xRHR=S Q� Œn0�uŒn�wŒn�:

C’est un sous-module stable sous l’action de z�R=S . D’après le théorème de pu-

reté de Faltings, le conoyau de l’application 1xSR1 � 	xRHR=S est de p-torsion :
d’après le lemme 35, il suffit de montrer que l’image de Hq�1

�z�R=S ; Mr

�
dans

Hq�1
�z�R=S ;

�
grr Acris

�HR=S
�

est contenue dans celle de .
Pour i 2 f1; : : : ; dg, posons

vi D log



Œ zTi �

Ti

�
D

1X
mD1

.�1/m�1.m � 1/Š



Œ zTi �

Ti

� 1

�Œm�

:

On a alors vi 	 �T �1
i ui mod Fil2 Acris et �i .vi / D vi C t (vu que t D log.Œ"�/).

Comme t 	 �".1/ � 1
� Q� mod Fil2 Acris, on a un isomorphisme topologique

Mr '
M
jnjDr

bxSRt Œn0�uŒn�wŒn� DbxSR˝Zp
M 0

r

où M 0
r D

L
jnjDr Zp t Œn0�uŒn�wŒn� est un sous-Zp-module stable sous l’action de

z�R=S . L’action de z�R=S étant triviale sur bxSR, on a des isomorphismes de bxSR-
modules :

Hq�1
�z�R=S ; Mr

� ' Hq�1
�
K�.Mr ; �/

� 'bxSR˝Zp
Hq�1

�
K�.M 0

r ; �/
�

(où K�.�; �/ désigne le complexe de Koszul associé à l’application � WD .�1 �
1; : : : ; �d � 1/).

Notons zMr (resp. zM 0
r ) le sous-R˝S Acris.S/-module (resp. le sous-Zp-module)

de Filr Acris.R=S/ engendré par
˚
t Œn0�uŒn�wŒn�

�
jnjDr

. Comme �i .vi / D vi C t ,
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les sous-modules Mr et M 0
r sont stables sous l’action de z�R=S , et l’application

Filr Acris.R=S/! �
grr Acris

�HR=S induit une application zMr !Mr et un isomor-
phisme zM 0

r !M 0
r . L’action de z�R=S étant triviale sur R˝S Acris.S/, on en déduit

le diagramme commutatif suivant :

Hq�1
�
K�. zMr ; �/

�
�� Hq�1

�
K�.Mr ; �/

�
�
R˝S Acris.S/

�˝Zp
Hq�1

�
K�. zM 0

r ; �/
�

��

��

bxSR˝Zp
Hq�1

�
K�.M 0

r ; �/
�
.

'
��

Comme zM 0
r ' M 0

r et R ˝S Acris.S/ ! bxSR est surjective, l’application
�
R ˝S

Acris.S/
�˝Zp

Hq�1
�
K�. zM 0

r ; �/
�!bxSR˝Zp

Hq�1
�
K�.M 0

r ; �/
�

est surjective, ce
qui implique que l’application

Hq�1
�
K�. zMr ; �/

�! Hq�1
�
K�.Mr ; �/

�
l’est aussi : le diagramme suivant permet alors de conclure.

Hq�1
�
K�. zMr ; �/

� �� ��

��

Hq�1
�
K�.Mr ; �/

� ' ��

��

Hq�1
�z�R=S ; Mr

�





Hq�1
�
K�.Filr Acris.R=S/; �/

�
��

'

��

Hq�1
�
K�
��

grr Acris
�HR=S ; �

��
'

��
Hq�1

�z�R=S ; Filr Acris.R=S/
� � �� Hq�1

�z�R=S ;
�

grr Acris
�HR=S

�
�

Les auteurs remercient le rapporteur pour avoir trouvé un erreur dans la preuve
du lemme 36 et avoir suggéré une correction.

Reste à calculer les invariants de Filr Bcris sous GR=S . Rappelons qu’on a posé
Q� D Œ"��1

Œ"�1=p�1
. C’est un générateur de Ker

�
� W W.R/ ! 	xR�. Dans tout ce qui suit,

Acris désigne l’anneau Acris.R/, les autres qui interviennent étant notés Acris.OK/

et Acris.S/. On note � l’application x 7! xp=p sur ker
�

Acris.S/ ! bxS�. Posons

� D .Œ"��1/p�1

p
2 Acris.OK/Œp�1�.

Lemme 37. Il existe  2 Q� W
�
R.OK/

�
tel que � D .p� 1/Š Q� Œp�C. En particulier,

� 2 Ker
�

Acris.OK/ ! bxOK

�
. En outre, on a �k.�/ 2 p�r� Acris.OK/ pour tout

r 2 N et tout k 2 f0; : : : ; rg.
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Démonstration. Comme .X � 1/p 	 Xp � 1 mod p ZŒX�, il existe A 2 ZŒX� tel
que .X�1/p D Xp�1CpA.X/. On a A.1/ D 0, de sorte qu’il existe B 2 ZŒX� tel
que A.X/ D .X � 1/B.X/, et donc .X � 1/p�1 D Xp�1

X�1
C pB.X/. En appliquant

cette égalité à Œ"�1=p , il vient
�
Œ"�1=p � 1

�p�1 D Q� C pB
�
Œ"�1=p

�
. Il en résulte que

.Œ"� � 1/p�1 D Q�p�1
�
Œ"�1=p � 1

�p�1 D Q�p�1
� Q� C pB

�
Œ"�1=p

��
D pŠ Q� Œp� C p Q�p�1B

�
Œ"�1=p

�
de sorte que  D Q�p�1B

�
Œ"�1=p

�
.

Il reste à montrer que pour tout k 2 f0; : : : ; rg, on a �k.�/ 2 p�r� Acris.OK/.
Mais on a

pr�k.�/ D pr �pk

p1CpC			Cpk�1
D pr�

.pk � 1/Š�Œpk�1�

p1CpC			Cpk�1

et vp..pk � 1/Š/ D vp.pkŠ/� k D pk�1
p�1
� k, d’où vp

�
.pk�1/Špr

p1CpC���Cpk�1

� D r � k � 0,

de sorte que pr�k.�/ 2 � Acris.OK/, et on a fini. �

Rappelons que

Acris =p Acris '
�
R= Q�pR

��
ım; wj ; Zj;m; ui ; Ti;m

�
m2N

1�j �ı
1�i�d

ı�
ıp

m; w
p
j ; u

p
i ; Z

p
j;m; T

p
i;m

�
où ı0 désigne l’image de Q�p=p D .p�1/Š Q� Œp�. En particulier, l’image �0 de .Œ"��1/p�1

p

dans Acris=p Acris vérifie �0 D ı0C, où  est l’élément dont l’existence est assurée
par le lemme 37. Notons �m l’image de �m.�/ dans Acris.OK/=p Acris.OK/. Comme
�m D �m..p � 1/Š Q� Œp� C / et  2 Q� W

�
R.OK/

�
, on a

�m 2
�
R= Q�pR

��
ık

�
0�k�m

=
�
ı

p

k

�
0�k�m

et �p
m D 0:

Il existe donc un morphisme R= Q�pR-linéaire

˛m W
�
R= Q�pR

��
Wk

�
0�k�m

ı�
W

p

k

�
0�k�m

! �
R= Q�p

��
ık

�
0�k�m

ı�
ı

p

k

�
0�k�m

défini par Wk 7! �k . Comme �k
�
.p�1/Š Q� Œp�

� D �k
�
��

� DPpk

nD0 an�Œpk�n�Œn�

avec an 2 R= Q�pR et Œn� 2 �R= Q�p
��

ıi

�
0�i�k�1

=
�
ı

p
i

�
0�i�k�1

(car 0 � n � pk),
une récurrence immédiate montre que ık est dans l’image de ˛m pour 0 � k � m. En
particulier ˛m est surjectif. Étant un morphisme surjectif de R= Q�pR-modules libres
de rang pmC1, ˛m est un isomorphisme. Il en est donc de même de limm ˛m. Comme
on a de plus wj D Zj �

� zZj

�
et ui D Ti � � zTi

�
, on a l’isomorphisme

Acris =p Acris'
�
R= Q�pR

��
�m; wj ; Zj;m; ui ; Ti;m

�
m2N

1�j �ı
1�i�d

ı�
�p

m; w
p
j ; u

p
i ; Z

p
j;m; T

p
i;m

�
:

(2)
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Rappelons qu’on a noté � l’application définie par

�.x/ D xp=p

sur Ker
�
� W Acris ! 	xR�.

Lemme 38. Pour r 2 N, on a pr Acris\� Acris DPr
kD0 pr�k.�/ Acris.

Démonstration. On procède par récurrence, le cas r D 0 étant évident. Soient r 2
N>0 et x 2 pr Acris\� Acris. Par hypothèse de récurrence, on peut écrire

x D
r�1X
kD0

pr�1�k.�/xk

avec xk 2 Acris pour k 2 f0; : : : ; r�1g. Posons x0 DPr�1
kD0 �k.�/xk . Par hypothèse,

on a x0 2 p Acris. Notons Nxk l’image de xk dans Acris =p Acris : on a
Pr�1

kD0 �k Nxk D 0.
Posons ƒ D �

R= Q�pR
��

�h; wj ; Zj;m; ui ; Ti;m

�
m2N
h�r

1�j �ı
1�i�d

ı�
�

p

h
; w

p
j ; u

p
i ; Z

p
j;m; T

p
i;m

�
de sorte que d’après l’isomorphisme (2), on a

Acris =p Acris ' ƒŒ�m�0�m�r�1=.�p
m/

c’est un ƒ-module libre de base
�Qr�1

mD0 �
˛m
m

�
˛2f0;:::;p�1gr . En décomposant chaque

Nxk dans cette base et en relevant les facteurs dans Acris, on peut supposer, quitte à
modifier les xk , que Nxk 2 ƒŒ�0; : : : ; �k�=.�

p
0 ; : : : ; �

p

k
/ pour tout k � r � 2.

On va montrer que Nxn 2 �
p�1
n Acris =p Acris par induction sur n. Comme �0 Nx0 2

ƒŒ�0�=.�
p
0 / et �0 Nx0 D �Pr�1

kD1 �k Nxk appartient à l’idéal engendré par f�kgr�1�k>0,
on a nécessairement �0 Nx0 D 0. Soit n 2 f1; : : : ; r � 1g tel que pour tout k < n,
on a Nxk 2 �

p�1

k
Acris =p Acris, de sorte que �k Nxk D 0. On a alors

Pr�1
kDn �k Nxk D

0. Mais �n Nxn 2 ƒŒ�0; : : : ; �n�=.�
p
0 ; : : : ; �

p
n /. Comme �n Nxn D �Pr�1

kDnC1 �k Nxk

appartient à l’idéal engendré par f�kgr�1�k>n, on a nécessairement �n Nxn D 0, de
sorte que Nxn 2 �

p�1
n Acris =p Acris. On a donc xk 2 .�k.�//p�1 AcrisCp Acris, d’où

pr�1�k.�/xk 2 pr�1.�k.�//p AcrisCpr�k.�/ Acris : on conclut en observant que
pr�1.�k.�//p D pr�kC1.�/. �

Rappelons que d’après la proposition 26, on a l’inclusion R y̋ S Acris.S/ � Acris.

Lemme 39. On a
�
R y̋ S Acris.S/

� \ � Acris D �
�
R y̋ S Acris.S/

�
(dans Acris).

Démonstration. Supposons que�
R y̋ S Acris.S/

� \ � Acris � �
�
R y̋ S Acris.S/

�C p� Acris : (3)
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On a�
R y̋ S Acris.S/

�
=p
�
R y̋ S Acris.S/

� ' R˝S .Acris.S/=p Acris.S// � Acris =p Acris

(cf. lemme 27) si bien que
�
R y̋ S Acris.S/

� \ p Acris D p
�
R y̋ S Acris.S/

�
. En parti-

culier, on a�
R y̋ S Acris.S/

� \ pr� Acris � pr
��

R y̋ S Acris.S/
� \ � Acris

�
� pr

�
�
�
R y̋ S Acris.S/

�C p� Acris
�

� pr�
�
R y̋ S Acris.S/

�C prC1� Acris :

Comme R y̋ S Acris.S/ est complet pour la topologie p-adique et Acris est séparé pour
la topologie p-adique, on conclut que

�
R y̋ S Acris.S/

�\� Acris D �
�
R y̋ S Acris.S/

�
.

Montrons tout d’abord que pour tout r 2 N, on a�
R y̋ S Acris.S/

� \ � Acris � �
�
R y̋ S Acris.S/

�C pr Acris; (4)

ce qu’on va faire par récurrence sur r , le cas r D 0 étant évident. Soit r 2 N tel que�
R y̋ S Acris.S/

� \ � Acris � �
�
R y̋ S Acris.S/

�C pr Acris. On a�
R y̋ S Acris.S/

� \ � Acris

� �
�
R y̋ S Acris.S/

�C ��R y̋ S Acris.S/
� \ pr Acris\� Acris

�
� �

�
R y̋ S Acris.S/

�C ��R y̋ S Acris.S/
� \ pr

� rX
kD0

�k.�/ Acris

��
en vertu du lemme 38.

Comme on l’a vu plus haut, on a
�
R y̋ S Acris.S/

�\ p Acris D p
�
R y̋ S Acris.S/

�
,

de sorte que�
R y̋ S Acris.S/

� \ � Acris

� �
�
R y̋ S Acris.S/

�C pr
h�

R y̋ S Acris.S/
� \ � rX

kD0

�k.�/ Acris

�i
:

Il suffit donc de montrer que

�
R y̋ S Acris.S/

� \ � rX
kD0

�k.�/ Acris

�
� p�r�

�
R y̋ S Acris.S/

�C p Acris :

Posons

ƒ.S/ D �RS= Q�p
��

wj ; Zj;m

�
1�j �ı
m2N

ı�
w

p
j ; Z

p
j;m

�
;

ƒ.R/ D �RR= Q�p
��

wj ; Zj;m

�
1�j �ı
m2N

ı�
w

p
j ; Z

p
j;m

�
:
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On a Acris.S/=p Acris.S/ ' ƒ.S/Œ�m�m2N=.�
p
m/.

Montrons que la structure de S -algèbre de Acris.S/=p Acris.S/ se factorise à tra-
vers un morphisme S ! ƒ.S/. Comme Zj D wj C zZj dans Acris.S/=p Acris.S/,
le morphisme k

�
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�! Acris.S/=p Acris.S/ se factorise à travers ƒ.S/.
Par ailleurs, le noyau du morphisme � W Acris.S/=p Acris.S/ ! xS=p xS est à puis-
sances divisées : on a xp D 0 pour tout x 2 Ker.�/. Comme l’anneau S=pS

s’obtient à partir de S .0/=pS .0/ D k
�
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�
par une suite finie d’exten-

sions étales, de localisations et de complétions, la proposition 47 (2) implique que
la structure de S -algèbre de Acris.S/=p Acris.S/ se factorise à travers le sous-anneau
ƒ.S/ � Acris.S/=p Acris.S/.

Comme ƒ.R/ est une ƒ.S/-algèbre, c’est lui aussi une S -algèbre. Par ailleurs,
d’après (2), on a

Acris =p Acris ' ƒ.R/
�
ui ; Ti;m; �m

�
1�i�d
m2N

ı�
u

p
i ; T

p
i;m; �p

m

�
:

Comme Ti D ui C zTi 2 ƒ.R/Œuh�1�h�d =
�
u

p

h

�
pour i 2 f1; : : : ; dg et R=pR est

obtenu à partir de .S=pS/
�
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�
par une suite finie d’extensions étales,

de localisations et de complétions, la proposition 47 (2) implique que le morphisme
naturel R=pR! Acris.R/=p Acris.R/ se factorise à travers ƒ.R/Œui �1�i�d =

�
u

p
i

�
.

Soit x 2 �
R y̋ S Acris.S/

� \ �Pr
kD0 �k.�/ Acris

�
. On note Nx son image dans

Acris =p Acris. On a Nx 2 Pr
kD0 �k Acris =p Acris. Comme Acris =p Acris est une

ƒ.R/
�
ui ; �m

�
1�i�d
m2N

=
�
u

p
i ; �

p
m

�
-algèbre libre et comme Nx appartient à l’image de

R˝S ƒ.S/Œ�m�m2N=.�
p
m/ , on a en fait

Nx 2
rX

kD0

�k

�
ƒ.R/Œui ; �m�1�i�d

m2N

ı�
u

p
i ; �p

m

��
et donc

Nx 2
rX

kD0

�k

�
R˝S ƒ.S/

�
Œ�m�m2N=.�p

m/

vu que �
R˝S ƒ.S/

�
Œ�m�m2N=.�p

m/ et ƒ.R/
�
ui ; �m

�
1�i�d
m2N

=
�
u

p
i ; �p

m

�
sont libres sur R ˝S ƒ.S/ et sur ƒ.R/Œui �1�i�d =

�
u

p
i

�
respectivement, de base�Q1

mD0 �
˛m
m

�
˛2f0;:::;p�1g.N/ . Il en résulte que x 2 Pr

kD0 �k.�/
�
R y̋ S Acris.S/

� C
p Acris � p�r�R y̋ S Acris.S/C p Acris en vertu du lemme 37.

Pour finir, montrons comment déduire la formule (3) de la formule (4). Pour tout
k 2 Z��1, posons ık D

Qk
iD0

�
� i .�/

�p�1
. On a �ık D pkC1�kC1.�/. On pose
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ƒ WD ƒ.R/
�
ui ; Ti;m

�
1�i�d
m2N; h

ı�
u

p
i ; T

p
i;m

�
. On a les isomorphismes

Acris =p Acris ' ƒŒ�m�m2N=.�p
m/m2N ;

R˝S Acris.S/=p Acris.S/ ' .R˝S ƒ.S//Œ�m�m2N=.�p
m/m2N :

Pour k � �1, notons Mk (resp. Nk) le sous-ƒ-module de Acris =p Acris (resp. le
sous-R˝S ƒ.S/-module de R˝S .Acris.S/=p Acris.S// engendré parn 1Y

mD0

�˛m
m ; ˛ 2 f0; : : : ; p�1g.N/; .8m 2 f0; : : : ; kg/ ˛m D p�1; ˛kC1 < p�1

o
:

On a alors Nk � Mk , et Acris =p Acris (resp. R ˝S .Acris.S/=p Acris.S//) est la
somme directe des Mk (resp. des Nk). Si z 2 Acris, notons Nz sa réduction modulo
p. Soit z 2 �

R y̋ S Acris.S/
� \ � Acris : on peut écrire z D �z0 avec z0 2 Acris.

Choisissons N 2 N tel que Nz0 2LN
kD�1 Mk . D’après (4), il existe y 2 R y̋ S Acris.S/

et w 2 pN C2 Acris\� Acris tels que z D �yCw. D’après le lemme 38, on peut écrire

w D pN C2

N C2X
iD0

� i .�/˛i D �

N C2X
iD0

pN C2�iıi�1˛i

avec ˛i 2 Acris pour i 2 f0; : : : ; NC2g, de sorte que z0 D yCPN C2
iD0 pN C2�iıi�1˛i ,

et donc Nz0 D Ny C NıN C1 N̨N C2. Comme Nz0 2 LN
kD�1 Mk , Ny 2 L1

kD�1 Nk et
NıN C1 N̨N C2 2Lk>N Mk , on a nécessairement

NıN C1 N̨N C2 2
M
k>N

Nk � R˝S .Acris.S/=p Acris.S//

i.e. ıN C1˛N C2 2 R y̋ S Acris.S/C p Acris, de sorte que

z D �.y C ıN C1˛N C2/C p�

N C1X
iD0

pN C1�iıi�1˛i 2 �
�
R y̋ S Acris.S/

�C p� Acris :

�

Corollaire 40. On a�
R y̋ S Acris.S/

� \ .Œ"� � 1/p�1 Acris D .Œ"� � 1/p�1
�
R y̋ S Acris.S/

�
:

Démonstration. Si x 2 �R y̋ S Acris.S/
� \ .Œ"� � 1/p�1 Acris, alors x 2 p� Acris,

de sorte que x 2 p
�
R y̋ S Acris.S/

�
. En appliquant le lemme 39 à x=p, il vient

x=p 2 �
�
R y̋ S Acris.S/

�
, et donc x 2 .Œ"� � 1/p�1

�
R y̋ S Acris.S/

�
. �

Pour r 2 N, notons �r l’injection R y̋ S Filr Acris.S/! H0
�
GR=S ; Filr Acris

�
.
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Proposition 41. �r est un isomorphisme pour tout r 2 N.

Démonstration. D’après le corollaire 31, Coker.�0/ est tué par .Œ"�� 1/3 et donc par
.Œ"� � 1/3.p�1/ : si x 2 H0

�
GR=S ; Acris

�
, alors

.Œ"� � 1/3.p�1/x 2 �R y̋ S Acris.S/
� \ .Œ"� � 1/3.p�1/ Acris :

D’après le corollaire 40, on en déduit que x 2 R y̋ S Acris.S/ i.e. que Coker.�0/ est
nul.

Pour tout r 2 N, on a le diagramme

0 �� R y̋ S FilrC1 Acris.S/ ��
� �

�rC1

��

R y̋ S Filr Acris.S/ ��
� �

�r

��

R y̋ S grr Acris.S/ ��
� �

��

0

0 �� FilrC1 A
GR=S

cris
�� Filr A

GR=S

cris
�� grr A

GR=S

cris

dont les lignes sont exactes. D’après le lemme du serpent, on a donc une injection
Coker.�rC1/ � Coker.�r/, de sorte que Coker.�r/ D f0g par récurrence. �

Corollaire 42. Pour tout r 2 Z, on a

H0
�
GR=S ; Filr Bcris

� D lim�!
n�jrj

t�nR y̋ S FilrCn Acris.S/:

Démonstration. D’après la proposition 41, on a

H0
�
GR=S ; Film Acris

� D R y̋ S Film Acris.S/

pour tout m 2 N, de sorte que

H0
�
GR=S ; Filr Bcris

� D lim�!
n�jrj

t�nH0
�
GR=S ; FilrCn Acris

�
D lim�!

n�jrj
t�nR y̋ S FilrCn Acris.S/: �

6. Appendice I : une construction de AC
R

Comme suggéré par le rapporteur, on donne une construction, alternative à celle

de [2], Proposition 4.42 & Remarque 4.43, du sous-anneau AC
R de zAC

R D W
�zEC

R

�
,

dans le cas où OK D W.k/, qui est stable sous l’action de ' et de z�R=S et qui a les
propriétés suivantes :
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(1) Œ"� 2 AC
R et

� zTi

� 2 AC
R pour tout i 2 f1; : : : ; dg ;

(2) AC
R=pAC

R ' EC
R ;

(3) AC
R est complet pour la topologie faible.

Cela permet de donner une définition explicite de cet anneau.
Les raisonnements utilisés étant déjà apparus plusieurs fois dans ce travail, on

donne simplement les idées principales.
Posons AC

OK
D OK ŒŒ��� où k est le corps résiduel de OK et � D Œ"��1. L’anneau

AC
OK

est un sous-anneau de zAC
R , complet pour la topologie faible, stable sous l’action

de ' et de z�R=S . En outre, il relève EC
OK
D kŒŒ N��� (cf. [11], 3.2).

Soit AC
S (resp. AC

R) le séparé complété de AC
OK
˝OK

S (resp. AC
OK
˝OK

R) pour la

topologie .p; �/-adique. On va construire des applications injectives �S W AC
S ! zAC

S

et �R W AC
R ! zAC

R , qui induisent des isomorphismes topologiques avec les anneaux
AC

S et AC
R construit dans [2]. On notera N�S et N�R leurs réductions modulo p.

Rappelons que S .0/ D OK

˚
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�
et EC

S.0/ est l’anneau des séries
convergentes pour la topologie N�-adique :

EC
OK

˚ zZ˙1
1 ; : : : ; zZ˙1

ı

�
où zZi D .Zi ; Z

1
p

i ; : : :/:

En particulier, AC
S.0/ D AC

OK

˚
Z˙1

1 ; : : : ; Z˙1
ı

�
(complété pour la topologie .p; �/-

adique). Soit �S.0/ W AC
S.0/ ! zAC

S.0/ le morphisme de AC
OK

-algèbres qui envoie Zi sur

le représentant de Teichmüller
� zZi

�
pour i 2 f1 : : : ; ıg. Il induit un isomorphisme

AC
S.0/=pAC

S.0/ �!� EC
S.0/ . L’application �S.0/ est injective modulo .p; �/ donc injec-

tive, et son image s’identifie à AC
S.0/ . On vérifie aisément que l’image de AC

S.0/ par
�S.0/ est stable sous l’action du Frobenius.

On rappelle qu’on a une suite finie S .0/ � S .1/ � � � � � S .n/ D S d’anneaux où
S .iC1/ est obtenu à partir de S .i/ en utilisant une des opérations (ét), (loc), (comp)
pour tout i 2 f0; : : : ; n � 1g. D’après le lemme 9, l’application

�S.i/ W EC
S.i/ = N� EC

S.i/ ! S .i/=pS .i/; .x0; x1; : : :/ 7! x0;

est un isomorphisme, fonctoriel en S .i/.
Supposons qu’on a construit �S.i/ avec les propriétés cherchées. Dans chacun

des cas (ét), (loc) et (comp), on montre qu’il existe une unique application N�S.iC1/

(resp. �S.iC1/) de AC
S.i/=pAC

S.i/-algèbres (resp. de AC
S.i/-algèbres) qui induit �S.iC1/

modulo N� (resp. modulo .p; �/). Comme N�S.iC1/ (resp. �S.iC1/) est injective modulo
N� (resp. modulo .p; �/), elle est injective. Par construction, l’image de �S.iC1/ vérifie
les propriétés (1), (2) et (3) : elle est topologiquement isomorphe à AC

S.iC1/ . On montre
par induction sur i que dans chacun des cas (ét), (loc) et (comp), il existe un et un
seul opérateur ' sur AC

S.iC1/ qui induit le Frobenius modulo p et est compatible avec

le Frobenius sur AC
S.i/ (défini par le Frobenius sur AC

S.i/). En outre, on vérifie par
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induction que ' B �S.iC1/ D �S.iC1/ B ', parce que c’est vrai modulo p et pour �S.i/

par hypothèse de récurrence.
Rappelons que R s’obtient à partir de R.0/ D S

˚
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�
en itérant un

nombre fini de fois les opérations (ét), (loc) et (comp). En particulier, AC
R.0/ D

AC
S

˚
T ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d

�
et AC

R.0/=pAC
R.0/ Š EC

R.0/ . Soit �R.0/ W AC
R.0/ ! zAC

R.0/ le mor-

phisme de AC
S -algèbres qui envoie Tj sur

� zTj

�
pour 1 � j � d . L’application est

injective modulo .p; �/, donc injective, et son image s’identifie à AC
R.0/ . On vérifie

que l’image de AC
R.0/ par �R.0/ est stable sous l’action de ' et de z�R=S . En rai-

sonnant comme précédemment, on voit qu’il existe une unique application �R de
AC

R.0/-algèbres qui induit �R modulo .p; �/, injective, et dont l’image est isomorphe

à AC
R . Comme dans le cas de AC

S , on vérifie que l’image de AC
R est stable par le

Frobenius. On prouve de la même façon que l’action de z�R=S sur AC
R.0/ (définie par

l’action sur AC
R.0/) s’étend à AC

R et que pour tout � 2 z�R=S , on a � B �R D �R B � .

7. Appendice II

Les auteurs remercient le rapporteur pour leur avoir suggéré d’inclure la proposi-
tion 47, qui est utilisée à plusieurs reprises dans le texte.

Définition 43 ([18], Definition 1.1). Un homomorphisme de Fp-algèbres f W A! B

est dit relativement parfait lorsque l’homomorphisme

B ˝A;' A! B; x ˝ y 7! xpf .y/;

est un isomorphisme (où ' est le Frobenius absolu de A).

Les morphismes relativement parfaits entre Fp-algèbres sont stables par com-
position et changement de base. D’après [14], 0IV Théorème 21.2.7, un morphisme
relativement parfait de Fp-algèbres est formellement étale.

Définition 44 ([18], Definition 1.2). Soit n 2 N>0. Un morphisme de Z =pn Z-
algèbres f W A ! B est dit relativement parfait s’il est formellement étale (pour
la topologie discrète) et si l’homomorphisme Fp˝f W Fp˝ZA ! Fp˝ZB est
relativement parfait.

Lemme 45 ([18], Lemma 1.6). Soient n 2 N>0 et f W A ! B un morphisme de
Z =pn Z-algèbres tel que Fp˝f soit plat. Alors f est relativement parfait si et
seulement s’il est plat et Fp˝f est relativement parfait.

Lemme 46. Soient S une Zp-algèbre plate, séparée et complète pour la topolo-
gie p-adique, et f W SfT ˙1

1 ; : : : ; T ˙1
d
g ! R un homomorphisme de Zp-algèbres

satisfaisant les conditions suivantes :
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(1) R est séparé et complet pour la topologie p-adique et noethérien ;
(2) f est plat ;
(3) Fp˝f est relativement parfait ;
(4) le Frobenius absolu de R=pR est fini.

Soit R0 une R-algèbre de type (ét), (loc) ou (comp). Alors le composé de f et de
R! R0 vérifie lui aussi les conditions (1)–(4).

Démonstration. (1) Montrons que R0 est séparé et complet pour la topologie p-adique
dans le cas (comp) (les autres cas étant triviaux). Soient I un idéal de R contenant
pR et R0 la complétion I -adique de R. Comme R est noethérien, on a

R0=pmR0 ' R0 ˝R .R=pmR/ ' lim �
n

.R=pmR/=I n.R=pmR/

pour tout m 2 N>0. Comme R est noethérien, R=I n est séparé et complet pour la
topologie p-adique, de sorte que

lim �
m

R0=pmR0 ' lim �
m

lim �
n

.R=pmR/=I n.R=pmR/ ' lim �
m

lim �
n

.R=I n/=pm.R=I n/

' lim �
n

lim �
m

.R=I n/=pm.R=I n/ ' lim �
n

R=I n D R0:

(2) est évident.
(3) Il suffit de montrer que R=pR ! R0=pR0 est relativement parfait. Dans le

cas (ét), l’extension R=pR ! R0=pR0 est étale donc relativement parfaite. Dans le
cas (loc), si R0 est la complétion p-adique de la localisation de R par rapport à une
partie multiplicative †, alors R0=pR0 D x†�1.R=pR/ où x† désigne l’image de †

dans R=pR. L’application x˝y 7! xpy est un isomorphisme x†�1.R=pR/˝R=pR;'

.R=pR/ �!� �x†p
��1

.R=pR/ D x†�1.R=pR/, de sorte que R=pR ! R0=pR0 est
relativement parfait. Dans le cas (comp), on a R0 D lim �n

R=I n où I � R est un idéal

contenant pR : comme R est noethérien, R0=pR0 est la complétion xI D I.R=pR/-
adique de R=pR. Comme ' W R=pR! R=pR est fini, .R0=pR0/˝R=pR;' .R=pR/

est le complété '.xI /.R=pR/-adique de R=pR : l’idéal xI étant de type fini, il coïncide
avec le complété xI -adique de R=pR.

(4) Comme R=pR! R0=pR0 est relativement parfait, la finitude de R0=pR0 !
R0=pR0 résulte de celle de ' W R=pR! R=pR. �

Proposition 47. Soient n 2 N>0 et g W A ! B un morphisme relativement parfait
de Z =pn Z-algèbres (d’après le lemme 46, c’est le cas lorsque A est une Z =pn Z-
algèbre plate et noethérienne, le Frobenius absolu de Fp˝A est fini, et B est un
anneau obtenu à partir de A en itérant un nombre fini de fois les opérations (ét), (loc)
et (comp)). Soit � W C ! xC un homomorphisme surjectif. Supposons qu’il existe
N 2 N>0 tel que xN D 0 pour tout x 2 Ker.�/ (notons que cela n’implique pas
que Ker.�/ est nilpotent, à moins qu’il soit de type fini).
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(1) Pour tout diagramme commutatif

B
NI �� xC

A
h

��

g

��

C

�

��

il existe un unique morphisme f W B ! C tel que � B f D NI et f B g D h.

(2) Soit f W B ! C un homomorphisme et C0 un sous-anneau de C . Si
.f B g/.A/ � C0 et .� B f /.C / � �.C0/, alors f .B/ � C0.

Démonstration. (1) C’est [18], Lemma 1.9.

(2) Posons xC0 D �.C0/. Le diagramme commutatif

B
�Bf �� xC

A

g

��

f Bg
�� C

�

��

se factorise en

B
ˇ �� xC0

� � �� xC

A

g

��

˛
�� C0

�0

��

� �

�
�� C .

�

��

D’après (1), il existe un unique homomorphisme h W B ! C0 tel que le diagramme

B
ˇ ��

h

���
��

��
��

� xC0

A

g

��

˛
�� C0

�0

��

soit commutatif. Les deux homomorphismes f; � B h W B ! C rendent le diagramme

B
�Bf ��

���
��

��
��

� xC

A

g

��

f Bg
�� C

�

��

commutatif. D’après (1), on a f D � B h, de sorte que f .B/ � C0. �
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