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Ein zentrales Thema der modernen metri-
schen Geometrie ist die Verallgemeinerung
geometrischer Begriffsbildungen der klassi-
schen Differentialgeometrie auf allgemeine
metrische Räume. Beispielsweise hat das
geometrische Verständnis Riemann’scher
Mannigfaltigkeiten nicht positiver Schnitt-
krümmung zur Theorie der sogenannten
CATð0Þ-Räume geführt (hierbei steht
,CAT � für die Namen Cartan, Alexandrov
und Toponogov). In diesen geodätischen
metrischen Räumen sind geodätische Drei-
ecke dünner als ihre Vergleichsdreiecke in
der Euklid’schen Ebene.
Während sich diverse Lehrbücher mit me-

trischen Räumen einer solchen nicht positi-
ven Krümmung detailliert befassen, konzen-
triert sich Athanase Papadopoulos in seinem
Buch in erster Linie auf die etwas allgemeine-
ren geodätischen metrischen Räume nicht
positiver Krümmung im Sinne von Buse-
mann. Solche Räume sind dadurch aus-
gezeichnet, dass Abstandsfunktionen ent-
lang zweier geodätischer Segmente konvex
sind.
Nach einer kurzen Einleitung, die die his-

torischen Zusammenhänge der Arbeiten von

Hadamard,Menger, Busemann undAlexan-
drov in Bezug auf den Begriff der nicht posi-
tiven Krümmung geodätischer metrischer
Räume erläutert, beginnt der Autor in den
ersten beiden Kapiteln systematisch damit,
die Theorie der Längenräume und der geo-
dätischen metrischen Räume zu entwickeln.
Hierbei legt er einerseits großen Wert auf
Präzision, veranschaulicht andererseits neue
Begriffe stets mit zahlreichen Beispielen. Für
ein eingehenderes Studium vieler dieser Bei-
spiele sind die gegebenen Referenzen ebenso
interessant wie dafür, einen historischen
Überblick zu bekommen. Die Beweise sämt-
licher Aussagen werden vollständig aus-
geführt, ohne dass Beweislücken durch das
Heranziehen anderer Literatur geschlossen
werden müssten. Ein jedes Kapitel schließt
mit weiteren historischen Bemerkungen und
diesem Stil, der sowohl für das Selbststudi-
um von Studenten, als auch für Wissen-
schaftler, die das eine oder andere Detail
nachschlagen wollen, geeignet ist, bleibt der
Autor durchgängig treu.
Im dritten Kapitel widmet er sich den Ab-

bildungen zwischen metrischen Räumen.
Lipschitz Abbildungen, bi-Lipschitz Ho-
möomorphismen, nicht kontrahierende und
nicht expandierende Abbildungen, Isome-
trien und lokale Isometrien werden nicht nur
eingeführt und veranschaulicht. Vielmehr
wird sofort damit begonnen, mit ihnen zu ar-
beiten. Neben vielen anderen interessanten
klassischen Resultaten werden u. a. auch der
Banach’sche Fixpunktsatz und der Satz von
Freudenthal-Hurewicz bewiesen. Schließlich
folgt eine Einführung in die Theorie der
Überlagerungen.
Im vierten Kapitel werden zunächst der

hinlänglich bekannte Hausdorff Abstand
und der etwas weniger geläufige Busemann-
Hausdorff Abstand zwischen Teilmengen
metrischer Räume diskutiert. Im Anschluss
daran führt der Autor verwandte Konstruk-
tionen von Metriken auf Isometriegruppen
metrischer Räume ein.
Die folgenden drei Kapitel widmen sich

diversen Aspekten der Konvexität. Das
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fü nfte K ap i tel b ei nh al tet affi n k o nv ex e
M eng en i n V ek to r r ä u m en, di e k o nv ex e
K er n- u nd di e k o nv ex e Hü l l en- K o ns tr u k -
ti o n, no r m i er te V ek to r r ä u m e, G r enz w er te
k o nv ex er M eng en u nd Hi l b er t G eo m etr i en.
K o nv ex e F u nk ti o nen w er den i m s ec h s ten
K ap i tel di s k u ti er t. Hi er s i nd di e z entr al en
A u s s ag en, di e b ew i es en w er den, di e, das s di e
M eng e der P u nk te, an der ei ne k o nv ex e
F u nk ti o n ni c h t di ffer enz i er b ar i s t, ab z ä h l -
b ar i s t, u nd das s di e l o k al e K o nv ex i tä t ei ner
F u nk ti o n s c h o n i h r e K o nv ex i tä t i m p l i z i er t.
D as s i eb te K ap i tel b eh andel t no r m i er te
V ek to r r ä u m e m i t s tr i k t k o nv ex em E i nh ei ts -
b al l ; di e S tandar db ei s p i el e m etr i s c h er R ä u -
m e al s o , di e (m i t A u s nah m e des E u -
k l i d’ s c h en R au m es ) ni c h t p o s i ti v g ek r ü m m t
i m S i nne v o n Bu s em ann, ni c h t ab er i m S i n-
ne v o n A l ex andr o v s i nd.
I m ac h ten K ap i tel w er den Bu s em ann

R ä u m e ex p l i z i t defi ni er t, v i el e ä q u i v al ente
C h ar ak ter i s i er u ng en s o l c h er R ä u m e v o r -
g es tel l t u nd k o nv ex e F u nk ti o nen au f di es en
R ä u m en b etr ac h tet.
D as neu nte K ap i tel b efas s t s i c h dann m i t

l o k al k o nv ex en R ä u m en u nd s o g enannten
,l o c al to g l o b al � A r g u m enten. D i e z entr al en
A u s s ag en, di e h i er b ew i es en w er den, s i nd ei -
ner s ei ts der Ü b er l ag er u ng s s atz v o n A l ex an-
der u nd Bi s h o p u nd ander er s ei ts ei n S atz
v o n G r o m o v , der b es ag t, das s ei n ei nfac h z u -
s am m enh ä ng ender L ä ng enr au m , der v o l l -
s tä ndi g , l o k al k o m p ak t u nd l o k al k o nv ex i s t,
ei n Bu s em ann R au m i s t.
I m z eh nten K ap i tel w i r d der v i s u el l e R and

ei nes p u nk ti er ten m etr i s c h en R au m es ei ng e-
fü h r t. F ü r ei g entl i c h e Bu s em ann R ä u m e i s t
di es er R and s c h l i eß l i c h v o n der P u nk ti er u ng
s el b er u nab h ä ng i g . A u f der V er ei ni g u ng ei -
nes s o l c h en ei g entl i c h en Bu s em ann R au m es
u nd s ei nem R and w i r d ei ne T o p o l o g i e defi -
ni er t.
D as el fte K ap i tel b eh andel t I s o m etr i en

m etr i s c h er R ä u m e. P ar ab o l i s c h e, el l i p ti s c h e,
h y p er b o l i s c h e u nd ax i al e I s o m etr i en w er den
ei ng efü h r t u nd di s k u ti er t; z u nä c h s t g anz al l -
g em ei n u nd dann i m S p ez i el l en fü r Bu s e-
m ann R ä u m e. F ü r di es e w i r d z . B. g ez ei g t,

das s ei ne I s o m etr i e g enau dann h y p er b o l i s c h
i s t, w enn s i e ax i al i s t.
I m z w ö l ften u nd l etz ten K ap i tel w er den

Bu s em ann F u nk ti o nen, K o - S tr ah l en u nd
Ho r o s p h ä r en ei ng efü h r t. A l l di es e w i c h ti g en
Beg r i ffe g eh en au f Bu s em ann s el b er z u r ü c k ,
u nd das K ap i tel s c h l i eß t m i t no c h o ffenen
F r ag es tel l u ng en, di e K o - S tr ah l en u nd Ho r o -
s p h ä r en i m T ei c h m ü l l er R au m b etr effen.
M i t di es em Bu c h i s t es A th anas e P ap ado -

p o u l o s s i c h er l i c h g el u ng en, ei ne fü r S tu den-
ten s eh r g u t nac h v o l l z i eh b ar e D ar s tel l u ng
der ni c h t p o s i ti v en K r ü m m u ng m etr i s c h er
R ä u m e i m S i nne v o n Bu s em ann z u g eb en.
A u f dem W eg do r th i n l er nt der L es er al l das
ü b er L ä ng enr ä u m e, g eo dä ti s c h e R ä u m e,
k o nv ex e M eng en u nd k o nv ex e F u nk ti o nen,
w as er z u m V er s tä ndni s der l etz ten K ap i tel
w i s s en m u s s , w as ab er au c h g anz u nab h ä n-
g i g v o n dem i n den l etz ten K ap i tel n b eh an-
del ten S to ff v o n I nter es s e i s t. I ns b es o nder e
di e v i el en Bei s p i el e, di e m i t v o l l s tä ndi g en R e-
fer enz en z u m ei ng eh ender en S tu di u m ang e-
g eb en s i nd, w er den ni c h t nu r fü r S tu denten
i nter es s ant s ei n. D ab ei i s t es dem A u to r b e-
s o nder s w i c h ti g , i m m er w i eder au f S ac h v er -
h al te i n der T h eo r i e der T ei c h m ü l l er R ä u m e
h i nz u w ei s en, ab er au c h Hi l b er t G eo m etr i en,
K o b ay as h i s P s eu do ab s tand, C ar ath Ø o do r y s
P s eu do ab s tand u nd F l o y ds R and ei ner end-
l i c h er z eu g ten G r u p p e g eh ö r en neb en v i el en
ander en z u den ni c h t tr i v i al en Bei s p i el en, di e
s i c h du r c h den g es am ten T ex t z i eh en. D as
Bu c h i s t s eh r s o r g fä l ti g g es c h r i eb en u nd der
A u fb au k ei nes fal l s z u fä l l i g , s o nder n s eh r g u t
du r c h dac h t. A l l es i n al l em h at es s eh r g r o ß en
S p aß g em ac h t, dar i n z u l es en.
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